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I.  Часть  оффиціальная. 


отзывъ 

о диссертаціи  приватъ-доцента  А.  Г.  Тимофеева — «Исторія  тѣлес 
ныхъ  наказаній  въ  русскомъ  правѣ.  2-ое  изданіе,  переработанное  и 
дополненное»,  Спб.  1904  г.,— 

составленный  по  порученію  Юридическаго  Факультета  ИМПЕРАТОРСК  АГО 
Новороссійскаго  Университета  и.  д.  экстраординарнаго  профессора  А.  Я.  Шпа- 

ковымъ. 


Во  исполненіе  возложеннаго  на  меня  Юридическимъ  Фа- 
культетомъ порученія  дать  отзывъ  объ  изслѣдованіи  приватъ- 
доцента  Императорскаго  С.-Петербургскаго  Университета  А.  Г. 
Тимофеева— «Исторія  тѣлесныхъ  наказаній  въ  русскомъ  правѣ. 
2-ое  изданіе,  переработанное  и дополненное»,  Спб.  1904  г., — пред- 
ставленномъ въ  Юридическій  Факультетъ  Императорскаго  Ново- 
россійскаго Университета  для  полученія  степени  магистра  уго- 
ловнаго права, — имѣю  честь  доложить  слѣдующее. 

Изслѣдованіе,  г.  Тимофеева  состоитъ  изъ  краткаго  преди- 
словія (стр.  Ill  — IV)  и трехъ  отдѣловъ.  Первый  отдѣлъ  (стр. 
1—58)  носитъ  слѣдующее  заглавіе:  «Опредѣленіе  тѣлесныхъ 

наказаній ; ихъ  исторія  въ  западно  европейскихъ  государствахъ 
и теоретическая  оцѣнка».  Второй  отдѣлъ  (стр.  59 — 191),  со- 
стоящій изъ  двухъ  главъ,  посвященъ  исторіи  тѣлесныхъ  нака- 
заній въ  Россіи  и,  наконецъ,  отдѣлъ  третій  (стр.  193 — 320), 
состоящій  изъ  четырехъ  главъ,  трактуетъ  о видахъ  тѣлесныхъ 
наказаній  въ  русскомъ  правѣ. 

Какъ  видно  изъ  краткаго  перечня  отдѣловъ  диссертаціи 
г.  Тимофеева,  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ  русскомъ  правѣ 
посвящены  лишь  второй  и третій  отдѣлы,  а отдѣлъ  первый  го- 
воритъ о вопросѣ,  не  относящемся  къ  темѣ  изслѣдованія.  Правда, 
г.  Тимофеевъ  въ  своемъ  предисловіи , къ  которому  я перехожу, 
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старается  оправдать  это  включеніе  совершенно  посторонняго 
вопроса,  говоря,  что  первый  отдѣлъ  «представляетъ  собою  введеніе, 
состоящее  изъ  теоретической  оцѣнки  тѣлесныхъ  наказаній,  вы- 
ясненія условій  ихъ  возникновенія  и краткаго  очерка  исторіи 
тѣлесныхъ  наказаній  въ  Германіи  и Франціи...;  цѣль  этого 
очерка,  по  словамъ  автора,  въ  общихз  чертахъ  (курсивъ  подлин- 
ника) прослѣдить  развитіе  и вымираніе  тѣлесныхъ  наказаній 
въ  названныхъ  странахъ,  чтобы  имѣть  матеріалъ  для  сравне- 
нія, насколько  это  возможно,  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ 
Россіи  съ  исторіей  ихъ  у другихъ  народовъ»  (стр.  III). 
Включеніемъ  этого  отдѣла  (какъ  будетъ  доказано  ниже),  не 
относящагося  къ  предмету  изслѣдованія  автора  и совсѣмъ  не 
дающаго  матеріала  для  желательнаго  плодотворнаго  сравненія, 
г.  ТимоФеевъ,  по  моему  убѣжденію,  обнаруживаетъ  лишь  непо- 
ниманіе истинныхъ  задачъ  и свойствъ  историко-сравнительнаго 
метода;  авторъ,  вѣроятно,  имѣетъ  довольно  смутныя  понятія  о 
немъ.  Думаю,  что  безъ  всякаго  ущерба  для  научнаго  достоин- 
ства работы  г.  Тимофеева,  возможно  (и  даже  должно)  опустить 
эту  часть  изслѣдованія,  за  исключеніемъ  лишь  весьма  краткихъ 
теоретическихъ  очерковъ,  которыми  начинается  и оканчивается 
первый  отдѣлъ.  Поверхностное  отношеніе  къ  трактуемымъ 
въ  этомъ  отдѣлѣ  вопросамъ  далеко  не  даетъ  нужнаго  и жела- 
тельнаго матеріала  для  продуктивнаго  выясненія  и сравненія 
истиннаго  смысла  и характера  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ 
Россіи  съ  исторіей  этого  института  у другихъ  народовъ.  Опи- 
сательное повѣствованіе  г.  Тимофеева  о возникновеніи  тѣлес- 
ныхъ наказаній,  о тѣлесныхъ  наказаніяхъ  въ  Греціи  и Римѣ, 
у германскихъ  народовъ,  во  Франціи  и другихъ  странахъ— да- 
леко не  носитъ  даже  внѣшняго  характера  серьезной,  п тѣмъ 
болѣе  самостоятельной,  научной  работы,  и лишь  увеличиваетъ 
объемъ  работы,  нисколько  не  увеличивая  ея  внутреннихъ  до- 
стоинствъ. 

Въ  томъ  же  предисловіи  авторъ  замѣчаетъ,  что  исто- 
рія тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи  (II  и III  отд.)  составлена, 
главнымъ  образомъ,  на  основаніи:  1)  Полнаго  Собранія  Зако- 
новъ, 2)  дѣлъ,  хранящихся  въ  Архивѣ  Государственнаго  Со- 
вѣта, 3)  Сборника  Императорскаго  Русскаго  Историческаго  Об- 
щества и 4)  статей  и мемуаровъ,  помѣщенныхъ  въ  русскихъ 
историческихъ  журналахъ  (стр.  III).  Перечисляя  эти  источники, 
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по  которымъ  «главнымъ  образомъ»  составленъ  его  трудъ,  г.  Ти- 
моФеевъ  совершенно  не  упоминаетъ  здѣсь  о всѣхъ  законода- 
тельныхъ памятникахъ,  предшествовавшихъ  Соборному  Уложе- 
нію царя  Алексѣя  Михайловича  и,  какъ  извѣстно,  не  вошед- 
шихъ въ  первое  Полное  Собраніе  Законовъ,  начинающееся  лишь 
съ  29  января  1849  года. 

«Предѣлы  настоящаго  изслѣдованія,  читаемъ  мы  у ав- 
тора на  стр.  IV,  — это  область  тѣлесныхъ  наказаній,  назна- 
чаемыхъ по  суду,  установленныхъ  закономъ  или  обычаемъ. 
Но  въ  виду  широкаго  значенія  тѣлесныхъ  наказаній,  какъ 
дисциплинарной  мѣры,  я счелъ  нужнымъ  указывать  въ  со- 
отвѣтствующихъ мѣстахъ  и ихъ  примѣненіе  въ  дисциплинар- 
номъ порядкѣ,  иногда  представляющееся  не  менѣе  важнымъ  и 
характернымъ,  чѣмъ  примѣненіе  по  суду».  Но  нгже  мы  уви- 
димъ, что  авторъ  нерѣдко  отступаетъ  отъ  этой  точки  зрѣнія. 

Начало  перваго  отдѣла  посвящено  опредѣленію  тѣлесныхъ 
наказаній  (стр.  3 — в).  Авторъ  прежде  всего  старается  выяснить 
значеніе  избранной  имъ  темы.  «Исторія  тѣлесныхъ  наказаній 
представляетъ,  по  его  словамъ,  интересъ  прежде  всего  по  тому 
значенію,  которое  они  имѣли  въ  Россіи  до  1863  г.  и въ  запад- 
ной Европѣ  еще  въ  началѣ  XIX  стол.;  еще  болѣе  было  ихъ 
значеніе  въ  предшествующія  столѣтія,  когда  примѣнялись  не 
только  болѣзненныя,  но  и членовредительныя  наказанія,  а при 
такомъ  порядкѣ  прожило  не  одно  поколѣніе».  «Тѣлесныя  нака- 
занія стояли  тогда  на  верху  карательной  лѣстницы,  елѣдуя  не- 
посредственно за  смертной  казнью...»  Тема  изслѣдованія — пред- 
метъ далеко  не  новый  въ  нашей  ученой  литературѣ  Можно 
утверждать,  что  исторія  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи  даже 
и въ  моментъ  появленія  книги  г.  Тимофеева  во  второмъ  изда- 
ніи, далеко  не  представляла  интереса  новизны  не  вполнѣ  изслѣ- 
дованнаго и не  выясненнаго  вопроса ; рѣдко,  какому  научному 
вопросу,  относящемуся  къ  исторіи  уголовнаго  права,  такъ  по- 
счастливилось, какъ  вопросу  о тѣлесныхъ  наказаніяхъ  въ  Рос- 
сіи. Длинный  рядъ  работъ,  трудовъ  почтенныхъ  и обстоятель- 
ныхъ, посвященныхъ  изслѣдованію  этого  вопроса,  начиная  съ 
работъ  Ф.  Деппа  («О  наказаніяхъ,  существовавшихъ  въ  Россіи 
до  ц.  Алексѣя  Мих.».  Спб.  1849)-,  проФ.  А.  М.  Богдановскаго 
(«Развитіе  понятій  о преступленіи  и наказаніи  въ  русскомъ 
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Арапѣ  до  Петра  В,».  М.  1857);  И.  Шишкина  («О  тѣлесныхъ 
наказаніяхъ  въ  связи  съ  началомъ  наказанія  вообще»)  и др.  и 
кончая  работами  про®.  Н.  Д.  Сергѣевскаго  («Наказаніе  въ  рус- 
скомъ правѣ  ХУІІ  вѣка».  Спб.  1888);  про®.  А.  Н.  Филиппова 
(«О  наказаніи  по  законодательству  Петра  Великаго  въ  связи 
съ  реформою».  М.  1891);  В.  А.  Гольцева  («Законодательство 
и нравы  въ  Россіи  XVIII  вѣка».  Изд.  2-ое,  Спб.  1896);  М.  Сту- 
пина («Исторія  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи  отъ  судебни- 
ковъ до  настоящаго  времени».  Владикавк.  1887)  и др. — служитъ 
краснорѣчивымъ  подтвержденіемъ  этого  положенія.  Большое 
количество  журнальныхъ  статей  и отдѣльныхъ  публицистиче- 
скихъ очерковъ  (напр.,  Г.  А.  Джаншіева.  Изъ  эпохи  великихъ 
реформъ.  Отмѣна  тѣлеснаго  наказанія.  Гл.  III;  В.  И.  Семев- 
скаго.  Необходимость  отмѣны  тѣлесныхъ  наказаній;  М.  И. 
Семевскаго.  «Слово  и дѣло»;  Г.  В.  Есипова  и мн.  др.)  также 
посвящены  наиболѣе  интереснымъ  моментамъ  въ  исторіи  этого 
вопроса. 

«Исторія  тѣлесныхъ  наказаній,  читаемъ  мы  дальше,  яв- 
ляется необходимой  и для  всесторонняго  выясненія  вопроса 
объ  ихъ  примѣненіи  въ  настоящее  время,  представляющаго  не 
только  теоретическій,  но  живой  практическій  интересъ,  такъ 
какъ  тѣлесныя  наказанія  все  еще  существуютъ  въ  нѣкоторыхъ 
государствахъ,  какъ  остатокъ  прошлаго,  и даже  находятъ  за- 
щитниковъ (правда,  немногочисленныхъ),  отстаивающихъ  по- 
лезность не  только  сохраненія,*  но  п расширенія  области  тѣ- 
лесныхъ наказаній  и возвращенія,  въ  извѣстной  мѣрѣ,  къ  прош- 
лому» (стр  3).  Конечно,  мы  не  можемъ  поставить  въ  вину  на- 
шему изслѣдователю,  выпустившему  въ  свѣтъ  свое  изслѣдова- 
ніе во  второмъ  изданіи  до  появленія  гуманнѣйшаго  закона  11 
августа  1904  года1)  и утверждающему  на  страницахъ  своей 


1)  См.  Высочайшій  Манифестъ  (11  авг.  1904  г.):  «Прежде  всего  обра- 
тили Мы  вниманіе  на  сохранившееся  въ  сельскомъ  быту  примѣненіе  кре- 
стьянскими и нѣкоторыми  инородческими  учрежденіями  тѣлеснаго  наказанія. 
Издавна  принятыя  въ  Нашемъ  законодательствѣ  наказанія  этого  рода  посте- 
пенно, изволеніемъ  Державныхъ  Нашихъ  Предшественниковъ,  исключены 
были  изъ  числа  общихъ  карательныхъ  мѣръ.  Нынѣ,  въ  довершеніе  намѣре- 
ній Незабвенныхъ  Дѣда  и Родителя  Нашихъ,  Мы  признаемъ  за  благо  пове- 
лѣть отмѣнить  и для  сельскихъ  обывателей  и инородцевъ  примѣняемыя  къ 
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работы,  что  «для  Россіи  вопросъ  о тѣлесныхъ  наказаніяхъ  въ 
данное  время  является  тѣмъ  болѣе  важнымъ,  что  отмѣна  ихъ 
все  еще  не  осуществилась  окончательно,  и продолжаетъ  оста- 
ваться  на  очереди,  какъ  необходимое  послѣдствіе  признанія 
прававого  равенства  всѣхъ  русскихъ  подданныхъ»  (стр.  4). 

Затѣмъ  авторъ,  ссылаясь  на  учебники  уголовнаго  права( А.  Ѳ. 
Кистяковскій.  Элементарный  учебникъ  общаго  уголовнаго  права. 
Кіевъ.  1882 ; Н.  Д.  Сергѣевскій.  Русское  уголовное  право.  Часть 
общая.  Изд.  3.  Спб.  1890*,  Н.  С.  Таганцевъ,  Лекціи  по  рус- 
скому уголовному  праву.  Часть  общая.  В.  IV,  Спб.  1892  ; его- 
же.  Русское  уголовное  право,  Спб.  1902,  т.  II ; И.  Я.  Фойниц- 
кій.  Ученіе  о наказаніи.  Спб.  1889), — даетъ  опредѣленіе  тѣлес- 
ныхъ наказаній.  «Въ  настоящемъ  изслѣдованіи  подъ  тѣлесными 
наказаніями  понимаются  исключительно  карательныя  мѣры,  на- 
правляемыя непосредственно  на  причиненіе  Физическаго  стра- 
данія». Затѣмъ  г.  ТимоФеевъ,  слѣдуя  за  Сергѣевскимъ,  Шиш- 
кинымъ, Кистяковскпмъ  и др.,  подраздѣляетъ  тѣлесныя  наказа- 
нія на:  1)  членовредительныя  (изувѣчивающія — по  опредѣленію 
Шишкина  и проФ.  Н.  Д.  Сергѣевскаго,  уродующія— по  опредѣ- 
ленію проФ.  А.  Ѳ.  Кистяковскаго),  куда  относятся  — отсѣченіе 


нимъ  но  закону  волостными  судами  и инородческими  управленіями  тѣлесныя 
наказанія.  Да  послужитъ  сіе  къ  вящшему  укрѣпленію  въ  средѣ  народной 
добрыхъ  нравовъ  и уваженія  къ  законнымъ  правамъ  каждаго.  Принявъ  та- 
кое рѣшеніе,  Мы  равномѣрно  считаемъ  необходимымъ  прекратить  впредь 
наложенія  тѣлеснаго  наказанія  въ  сухопутныхъ  и морскихъ  войскахъ.  Увѣ- 
ренные, что  такая  отмѣна  послужитъ  къ  поддержанію  въ  нихъ  чувства  воин- 
ской чести,  Мы  утвердили  обнародуемыя  нынѣ  особыя  по  этому  предмету 
постановленія*. 

«Посему  Всемилостивѣйше  повелѣваемъ  : 

I.  1)  Тѣлесныя  наказанія,  установленныя  по  закону  за  проступки  для 
сельскихъ  обывателей,  инородцевъ,  а также  другихъ  лицъ,  не  изъятыхъ  отъ 
сихъ  наказаній  по  правамъ  состоянія  или  особымъ  узаконеніямъ,  отмѣнить 
и ихъ  впредь  такимъ  наказаніямъ  не  подвергать,  замѣняя  оныя  въ  потреб- 
ныхъ случаяхъ  другими  взысканіями  на  основаніяхъ,  указанныхъ  въ  под- 
лежащихъ узаконеніяхъ.  2)  Постановленія,  изложенныя  въ  статьяхъ  1261  и 
1377  свод.  зак.  т.  XV,  улож.  наказ,  изд.  1685  г.,  а также  статьяхъ  281  и 
282  свод.  зак.  т.  XI,  ч II,  уст.  торг.,  изд.  1903  г.,  относительно  тѣлесныхъ 
наказаній  отмѣнить». 


рукъ,  ногъ,  языка,  носа,  ушей,  пальцевъ,  губъ,  кастрація,  рве- 
ніе ноздрей  и клейменіе  (по  мнѣнію  про®.  Н.  С.  Таганцева)' 
2)  болѣзненныя  тѣлесныя  наказанія,  причиняющія  Физическія 
страданія  безъ  поврежденія  или  лишенія  органовъ  тѣла,  выра- 
жающіяся, главнымъ  образомъ,  въ  побояхъ,  чрезвычайно  разно- 
образныя по  орудіямъ  и способамъ  исполненія*,  3)  осрамитель- 
ныя  тѣлесныя  наказанія,  цѣль  которыхъ  (по  мнѣнію  г.  Тимо- 
феева) была  не  въ  причиненіи  боли,  игравшей  въ  этомъ  видѣ 
наказаній  сравнительно  неважную  роль,  а въ  опозореніи,  въ 
униженіи  нравственной  стороны  наказываемаго.  Таково  клей- 
меніе, наложеніе  оковъ,  бритье  головы ; послѣднія  три  наказа- 
нія носили  въ  Россіи,  главнымъ  образомъ,  характеръ  преду- 
предительной полицейской  мѣры.  Выдѣляя  послѣдній  видъ  тѣ- 
лесныхъ наказаній,  авторъ,  какъ  бы  не  чувствуя  достаточно 
твердыхъ  основаній  для  такой  группировки,  считаетъ  нужнымъ 
оговориться,  что  « вообще  всѣ  виды  тѣлесныхъ  наказаній  можно  на- 
звать позорящими,  безчестящими,  но  что  въ  членовредительныхъ  и 
болѣзненныхъ  тѣлесныхъ  наказаніяхъ  моментъ  причиненія  стра- 
данія имѣетъ  существенное  значеніе,  въ  осрамительныхъ  же — 
второстепенное  (на  первомъ  планѣ  въ  нихъ  стоитъ  опозореніе), 
словомъ  этотъ  видъ  наказаній  является  какъ  бы  низшею  сту- 
пенью тѣлесныхъ  болѣзненныхъ  наказаній » (стр.  6). 

Со  страницы  шестой  (§  II)  начинаются  попытки  автора  про- 
слѣдить возникновеніе  тѣлесныхъ  наказаній,  трактуются  сюжеты, 
не  имѣющіе  никакого  отношенія  къ  темѣ  изслѣдованія.  Здѣсь  ав- 
торъ съ  изумительною  легкостью  перескакиваетъ  отъ  Канта  и 
Гегеля  къ  Моисееву  праву  и огъ  Тониссена  къ  законамъ  Юсти- 
ніана и законамъ  древняго  индійскаго  кодекса  Ману  (стр.  7 и 
слѣд.).  Съ  легкимъ  сердцемъ  г.  ТимоФеевъ  въ  немногихъ  строкахъ 
говоритъ  о тѣлесныхъ  наказаніяхъ  въ  Ассиріи  и Египтѣ  и при- 
водитъ справку  о древнихъ  китайскихъ  законахъ,  въ  которыхъ 
300  преступленій  наказывалось  кастрированіемъ,  500— отсѣче- 
ніемъ ногъ,  1000  — отсѣченіемъ  носа  и клейменіемъ  (стр  10). 
«Кромѣ  того»,  пишетъ  г.  ТимоФеевъ,  ссылаясь  на  Wrede  (Die 
Korperstrafen  bei  alien  Volkern.  Dresden,  1898,  стр.  286  и сл,),  «уже 
издавна  въ  Китаѣ  примѣнялись  и другія  членовредительныя 
тѣлесныя  наказанія  (напр.  ослѣпленіе)  и болѣзненныя  тѣлесныя 
наказанія,  налагавшіяся  въ  очень  многихъ  случаяхъ»  (стр.  Ю). 
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Думаю,  что  подобныя  историческія  справки  не  имѣютъ  истинно- 
научной  цѣнности  и значенія. 

Мы  не  послѣдуемъ  за  нашимъ  изслѣдователемъ,  который 
подробно  останавливается  на  описаніи  (чисто  внѣшняго  харак- 
тера) исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ  греческихъ  государ- 
ствахъ и римской  республикѣ,  такъ  какъ  это  слишкомъ  уве- 
личивало бы  объемъ  нашего  отзыва  и намъ  пришлось  бы  по- 
вторять вслѣдъ  за  г.  ТимоФеевымъ  отрывки  изъ  извѣстныхъ 
трудовъ  по  исторіи  уголовнаго  права  (Zumpft,  Rein,  Mommsen 
и др.).  Я не  стану  также  останавливаться  на  анализѣ  и провѣркѣ 
тѣхъ  или  иныхъ  его  положеній  и ссылокъ  въ  части  работы,  по- 
священной исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Византіи,  у герман- 
скихъ народовъ,  во  Франція,  Германіи*  Англіи  и другихъ  стра- 
нахъ, такъ  какъ  этотъ  отдѣлъ  изслѣдованія  г.  Тимофеева,  по 
моему  убѣжденію,  является  лишнимъ,  безполезнымъ  ученымъ 
балластомъ,  отнюдь  не  способствующимъ  разрѣшенію  основной 
задачи  изслѣдованія. 

Замѣчу  лишь,  что  новѣйшія  вѣянія  законодательства  и 
литературы  западной  Европы  и Америки,  которыя  вводятъ  или 
желаютъ  ввести  тѣ  или  другіе  виды  тѣлесныхъ  наказаній 
(напр.,  кастрація  преступниковъ  въ  штатѣ  Мичиганъ),  предполо- 
женія о введеніи  кастраціи  преступниковъ,  сдѣланныя  въ  весьма 
недавнее  время  почти  одновременно  въ  Германіи,  Франціи, 
Италіи  — совершенно  неизвѣстны  автору  изслѣдованія,  выпускаю- 
щему свой  трудъ  во  второмъ  спереработанномъ  и дополнен- 
номъ» изданіи.  Повторяя  старые  доводы  памфлета  Мпттель- 
штедта  противъ  тюремнаго  заключенія  (1879  г.),  г.  ТимоФеевъ 
совершенно  не  упоминаетъ  о докладѣ  7 марта  1900  г.  депутата 
д-ра  Oertel’H,  о весьма  интересномъ  биллѣ  о малолѣтнихъ  пре- 
ступникахъ въ  англійской  палатѣ  депутатовъ  и др.  Я воздер- 
живаюсь отъ  повторенія  вслѣдъ  за  авторомъ,  который  воспро- 
изводитъ общія  мѣста  (въ  родѣ  приводимаго  на  стр.  47  — 48), 
сдѣлавшіяся  достояніемъ  почти  любого  учебника  уголовнаго 
права.  Конецъ  перваго  отдѣла,  посвященный  теоретической 
оцѣнкѣ  тѣлесныхъ  наказаній,  не  грѣшитъ  ни  оригинальностью, 
ни  самостоятельностью  и иногда  является  точнымъ  воспроизве- 
деніемъ цѣлыхъ  страницъ  изъ  трудовъ  Миттельштедта,  курсовъ 
проФ.  А.  Ѳ.  Кистяковскаго  (Элементарный  учебникъ  общаго 
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уголовнаго  права),  Н.  С.  Таганцева  (Русское  уголовное  право) 
и др.  (см.  стр.  51 — 58). 

Перехожу  къ  разсмотрѣнію  и оцѣнкѣ  второго  отдѣла  труда 
г.  Тимофеева,  представляющаго  собою  центральную,  главную 
часть  его  изслѣдованія,  всецѣло  относящагося  къ  области  исто- 
ріи русскаго  нрава.  Отдѣлъ  этотъ  носитъ  названіе:  «Исторія 
тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи»  и состоитъ  изъ  двухъ  главъ: 
глава  первая  «Періодъ  развитія  и господства  тѣлесныхъ  на- 
казаній» стр.  61 — 98);  глава  вторая  «Періодъ  вымиранія  тѣлес- 
ныхъ наказаній»  (стр.  99 — 191).  Можно  съ  полною  основатель- 
ностью возражать  противъ  такого  крупнаго  дѣленія  лишь  на 
двѣ  части,  на  два  періода  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Рос- 
сіи : — періодъ  развитія  и господства  тѣлесныхъ  наказаній  и пе- 
ріодъ ихъ  вымиранія.  Несомнѣнно,  что  вся  эпоха  примѣне- 
нія тѣлесныхъ  наказаній  могла  быть  раздѣлена  болѣе  раціо- 
нально на  сравнительно  мелкіе  періоды  и подраздѣленія,  кото- 
рыя, мнѣ  кажется,  гораздо  болѣе  соотвѣтствовали  бы  и дѣйстви- 
тельному положенію,  выражавшемуся  въ  отношеніи  законода- 
тельства и практики  къ  тѣлеснымъ  наказаніямъ  и логическимъ 
требованіямъ.  Впрочемъ  и самъ  г.  ТимоФеевъ  чувствуетъ  нѣко- 
торую неосновательность  этого  «естественнаго»  (по  его  мнѣнію), 
дѣленія  и желаетъ  имъ  воспользоваться  «въ  интересахъ  удоб- 
ства изложенія»  (стр.  62).  Можно  и,  кажется  мнѣ,  должно  не 
согласиться  съ  подобными  не  вполнѣ  научными  пріемами  періо- 
дизаціи. 

Приступаю  къ  главѣ  первой  второго  отдѣла,  скромные  раз- 
мѣры которой  (стр.  61 — 98)  такъ  сразу  бросаются  въ  глаза  въ 
сравненіи  съ  главой  второй  того  же  отдѣла,  которой  авторъ 
отводитъ  гораздо  большее  мѣсто  въ  своей  работѣ  (стр.  99  — 
191).  Невольно  возникаетъ  вопросъ,  чѣмъ  вызывается  такое 
неравенство?  Почему  важному  въ  научномъ  отношеніи  періоду 
развитія  и господства  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи,  періоду 
заключающему  въ  себѣ  долгую  эпоху  до  половины  XVIII  вѣка, 
періоду,  представленному  такими  крупными  памятниками  законо- 
дательства, какъ  Судебникъ  Великокняжескій  1497  г.,  Судебникъ 
Царскій  1550  г.,  многочисленныя  дополненія  къ  Судебникамъ 
(къ  числу  которыхъ  принадлежитъ  и уставная  книга  Разбой- 
наго приказа),  Соборное  Уложеніе  царя  Алексѣя  Михайловича 
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1649  г.,  Новоуказныя  статьи,  все  огромное  законодательство 
Петра  Великаго,  значительная  часть  котораго  посвящена  вопро- 
самъ уголовнаго  права, — почему  такому  періоду  г.  ТимоФеевымъ 
отводится  лишь  тридцать  съ  небольшимъ  страничекъ  малаго 
Формата  и крупной  печати? 

О возникновеніи  тѣлесныхъ  наказаній  на  Руси  г.  Тимо- 
Феевъ  пишетъ:  «Время  появленія  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи, 
какъ  и въ  западной  Европѣ,  нельзя  ни  опредѣлить  съ  удовле- 
творительною точностью,  ни  пріурочить  ихъ  происхожденіе 
къ  какой  либо  позднѣйшей  эпохѣ,  какъ  это  предлагается  въ 
русской  литературѣ,  въ  которой  время  появленія  тѣлесныхъ 
наказаній  связывается  съ  татарскимъ  игомъ » (стр.  63).  При- 
ведя мнѣнія  проФ.  Максимовича  (Рѣчь  объ  уголовномъ  наказа- 
ніи въ  Россіи.  Кіевъ,  1853.  стр.  94)  и проФес.  Леонтовича  (Къ 
исторіи  права  рус.  инородцевъ.  Од.  1879,  стр.  271)  о вліяніи 
монгольскаго  ига  на  развитіе  системы  тѣлесныхъ  наказаній  въ 
русской  землѣ,  г.  ТимоФеевъ  перечисляетъ  далѣе  ученыхъ,  раз- 
дѣляющихъ взглядъ  проФес.  Максимовича  и высказавшихся 
противъ  него.  Къ  первымъ  (по  взгляду  г.  Тимофеева)  относятся 
— профессоръ  М.  Ф.  Владимірскій-Будановъ,  Карамзинъ,  Тобинъ, 
проФ.  И.  Я.  Фойницкій  ; противъ  взгляда  проФ.  Максимовича 
высказались  — историкъ  С.  М.  Соловьевъ,  проФ.  Калмыковъ, 
Н.  Д.  Сергѣевскій  и Н.  С.  Таганцевъ,  отстаивающіе  мысль, 
что  тѣлесныя  наказанія  существовали  до  татаръ  (стр.  64).  Какъ 
видно  изъ  предыдущаго,  во  главѣ  лицъ,  раздѣляющихъ  мнѣніе 
проФ.  Максимовича,  доказывавшаго,  что  «славяно-руссы  до  по- 
рабощенія монголами  имѣли  рѣшительное  отвращеніе  отъ  вся- 
каго тѣлеснаго  наказанія»,  и что  причина  появленія  тѣлесныхъ 
наказаній  «заключается  въ  чашѣ  гнѣва  Божія,  излитой  въ  XIII 
вѣкѣ...  однимъ  изъ  слѣдствій  ига  было  ожесточеніе  сердецъ  и 
нравственное  униженіе  народа»  и проФ.  Ѳ.  И.  Леонтовича— по- 
ставленъ г.  ТимоФеевымъ  проФ.  М.  Ф.  Владимірскій-Будановъ, 
яко  бы  поддерживающій  такіе  взгляды.  Смѣю  увѣрить,  что 
маститый  кіевскій  ученый  совершенно  неповиненъ  въ  дву- 
кратно взводимыхъ  на  него  г.  ТимоФеевымъ  обвиненіяхъ. 
Ошибку  перваго  своего  изданія  1897  года  г.  ТимоФеевъ  повто- 
ряетъ теперь  вторично.  Въ  «Обзорѣ  исторіи  русскаго  права» 
(изданіе  третье,  Кіевъ,  1900  г.),  о существованіи  котораго,  на- 
дѣюсь, надо  знать  г.  Тимофееву,  а также  и въ  одной  крити- 
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ческой  замѣткѣ1)  — существуютъ  прямыя  данныя  для  сужденія 
о томъ,  что  почтенный  историкъ  русскаго  права  отнюдь  не 
раздѣляетъ  взглядовъ  проФ.  Максимовича  и про®.  Леонтовича. 
Даже  болѣе:  на  стр.  319  своего  капитальнаго  и распростра- 
неннѣйшаго  труда,  принятаго  въ  качествѣ  учебнаго  пособія 
въ  весьма  многихъ  русскихъ  университетахъ,  М.  Ф.  Влади- 
мірскій-Будановъ  категорически  заявляетъ:  «Г.  ТимоФеевъ  по 
чему-то  причисляетъ  насъ  къ  писателямъ,  отвергающимъ  су- 
ществованіе болѣзненныхъ  и члеиовредительныхъ  наказаній  въ 
до  татарскую  эпоху»  (стр.  319,  прим.  1-ое).  А прекрасная  книга 
ироФ.  М.  Ф.  Владимірскаго-Буданова  (въ  третьемъ  изданіи) 
вышла  въ  1900  году,  слѣдовательно,  у г.  Тимофеева  при  вы- 
пускѣ своего  труда  во  второмъ  изданіи  была  полная  возмож- 
ность ознакомиться  съ  этимъ  трудомъ,  являющимся  необходи- 
мою настольною  книгой  для  каждаго,  занимающагося  вопросами 
исторіи  русскаго  права.  I’.  ТимоФеевъ  присоединяется  къ  мнѣ- 
нію группы  ученыхъ,  отстаивающихъ  мысль,  что  тѣлесныя 
наказанія  существовали  на  Руси  и до  татаръ. 

«Въ  Русской  Правдѣ,  пишетъ  г.  ТимоФеевъ,  упоминается 
на  ряду  съ  выкупами  и личное  наказаніе  — потокъ,  назначав- 
шійся за  важнѣйшія  преступленія  и выражавшійся  въ  самыхъ 
различныхъ  Формахъ  : въ  изгнаніи,  заточеніи,  въ  преданіи  смерти» 
(стр.  64).  Согласиться  съ  подобнымъ  утвержденіемъ  г.  Тимо- 
феева я не  считаю  возможнымъ  по  слѣдующимъ  основаніямъ : 
потокъ  и разграбленіе  (или  же— потокъ  и грабежъ),  дѣйстви- 
тельно, въ  Русской  Правдѣ  (позднѣйшей  редакціи)  назначаются 
за  три  преступленія:  умышленное  убійство  (Кар.  5),  конокрад 
ство  (Кар.  31)  и поджогъ  гумна  и двора  (Кар.  97)*,  послѣдняя  статья 
гласитъ:  «Аще  кто  зажьжеть  гоумно,  то  на  потокъ  и на  гра- 
бежъ домъ  его,  прежде  пагоубу  расплативши,  а въ  процѣ  князю 
поточити;  такоже  оже  кто  дворъ  зажжеть».  Изъ  приведеннаго 
здѣсь  выраженія  «поточити»  видно,  что  потокъ  и конфискація 
имущества  такъ  тѣсно  соединены  между  собою,  что  одно  слово 
замѣняется  другимъ,  какъ  тождезначащимъ ; изъ  конфискован- 
наго имущества  прежде  всего  удовлетворяется  потерпѣвшій  отъ 
преступленія,  а остальное  поступало  въ  ш льзу  князя.  ІІото- 


Ун.  Изв.  1888.  («Важнѣйшія  явленія  въ  литературѣ  исторіи  рус. 
ир.  за  1887  г.»). 
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комъ  называется  лишеніе  правъ  личныхъ,  а разграбленіемъ — 
лишеніе  правъ  имущественныхъ ; и то  и другое  составляютъ 
одно  наказаніе.  Потокъ  и разграбленіе  не  только  замѣнили  виру 
за  предумышленное  убійство,  но,  какъ  мы  видимъ,  были  рас- 
пространены на  конокрадство  и поджогъ,  а практика,  какъ  спра- 
ведливо было  замѣчено  проФ.  М.  Ф.  Владимірскимъ-Будано- 
вымъ,  распространяла  это  наказаніе  и на  политическія  пре- 
ступленія (Новг.  1 я лѣт.,  подъ  1209  г ). (О.  с.  стр.  317  — 318.  Его  же. 
Христоматія  по  исторіи  русскаго  права.  В.  I,  изд.  5-ое,  стр.  38, 
47,  68 — 69).  Первоначально  потокъ  и разграбленіе  имѣли  неопре- 
дѣленное значеніе:  съ  лишеннымъ  правъ  и его  семьею  можно 
было  сдѣлать  что  угодно;  напримѣръ  въ  1209  году  въ  Новго- 
родѣ «Мирошкинъ  дворъ  и Дмитровъ  зажьгоша,  а житие  ихъ 
поимаша,  а села  ихъ  распродаша  и челядь...»  (см  также  Новг. 
лѣт.,  подъ  1230  г.).  Памятники  византійскаго  права  даютъ  намъ 
болѣе  точное  разъясненіе  этого  сравнительно  неопредѣленнаго 
наказанія.  Изъ  сличенія  славянскихъ  переводовъ  византійскихъ 
сборниковъ  свѣтскаго  законодательства  съ  оригиналомъ,  оказы- 
вается, что  тамъ,  гдѣ  говорится  въ  оригиналѣ  о конфискаціи 
и ссылкѣ,  для  чего  унотребляется  выраженіе  tpublicatis  bonis 
relegantor », — въ  русскомъ  переводѣ  стоитъ:  « разграблены  бывше 
да  изженутся* . Слово  же  «конфискація»  переводчики  передаютъ 
понятіемъ  «разграбленіе»  (проФ.  В.  И.  Сергѣевичъ)1).  И только 
уже  впослѣдствіи  изъ  сравнительно  неопредѣленной  сущности 
потока  развились  въ  эпоху  Русской  Правды  всѣ  виды  уголов- 
ныхъ каръ,  т.  е.  1)  наказанія,  обращенныя  на  свободу  : изгна- 
ніе и ссылка,  заключеніе  въ  желѣза  и заключеніе  въ  погребъ, 
заключеніе,  соединяемое  съ  ссылкою — т.  е.  заточеніе,  обращеніе  въ 
рабство;  2)  наказанія,  обращенныя  на  здоровье:  болѣзненныя  и 
чденовредительныя  и 3)  смертная  казнь.  Итакъ,  потокъ  и разграб- 
леніе,— лишеніе  правъ  личныхъ  и имущественныхъ, — есть  новый 
видъ  наказанія,  примѣняемый  къ  лицамъ,  наиболѣе  опаснымъ  для 
общественнаго  спокойствія,  и возникшій  подъ  вліяніемъ  Визан- 
тіи [объ  этой  терминологіи  см.  въ  позднѣйшихъ  памятникахъ 
XVI  и XVII  вв.  «Судная  грамота  Устюжны-Желѣзопольской» 

*)  Л.  и И.  по  древней  исторіи  рус.  права.  Изд.  3 ье,  стр.  394.  Исторія 
русскаго  права  проФ.  М.  А.  Дьяконова,  помѣщ.  въ  Энц.  Сл.  Т.  XXVIII, 
стр.  526.  Ср.  ПроФ.  И.  Я.  Фойницкій.  Ученіе  о наказаніи  въ  связи  съ  тюрьмо- 
вѣдѣніемъ. Спб.  18b9,  стр.  79,  193—194. 
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(данная  царемъ  Михаиломъ  Ѳедоровичемъ).  А.  А.  Э.  Ill,  36]. 
Изъ  предыдущаго  мы  видимъ,  что  г-  ТимоФеевъ  имѣетъ  смут- 
ныя и нѣсколько  ошибочныя  представленія  о потокѣ,  по  его  мнѣ- 
нію, с личномъ  наказаніи». 

Все  огромное  вліяніе  византійскихъ  началъ  на  каратель- 
ную дѣятельность  Руси  выражено  въ  слѣдующихъ  общихъ  Фра- 
захъ : «Духовенство,  проникнутое  греко-римскими  воззрѣніями 
на  наказаніе,  вліяло  на  измѣненіе  прежнихъ  порядковъ,  какъ  ина 
западѣ, — перенесеніемъ  на  русскую  почву  византійскихъ  право- 
выхъ началъ  въ  номоканонахъ,  которыми  духовенство  пользо- 
валось въ  своихъ  судахъ  • компетенція  послѣднихъ  была  весьма 
обширна  и распространялась  какъ  на  духовныхъ,  такъ  и на 
свѣтскихъ  лицъ.  До  нашего  времени  между  прочимъ  дошелъ 
отрывокъ  суднаго  закона,  въ  которомъ  за  многія  преступленія 
назначались  тѣлесныя  наказанія».  «Источники  византійскаго 
права,  выписываетъ  нашъ  авторъ  у проФ.  Шпилевскаго  (Объ 
источникахъ  русскаго  права.  3.  К.  У ),  заговорили  о новыхъ 
преступленіяхъ,  указали  на  новые  виды  наказаній»  ; значеніе 
византизма  побудило  даже  Калачова  къ  утвержденію,  что  сра- 
внительно съ  нимъ  татарское  иго  было  второстепеннымъ  усло- 
віемъ, что  несомнѣнно  преувеличено»  (стр.  65).  Вотъ  все  то, 
что  посвящаетъ  г ТимоФеевъ  выясненію  сложнаго  воироса  о 
вліяніи  нормъ  византійскаго  права  на  систему  наказанія  въ 
русскихъ  земляхъ  (земскій  періодъ)  Нельзя  сказать,  чтобы  эти 
немногія  и довольно  блѣдныя  слова  рисовали  бы  истинное  поло- 
женіе дѣла.  Г.  ТимоФеевъ  даже  не  пытается  опредѣлить  точнѣе, 
что  было  заимствовано  нами  въ  сферѣ  уголовныхъ  понятій  изъ 
Византіи,  и какъ  совершались  эти  заимствованія  и воздѣйствія. 
Приходится  пожалѣть,  что  столь  важный,  сложный,  не  вполнѣ 
обслѣдованный  и столь  необходимый  вопросъ  — лишь  мимохо- 
домъ, въ  нѣсколькихъ  общихъ  Фразахъ,  поверхностно  затраги- 
вается нашимъ  изслѣдователемъ,  что  г.  ТимоФеевъ  не  обратилъ 
должнаго  вниманія  на  то  большой  важности  обстоятельство,  что 
съ  очень  глубокой  древности,  съ  князя  Владиміра,  крестившаго 
русскую  землю,  начинается  у насъ  необходимое  усвоеніе  цер- 
ковнаго права  и происходитъ  рецепція  нѣкоторыхъ  кодексовъ 
свѣтскаго  византійскаго  законодательства,  начинается  также 
заимствованіе  византійской  карательной  системы  *,  проникаетъ 
къ  намъ  идея  о публичномъ  характерѣ  уголовныхъ  наказаній. 
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Преступникъ  долженъ  быть  наказанъ  не  для  удовлетворенія  по- 
страдавшаго, а для  удовлетворенія  высшихъ  интересовъ  госу- 
дарства, для  торжества  права  путемъ  искорененія  злодѣевъ. 
Матеріалъ  же  для  изслѣдованія  этого  сложнаго  вопроса  суще- 
ствуетъ вполнѣ  достаточный. 

Указавъ  на  существованіе  рабства  и примѣненіе  къ  ра- 
бамъ тѣлесныхъ  наказаній  по  усмотрѣнію  хозяина  (а  не  госу- 
дарства), и также  временно  несвободныхъ  закуповъ,  причемъ 
авторъ  цитируетъ  73  ст.  Карамзинскаго  списка  Русской  Правды 
и дѣлаетъ  въ  этой  цитатѣ  пять  ошибокъ  (см.  стр.  66),  г.  Ти- 
моФеевъ  пишетъ:  «Самое  наказаніе  рисовалось  въ  тѣ  эпохи  не 
иначе  какъ  въ  Формѣ  матеріальныхъ  страданій,  напр.  въ  1093 
г.  лѣтописецъ  отмѣчаетъ  по  поводу  нашествія  половцевъ 
«се  бо  на  ны  Богъ  попусти  поганыхъ,  не  яко  милуя  ихъ,  но 
насъ  кажа...  симъ  казнитъ  нахожденіемъ  поганыхъ  се  бо  есть 
батогъ  его»  (стр.  67).  Г.  ТимоФеевъ  совершенно  не  касается 
Филологическаго  смысла  славянскаго  слова  «наказаніе»,  кото- 
рый несомнѣнно  есть  «наученіе  и исправленіе»:  «наказаніе  — 
institutio,  poena-,  наказати — ттаійзбеіѵ,  instituere  («тыи  въспита 
ме  и наказа  и наоучи»),  рипіге»  *).  Нельзя  не  согласиться  съ 
глубоко  вѣрнымъ  взглядомъ  проФ.  М.  Ф.  Владимірскаго-Буданова, 
что  въ  смыслѣ  слова  «наказаніе»  (исправленіе)  выраженъ 
основной  взглядъ  славянъ  на  цѣль  наказаній  (взглядъ,  конечно, 
указывающій  на  будущее  и мало  примѣнимый  къ  эпохѣ  Рус- 
ской Правды).  Слѣдовательно,  утвержденіе  г.  Тимофеева,  что 
«самое  наказаніе  рисовалось  въ  тѣ  эпохи  не  иначе  какъ  въ 
Формѣ  матеріальныхъ  страданій» — является  нѣсколько  ошибоч- 
нымъ вслѣдствіе  своей  односторонности. 

Затѣмъ  г.  ТимоФеевъ  переходитъ  (въ  § III)  къ  разсмотрѣ- 
нію «важнѣйшихъ  условій,  содѣйствовавшихъ  развитію  тѣлес- 
ныхъ наказаній  въ  Россіи».  Выводы  его  не  отличаются  обо- 
снованностью и научною  полнотою.  Напр.,  на  стр  71  мы  чи- 
таемъ: «Благодаря  татарскому  игу  въ  положеніи  князей,  какъ 
сказано,  произошелъ  крупный  переворотъ,  кореннымъ  об- 


г)  См.  Словарь  церковно-славянскаго  языка,  составлен,  акад.  А.  X. 
Востоковымъ.  Т.  I (1858),  стр.  229  • Матеріалы  для  словаря  древне-русскаго 
языка  по  письм.  нам.  Трудъ  И.  И.  Срезневскаго,  Т.  II  (1902),  стр.  290—291. 
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разомъ  измѣнившій  положеніе  княжеской  власти,  получившей 
неслыханное  дотолѣ  значеніе».  Далѣе  слѣдуетъ  цитата  изъ  Н. 
И.  Костомарова:  «Въ  частномъ  быту  хозяинъ  по  отношенію 

къ  невольному  человѣку  назывался  государемъ,  тотъ  его  хо- 
лопомъ, тоже  сдѣлалось  и въ  государствѣ : великій  князь,  назы- 
вавшійся прежде  господиномъ,  сталъ  называться  государемъ,  а 
его  служилые  люди — холопами».  Сила  великаго  князя  Москов- 
скаго отразилась  и на  наказаніи  имъ  враговъ,  принадлежав- 
шихъ къ  противнымъ  Москвѣ  партіямъ,  сдѣлавшихся  какъ  бы 
государственными  преступниками : въ  1393  г.  въ  Торжкѣ  убили 
сторонника  Москвы,  нѣкоего  Максима,  и великій  князь  «раз- 
гнѣвался зѣло...  повелѣ  привести  къ  себѣ  убійцъ  (70 человѣкъ) 
и.,  ихъ  казни  многими  казньми».  Бракъ  Іоанна  III  съ  Софіей 
Палеологъ  придалъ,  какъ  указываетъ  Карамзинъ,  особый  блескъ 
и величіе  престолу  Московскаго  князя  ; окончательное  сверже- 
ніе татарскаго  ига  еще  болѣе  усилило  его  власть  и значеніе» 
^стр.  71).  Какъ  это  просто,  прямолинейно,  но  и вмѣстѣ  съ  тѣмъ 
не  вполнѣ  научно.  Неужели  г.  ТимоФеевъ,  приведя  старыя  мнѣ- 
нія Карамзина  и Костомарова  относительно  причинъ  усиленія 
у насъ  княжеской  власти,  — считалъ  такую  постановку  дѣла 
удовлетворительнымъ  разрѣшеніемъ  трактуемаго  имъ  вопроса? 
Если  г.  ТимоФеевъ  раздѣляетъ  устарѣлые  взгляды  упомянутыхъ 
ученыхъ,  то  ему  для  научной  объективности,  необходимо  было 
привести  и многочисленные  позднѣйшіе  взгляды  другихъ  уче- 
ныхъ, иначе  разрѣшающихъ  этотъ  вопросъ.  Г.  ТимоФеевъ  дол- 
женъ былъ  указать  на  ошибочность  взглядовъ  неупоминаемыхъ 
имъ  ученыхъ  и указать  тѣ  научныя  основанія,  заставившія  его 
присоединиться  къ  взглядамъ  Карамзина  и Костомарова,  да- 
леко н«  стоящимъ  на  должной  высотѣ  современнаго  научнаго 
состоянія  этого  важнаго  вопроса  J).  А вѣдь  этотъ  вопросъ  такъ 
мощно  двинули  впередъ  извѣстные  историки  права — профессоръ 
В.  И.  Сергѣевичъ2),  проФ.  М.  А.  Дьяконовъ3)  и др. 


*)  Ср.  ейсторич.  Вѣетн. > 1905  г.  2,  стр.  685. 

*)  Русскія  Юрид.  Древн.  Т.  II,  Изд.  2-е,  Спб.  1900. 

•)  <Влаеть  Московскихъ  государей».  Спб.  1889,  «Къ  исторіи  древне- 
русскихъ церковно-государственныхъ  отношеній».  Ист.  Обзр.  Т.  XII. 
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Усиленіе  у насъ  на  Руси  княжеской  и царской  власти,  ея  посто- 
янный ростъ — есть  явленіе  многопричинное.  Ростъ  верховной  власти 
обусловливался : 1)  ученіемъ  духовенства  о божественномъ  про- 
исхожденіи власти  и 2)  его  проповѣдью  о повиновеніи  и покореніи 
властямъ.  Съ  возникновеніемъ  же  московскаго  удѣла  къ  этимъ 
старѣйшимъ  причинамъ  присоединяется  3)  переносъ  митропо- 
ліи въ  Москву,  сдѣлавшій  этотъ  городъ  и религіознымъ  цент- 
ромъ Руси.  Пребываніе  митрополита  въ  Москвѣ  выгодно  отли- 
чало московскаго  князя  отъ  всѣхъ  другихъ.  Въ  своихъ  же  соб- 
ственныхъ интересахъ  митрополитъ  долженъ  былъ  поддержи- 
вать великаго  князя  московскаго.  Въ  4)  имѣетъ  значеніе  и при- 
чина, отмѣченная  Карамзинымъ  въ  извѣстномъ  выраженіи : 
«Москва  обязана  своимъ  величіемъ  ханамъ».  Въ  5)  политика 
такихъ  московскихъ  государей,  какъ  Дмитрій  Донской,  Иванъ 
III,  его  сынъ  и внукъ.  Благодаря  ихъ  генію  и дальнозоркости, 
какъ  справедливо  замѣчаетъ  проФ.  В.  И.  Сергѣевичъ  (Р.  Ю. 
Д.  II,  615),  возникаетъ  идея  недѣлимости  великаго  княженія, 
княжеская  казна  наполняется  деньгами,  границы  московскаго 
государства  расширяются,  получается  возможность  установить 
обязательную  службу  помѣщиковъ  и вотчинниковъ.  Въ  6)  надо 
также  признать  правильной  мысль  С.  М.  Соловьева,  что  для 
возвышенія  московскихъ  князей  надъ  другими  «нужна  была  по- 
мощь преданій  имперіи:  эти  то  иреданія  и были  принесены  въ 
Москву  Софіею  Палеологъ».  Я не  стану  перечислять  здѣсь 
дальнѣйшія  причины  постояннаго  роста  и усиленія  верховной 
власти : власть  московскихъ  государей,  какъ  было  замѣчено 
выше,  является  сложнымъ  результатомъ  вѣковой  работы  на- 
шей исторіи,  а не  является  лишь  наслѣдіемъ  монгольскаго  ига 
или  женитьбы  Ивана  Васильевича  на  СофьѢ  Палеологъ. 

Указавъ  на  отзывъ  иностранцевъ  о характерѣ  власти  мо- 
сковскихъ государей  и раболѣпство  русскихъ  (по  свидѣтель- 
ству Корба),  г.  ТимоФеевъ  пишетъ:  «Вліяніе  византійскихъ 
воззрѣній  не  уменьшалось,  а постепенно  увеличивалось  и по- 
слѣ татарскаго  ига : татары  не  умалили  значенія  духовенства, 
напротивъ  поддерживали  его,  увеличивали  его  привилегіи,  напр. 
митрополитъ  Петръ  получилъ  отъ  хана  Узбека  ярлыкъ,  въ  ко- 
торомъ митрополиту  предоставлялось  управлять  своими  людьми 
и судить  ихъ  во  всѣхъ  дѣлахъ,  не  исключая  уголовныхъ,  всѣ 
церковные  люди  должны  были  повиноваться  ему»  (стр.  73). 
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Однако,  вопросъ  о ханскихъ  ярлыкахъ,  данныхъ  русскому  ду- 
ховенству, далеко  не  стоитъ  такъ  твердо,  какъ  думаетъ  г.  Ти- 
моФеевъ.  Подлинность  ихъ  справедливо  заподозрѣна  такими 
компетентными  учеными,  какъ  извѣстный  канонистъ —профес- 
соръ московскаго  университета  Н.  С.  Суворовъ.  Въ  своемъ  со- 
лидномъ изслѣдованіи — «Слѣды  западно-католическаго  церков- 
наго права  въ  памятникахъ  древняго  русскаго  права»  (.Вре- 
менникъ Демидовскаго  Юридическаго  Лицея.  Книга  49,  стр. 
210,  прим.  341  ; стр.  219,  220),  почтенный  канонистъ  говоритъ: 
<ГГ  длииность  ярлыковъ  возбуждаетъ  справедливыя  сомнѣнія. 
До  собора  1503  года  никто  и никогда  не  ссылался  на  ханскіе 
ярлыки,  данные  въ  пользу  русскаго  духовенства.  Соборъ  1503 
года  впервые  привелъ  ихъ,  какъ  аргументъ  въ  пользу  неприко- 
сновенности всего  того,  чѣмъ  владѣла  до  тѣхъ  поръ  церковь: 
на  этомъ  соборѣ,  какъ  извѣстно,  поставленъ  былъ  вопросъ  о 
неприличіи  монахамъ  и монастырямъ  владѣть  богатыми  недви- 
жимыми имѣніями.  Древнѣйшій  ярлыкъ  Менгу-Темира,  выдан- 
ный безыменно  русскимъ  митрополитамъ,  начинается  несообразною 
въ  устахъ  монгольскаго  хана  Фразою:  «Вышняго  Бога  силою  и 
Вышнія  Троицы  волею»  Конечно,  все  это  неизвѣстно  г.  Ти- 
мофееву, рѣшительно  н безъ  всякаго  сомнѣнія  оперирующему 
съ  такими  спорными  и сложными  научными  вопросами ; ему 
осталась  неизвѣстной  цитируемая  мною  работа  и другія  работы 
(особенно— «О  церковныхъ  наказаніяхъ»  1876)  проФ.  Н.  С.  Су- 
ворова, а между  тѣмъ  въ  нихъ  мѣстами  излагаются  вопросы, 
иногда  столь  близко  касающіеся  изслѣдованія  г.  Тимофеева. 

«Усиленіе  церковнаго  вліянія,  думаетъ  г.  ТимоФеевъ,  ска- 
залось въ  XY  вѣкѣ  и на  характерѣ  борьбы  съ  ересями».  Въ 
чемъ  же  выразилось  это  подмѣченное  нашимъ  авторомъ  «уси- 
леніе церковнаго  вліянія?»  — «Въ  1416  г.,  читаемъ  мы  дальше, 
митрополитъ  Фотій  писалъ  о еретикахъ:  «отжените  ихъ  отъ 
своея  православныя  вѣры...  прочее  же  по  лукаветвію  ихъ  со- 
творитъ Господъ,  якоже  самъ  вѣсть»,  чрезъ  60  лѣтъ  (?!),  въ 
1490  г.  мы  находимъ  другой  образъ  дѣйствія  въ  дѣлѣ  о 
ереси  жидовствующихъ:  Новгородскій  архіепископъ  Геннадій 
пишетъ  митрополиту,  что,  согласно  его  совѣту,  всѣхъ  нераска- 
янныхъ жидовствующихъ  передалъ  княжескому  намѣстнику 
Юрію  Захарьевичу,  который  велѣлъ  ихъ  «казнить  градскою 
казнью  по  указу  великаго  князя,  какъ  напцеано  въ  царскихъ 
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правилахъ»  (стр.  73).  Сказать,  что  церковное  вліяніе  усилилось 
въ  XV  вѣкѣ,  что  отразилось  и на  характерѣ  борьбы  съ  ере- 
сями— это,  значитъ,  игнорировать  несомнѣнные  историческіе 
Факты  и совершенно  не  считаться  съ  ними. 

Послѣ  разрыва  съ  Византіей,  явившагося  естественнымъ 
послѣдствіемъ  принятія  Флорентійской  уніи  въ  Константино- 
полѣ и непризнанія  митрополита  Исидора  въ  Москвѣ,  суда 
надъ  нимъ  и его  бѣгства  изъ  предѣловъ  русской  земли, — мит- 
рополиты начинаютъ  ставиться  изъ  русскихъ  подданныхъ  и 
«по  повелѣнію»  великаго  князя.  Мы  знаемъ,  что  представитель 
государственной  власти,  великій  князь  Василій  Васильевичъ, 
заботясь  о томъ,  чтобы  московская  и всея  Руси  митрополія  не 
оставалась  безъ  духовнаго  главы— митрополита  «повелѣваетъ 
сшедшимся  архіепископомъ  и епископомъ  и всесвященному  со- 
бору поставити  Іону  на  митрополію»  (П.  С.  Р.  Л.  Т.  VI,  стр. 
167).  «Крупная  церковная  реформа,  говорилъ  я въ  другомъ  мѣ- 
стѣ («Государство  и церковь  въ  ихъ  взаимныхъ  отношеніяхъ 
въ  Московскомъ  государствѣ  отъ  Флорентійской  уніи  до  учреж- 
денія нартіаршества» . Ч.  I,  стр.  VII  и др.),  имѣвшая  такое 
громадное,  глубокое  вліяніе  на  политическую  жизнь  московской 
Руси,  хотя  и предпринятая  по  серьезнымъ  церковно-религіоз  - 
нымъ  мотивамъ  и подъ  защитой  каноновъ,  была  проведена 
исключительно  политической  иниціативой.  Великій  князь  самъ 
добываетъ  себѣ  своего  митрополита— своего  подданнаго».  Съ 
этого  времени  (т.  е.  съ  половины  XV  в.  и до  конца  XVI)  го- 
сударство беретъ  перевѣсъ  надъ  церковью.  Церковь  занимаетъ 
болѣе  зависимое  и подчиненное  положеніе.  Мы  видимъ,  что  под- 
данный и ставленникъ  великаго  князя,  митрополитъ  Іона  прямо 
и откровенно  заявляетъ,  что  онъ  поставленъ  на  митрополію  по 
милости  Божіей  «и  по  божественныхъ  и священныхъ  правилъ 
освобожденію  ...  и по  волѣ  великаго  господаря  великаго  князя  Ва- 
силія Васильевича»  (А.  И.  Т.  I.  № 47,  стр.  95-,  Р.  И.  Б.  Т.  VI, 
Ns  66,  столб.  561).  Примѣръ  же,  приводимый  г.  ТимоФеевымъ 
въ  доказательство  усиленія  церковнаго  вліянія,  доказываетъ 
совершенно  противоположное  и лишь  подтверждаетъ  то  обсто- 
ятельство, что  представители  церкви  въ  1416  году  и въ  1490 
году  имѣли  различные  взгляды  на  преслѣдованіе  еретиковъ.  Силь- 
ный своею  связью  съ  Константинополемъ,  патріархомъ  и ви- 
зантійскимъ императоромъ,  грекъ — Фотій  не  считалъ  возмож- 
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нымъ  преслѣдовать  еретиковъ  мѣрами  наказаній  • новгородскій 
же  архіепископъ  Геннадій,  послѣ  того  какъ  въ  Новгородѣ  об- 
наружилась ересь  жидовствующихъ,  не  рѣшается  принять  на 
свою  отвѣтственность  борьбу  съ  ересью,  но  старается  возложить 
эту  борьбу  на  государственную  власть,  настойчиво  прося  у нея 
примѣненія  репрессивныхъ  мѣръ  уголовнаго  характера.  Слѣдова- 
тельно, дѣло  обстояло  далеко  не  такъ,  какъ  думаетъ  г.  ТимоФеевъ. 

Говоря  о дальнѣйшемъ  возвышеніи  авторитета  духовен- 
ства въ  XVII  вѣкѣ  и расширеніи  его  компетенціи,  авторъ  раз- 
сматриваемаго нами  изслѣдованія  касается  византійскаго  вліянія 
на  московское  законодательство  и замѣчаетъ:  «Но  не  только  въ 
духовныхъ  судахъ  упоминаются  и примѣняются  византійскіе 
законы,  воздѣйствіе  их з (курс,  мой)  замѣтно  и на  свѣтскомъ 
законодательствѣ-,  оно  было  значительно  въ  Уложеніи  1649 
г.  Въ  новоуказанныхъ  статьяхъ  1669  г.  дѣлаются  ссылки 
на  градскіе  законы...»  (Стр.  74).  Если  бы  г.  ТимоФеевъ  былъ 
болѣе  знакомъ  съ  исторіей  составленія  Соборнаго  Уложенія 
1649  г.,  то  онъ  вмѣсто  неопредѣленнаго  указанія  на  «воздѣй- 
ствіе» византійскихъ  законовъ  на  этотъ  замѣчательный  памят- 
никъ свѣтскаго  законодательства,  привелъ  бы  непосредственно  от- 
носящееся сюда  мѣсто  изъ  Уложенія,  изъ  котораго  видно,  что 
византійское  законодательство  являлось  однимъ  изъ  главныхъ, 
обязательныхъ  источниковъ  Уложенія.  «И  по  Государеву,  Ца- 
реву и Великаго  Князя  Алексѣя  Михайловича  всея  Руссіи  указу, 
Бояре  Князь  Никита  Ивановичъ  Одоевской  съ  товарищи,  вы- 
писавъ изъ  правилъ  Святыхъ  Апостолъ  и Святыхъ  Отецъ, 
изъ  градскихъ  законовъ  Греческихъ  Царей,  и изъ  старыхъ  Су- 
дебниковъ прежнихъ  Великихъ  Государей.,  и тѣ  статьи  напи- 
савъ вновь,  къ  Государю  приносили».  Итакъ  мы  видимъ,  что 
первымъ  источникомъ  для  составляемаго  законодательнаго  сбор- 
ника были  «правила  Св.  Апостолъ  и Св.  Отецъ»  въ  соединеніи 
съ  свѣтскимъ  законодательствомъ  Византіи ; надъ  этимъ  зако- 
нодательнымъ матеріаломъ  должна  была  оперировать  кодифи- 
каціонная коммиссія  князя  Одоевскаго,  составляя  проектъ  Уло- 
женія; и мы  знаемъ,  что  названный  матеріалъ  не  остался  безъ 
вліянія  на  постановленія  Уложенія  и породилъ  не  мало  статей 
разсматриваемаго  памятника.  Къ  сожалѣнію,  этотъ  важный  во- 
просъ не  интересуетъ  г.  Тимофеева,  поверхностно  излагающаго 
«важнѣйшія  условія,  содѣйствовавшія  развитію  тѣлесныхъ  на 
казаній  въ  Роесіи». 
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Какъ  ни  странно,  но  изложенію  исторіи  тѣлесныхъ  нака- 
заній въ  московскій  періодъ  (§  IV),  г.  ТимоФеевъ  посвящаетъ 
всего  лишь  три  странички  (стр.  85—88).  Все  изложеніе  исто- 
ріи тѣлесныхъ  наказаній  въ  московскомъ  государствѣ  ограничи- 
вается лишь  краткимъ  указаніемъ  ва  примѣненіе  того  или  дру- 
гого вида  тѣлесныхъ  наказаній.  У автора  разсматриваемаго 
нами  изслѣдованія  нѣтъ  даже  и слабой  попытки  уяснить  и 
осмыслить,  откуда  и какимъ  образомъ  появились  въ  законо- 
дательныхъ памятникахъ  и въ  практической  жизни  тѣ  или 
иные  виды  тѣлесныхъ  наказаній : являются  ли  они  національ- 
ными, или  заимствованными  и откуда}  г.  ТимоФеевъ  не  оста- 
навливается на  капитальнѣйшихъ  и столь  необходимыхъ  для 
него,  какъ  историка  тѣлесныхъ  наказаній,  вопросахъ,  какъ 
вліяніе  нормъ  византійскаго  права  и Литовскаго  Статута.  А 
вѣдь  это  такіе  необходимые  вопросы  для  историка  тѣлесныхъ 
наказаній,  вопросы  имѣющіе  большую  литературу,  вопросы 
сложные  и трудные.  Остановиться  на  нихъ,  изучить  ихъ  съ 
полнымъ  вниманіемъ  и обстоятельностью,  а не  повторять  съ 
чужого  голоса  элементарныя  Фразы, —составляло  необходимую, 
но  и благодарную  задачу  нашего  автора. 

Литовскій  же  Статутъ  въ  его  трехъ  редакціяхъ  зани- 
маетъ выдающееся,  исключительное  положеніе,  тѣсно  примыкая 
(ред.  1529  г.),  съ  одной  стороны,  къ  Русской  Правдѣ,  а съ 
другой  — къ  Соборному  Уложенію  царя  Алексѣя  Михайловича. 
Перваго  преимущества — тѣсной  связи  съ  памятниками  земскаго 
періода  — не  имѣютъ  законодательные  памятники  восточной 
Руси  (XIV,  XV  и первой  половины  XVI  в ),  такъ  какъ  въ  эту 
пору  въ  московскомъ  государствѣ  теряются  почти  всякіе  слѣды 
дѣйствія  нормъ  Русской  Правды  -,  здѣсь  почти  исчезаетъ  всякая 
связь  между  правомъ  земскаго  періода  и правомъ  московскаго 
государства.  Нъ  Соборное  Уложеніе  царя  Алексѣя  Михайловича 
въ  качествѣ  источниковъ  вошло  не  только  московское  законо- 
дательство, но  и Литовскій  Статутъ.  Исторія  тѣлесныхъ  нака- 
заній по  Литовскому  Статуту  представляетъ  собою  громадный 
интересъ  для  изучающаго  исторію  тѣлесныхъ  наказаній  въ  мо- 
сковской Руси.  Изученіе  тѣлесныхъ  наказаній  по  Статуту 
является  необходимымъ  и продуктивнымъ  введеніемъ  къ  изу- 
ченію карательныхъ  нормъ  Уложенія  1649  г.  Литовскій  Ста- 
тутъ породилъ  массу  статей  въ  Уложеніи  и далъ  новые  виды 


тѣлесныхъ  наказаній.  Профессоръ  М.  Ф.  Владимірскій-Будановъ, 
тщательно  провѣривъ  и сличивъ  Уложеніе  со  Статутомъ  (1588 
года),  пришелъ  къ  тому  глубоко  вѣрному  выводу,  что  семь 
главъ  Уложенія  (II,  III,  IV,  V,  VII,  IX  и XXII)  составляютъ 
«цѣликомъ  или  буквальный  переводъ  или  довольно  точный  пе- 
рифразъ» Литовскаго  Статута.  Нормамъ  уголовнаго  права  въ 
Уложеніи  посвящены  двѣ  главы  XXI  и XXII,  изъ  которыхъ 
послѣдняя,  лишь  за  исключеніемъ  двухъ  статей  (13  н 14)  *),  цѣ- 
ликомъ заимствована  изъ  Литовскаго  Статута  (Сборникъ  государ- 
ственныхъ знаній  Безобразова,  IV).  Изслѣдованія  про®.  М.  Ф. 
Владимірскаго-Буданова  («Отношенія  между  Литовскимъ  Стату- 
томъ и Уложеніемъ  царя  Алексѣя  Михайловича»  С.  Г.  3.  Бе- 
зобразова Т.  IV.  Спб.  1877,  и друг.)*,  про®.  Ѳ.  И.  Леонтовича 
(«Русская  Правда  и Литовскій  Статутъ,  въ  видахъ  настоятель- 
ной необходимости  включить  литовское  законодательство  въ  кругъ 
исторіи  русскаго  права»  К.У.  И.  1865,  и др.)*,  про®.  М.  Н.  Ясинскаго 
(«Уставныя  земскія  грамоты  Литовско-Русскаго  государства».  К. 
1889)*  про®  Г.  В.  Демченка  («Наказаніе  по  Литовскому  Ста- 
туту». К.  1894);  про®.  Н.  А.  Максимейка  («Источники  уго- 
ловныхъ законовъ  Литовскаго  Статута».  К.  1894);  про®.  I.  А. 
Малиновскаго  («Ученіе  о преступленіи  по  Литовскому  Ста- 
туту». К.  1894);  про®.  Даниловича  («О  Литовскомъ  Статутѣ». 
Ж.  М.  Н.  П.  1838  и др.) ; Чарнецкаго  («Исторія  Литовскаго 
Статута,  съ  объясненіемъ  особенностей  трехъ  его  редакцій...».  К. 
У.  И.  1866—1867)  и многія  другія  работы  —игнорированы  нашимъ 
изслѣдователемъ  А въ  этихъ  трудахъ  г.  Тимо®еевъ  могъ  бы 
найти  много  полезнаго  для  необходимой  научной  полноты  своего 
изслѣдованія. 

Но  оставивъ  безъ  разсмотрѣнія  столь  важный  для  исторіи 
русскаго  уголовнаго  права  памятникъ  какъ  Литовскій  Статутъ, 
г.  ТимоФеевъ  совершенно  не  коснулся  другого  еще  болѣе  важ- 
наго вопроса  — объ  отношеніи  отечественнаго  уголовнаго  за- 
конодательства къ  особеннымъ  законамъ,  дѣйствовавшимъ  въ 
Малороссіи.  Литовскій  Статутъ  былъ  не  только  однимъ  изъ 
главныхъ  источниковъ  Уложенія  царя  Алексѣя  Михайловича, 


*)  Ст.  13  и 14  взяты  изъ  Прохирона.  С.  Г.  3.  Безобразова,  ІУ,  20. 
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но  онъ  былъ  дѣйствующимъ  правомъ  Малороссіи.  Мы  знаемъ, 
что  въ  половинѣ  XVII  вѣка  произошло  начало  возсоединенія 
западной  Руси  съ  восточною*,  присоединивши  Малороссію,  по- 
степенно соединяя  въ  себѣ  обѣ  половины  родственной  Руси, — 
московское  государство  становится  государствомъ  общерусскимъ. 
Извѣстно,  что,  начиная  съ  договора  1654  г.,  по  которому  Мало- 
россія при  Богданѣ  Хмѣльницкомъ  подчинилась  русскому  царю, 
идетъ  рядъ  договорныхъ  статей  между  московскимъ  правитель- 
ствомъ и войскомъ  запорожскимъ,  которыми,  между  прочимъ, 
было  постановлено,  чтобы  присоединенная  Малороссія  управля- 
лась и судилась  по  своимъ  стародавнимъ  правамъ  и зако- 
намъ.  Въ  П.  С.  3.  (Т.  I,  № 119,  марта  27  д.  1654  г.)  мы  чи- 
таемъ: «И  мы  Великій  Государь...  велѣли  имъ  быти  подъ  На- 
шею Ц.  В.  высокою  рукою,  по  прежнимъ  ихъ  правамъ  и при- 
виліямъ,  каковы  имъ  даны  отъ  Королей  Польскихъ  и отъ  Ве- 
ликихъ Князей  Литовскихъ,  и тѣхъ  ихъ  правъ  и вольностей 
не  нарушивати  ничѣмъ  не  велѣли,  и судитись  имъ  велѣли  отъ  сво- 
ихъ старшинъ  по  своимъ  прежнимъ  правамъ >.  И далѣе:  < Цар- 
ское Величество...  велѣлъ  быть  по  ихъ  челобитью:  чтобъ  своими 
правами  суживались  и вольности  свои  имѣли  въ  добрахъ  и 
въ  судахъ,  чтобъ  въ  тѣ  ихъ  суды  войсковые  ни  Бояринъ,  ни  Во- 
евода, ни  Стольникъ  не  вступался,  но  отъ  старшихъ  своихъ 
чтобъ  товарищства  сужены  были : гдѣ  три  человѣка  Козаковъ, 
тогда  два  третьяго  должны  судити»  (П.  С.  3.  Т.  I,  Ns  262,  окт. 
17,  1659  г.).  Законъ  же  22  окт.  1665  г.  (П.  С.  3.  Т.  I,  № 376) 
прямо  гласитъ:  « Великій  Государь...  велѣлъ ...  быть  по  ихъ  чело- 
битью. — Чтобъ  стародавныя  права  и вольности  козацькія  Онъ 
Великій  Государь  пожаловалъ  и изволилъ  подтвердитъ , и чтобъ 
Козаковъ  старшина  козацкая,  се  есть  Гетманъ,  Судьи,  Полков- 
ники, Сотники,  и Атаманы  въ  войскѣ,  по  городахъ  и по  селахъ 
противъ  правъ  и извычаевъ  стародавныхъ  судили  и карали  у.,  по- 
неже права,  вольности  и суды  войсковые  въ  статьяхъ,  съ  по- 
койнымъ Гетманомъ...  Запорожскимъ  учиненныхъ,  и въ  стать- 
яхъ Переяславскихъ  и Батуринскихъ  обережены  есть».  Подоб- 
ныя подтвержденія  ненарушимости  стародавнихъ  правъ  Мало- 
россіи составляютъ  общее  правило  договорныхъ  статей  и дру  - 
іихъ  законовъ  XVII  столѣтія*,  они  повторяются  и въ  первой 
половинѣ  XVIII  вѣка  и даже  въ  энергичныхъ  законахъ  Петра  Ве- 
ликаго, которыми,  несомнѣнно,  была  сдѣлана  рѣшительная  по- 
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пытка  наложить  мощную  руку  центральной  власти  на  само- 
уиравленіе  Малороссіи,  — все-таки  заключаются  постановленія 
подобнаго  рода.  Подтверждая  за  Малороссіею  ея  стародавнія 
права  и законы,  русское  правительство  не  называло  поименно, 
какіе  имевно  тѣ  законы,  которыми  управляется  и судится  эта 
страна.  Впервые  перечисленіе  этихъ  законовъ,  правда,  далеко 
не  вполнѣ  точное,  встрѣчается  въ  20  пунктѣ  опредѣленій,  по  - 
слѣдовавшихъ  въ  Верховномъ  Тайномъ  Совѣтѣ  на  поданное 
прошеніе  гетмана  Апостола1):  с Малороссійской  народъ  судятъ 
разными  правами,  которыя  сими  словами  названы  Магдебург- 
скіе,  да  Саксонскіе  статуты».  (Объ  оставленіи  за  малороссій- 
скими городами  прежняго  устройства  и сохраненія  за  ними 
магдебургскаго  права  см.  П.  С.  3.  Т.  I,  XsjYs  262,  376  и др.) 

Въ  этомъ  же  самомъ  указѣ  1728  года  сказано,  что  въ  Ма- 
лороссіи дѣйствуютъ  Магдебургскіе  да  Саксонскіе  Статуты,  ко- 
торые другъ  съ  другомъ  не  согласны,  отчего  въ  судахъ  мо- 
жетъ происходить  помѣшательство.  Почему  и предписано  было 
перевесть  права,  по  которымъ  судится  малороссійскій  народъ? 
на  великороссійскій  языкъ  и потомъ  свести  ихъ  въ  одно  цѣ- 
лое (П.  С.  3.  Т.  VIII,  Ха  5324).  Для  осуществленія  этого  пове- 
лѣнія  о переводѣ  на  русскій  языкъ  законовъ,  дѣйствовавшихъ 
въ  Малороссіи,  и о составленіи  одвого  общаго  свода  иовелѣно 
было  тѣмъ  же  указомъ  22  августа  1728  года:  «Того  ради  Его 
Императорское  Величество  указалъ,  для  пользы  и правосудія 
народа  Малороссійскаго,  тѣ  права,  по  которымъ  судятся  Мало- 
россійской  народъ,  перевес  гь  на  Великороссійской  языкъ,  и опре- 
дѣлить изъ  тамошнихъ,  сколько  персонъ  пристойно,  искусныхъ 
и знающихъ  людей,  для  свода  изъ  тѣхъ  трехъ  правъ  въ  одно, 
и для  апробаціи  прислать  ко  Двору  Его  Императорскаго  Ве- 
личества». 

Въ  мою  задачу  не  входитъ  изложеніе  работъ,  состава 
этой  коммиссіи,  которая,  мѣняя  не  разъ  мѣсто  своихъ  занятій, — 
засѣдая  то  въ  Глуховѣ,  то  въ  Москвѣ,  то  снова  въ  Глуховѣ, — 
окончила  порученное  ей  дѣло  лишь  въ  1743  году.  Скажу  кратко, 


П.  С.  3.  Т.  VIII,  5324.  «Рѣшеніе,  учиненное  по  Его  Нмш  ритор- 
скаго Величества  указу  въ  Верховномъ  Тайномъ  Совѣтѣ,  на  поданное  про- 
шеніе Вопск,  Запорожек.  обѣихъ  сторонъ  Днѣпра,  Гетмана  Апостола». 
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что  трудившаяся  надъ  сводомъ  коммиссія,  въ  различномъ  ея 
составѣ,  должна  была  выполнить  два  дѣла  : во-первыхъ, — пере- 
вести съ  разныхъ  языковъ  законодательныя  и руководитель- 
ныя  въ  судахъ  книги;  во-вторыхъ, — составить  изъ  нихъ  общій 
сводъ.  Какъ  было  сказано  выше,  то  и другое  дѣло  она  выпол- 
нила въ  теченіе  пятнадцати  лѣтъ.  Не  подлежитъ  сомнѣнію,  что 
въ  числѣ  переведенныхъ  съ  польскаго  языка  книгъ  былъ  и 
Литовскій  Статутъ,  такъ  какъ  въ  предисловіи,  предшествую- 
щемъ своду,  отъ  лица  коммиссіи  говорится  : «которою  коммис- 
сіею тѣ  книги,  а именно:  Статутъ  великаго  княженія  литов- 
скаго такожъ  Зерцало  Саксоновъ,  съ  приложенными  при  немъ 
особливо  артикулами  правъ  : Магдебургскаго  иди  гражданскаго  и 
Хелминскаго  и Порядокъ  изъ  польскаго  и латинскаго  на  россій- 
скій діалектъ  тогдажъ  переведена»  (Права,  по  которымъ  су- 
дится малороссійскій  народъ.  К.  1879,  стр  16.  Вопросъ  о томъ, 
съ  какого  изданія  былъ  переведенъ  Литовскій  Статутъ,  см. 
тамъ  же,  стр.  16). 

Изъ  возникшей  затѣмъ  при  составленіи  свода  для  Мало- 
россіи переписки  видно,  что  Литовскій  Статутъ,  этотъ,  несом- 
нѣнно, основной  законъ  Малороссіи,  былъ  главнымъ  источни- 
комъ и для  составленія  свода.  Даже  нѣкоторое  отклоненіе  отъ 
системы  изложенія  Статута  вызываетъ  слѣдующее  осужденіе 
перваго  предсѣдателя  коммиссіи  ‘генеральнаго  судьи  Ивана  Бо- 
розны : «Артикулы  Статутовые,  въ  которыхъ  параграфовъ  три 
и четире,  каждий  параграфъ  артикулами  положили,  изъ  дру- 
гихъ главъ  артикулы  и параграфа,  зъ  иной  глави  артикулъ, 
а зъ  иного  артикула  пунктъ,  взяли  и главы  и артикулы  раз- 
дѣлили и помѣшали  и новие  главы  посоставляли».  «И  такъ 
не  содержу  я Фундаментальнаго  права  Статута,  которое  въ  ро~ 
справныхъ  дѣлахъ  сходнѣе  малороссійскому  обыкновенію , могли 
бы  попортить  и не  обстоятельно  сводъ  сдѣлать  на  обиду  мало- 
россійскую,  что  и право  малороссійское  спортили  бъ  и новое  не 
обстоятельно  сдѣлали  бъ,  что  исправить  онаго  и разумѣть  не 
могъ  бы  всякъ  зъ  малороссіянъ».  Въ  заключеніе  первый  предсѣ- 
датель коммиссіи  высказываетъ  свое  мнѣніе  о томъ,  какъ  бы 
слѣдовало  составлять  сводъ  : « А по  моему  мнѣнію  и доношеяію, 
пмѣючи  за  фундаментальное  право  Статутъ , зъ  другихъ  къ 
оному  выписуя  прибавить,  а зъ  Статута  убавить  непристойное... 
и порядка  онаго  непортить ; но  по  порядку  онаго  дѣлать  и по- 
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тому  воякъ  зъ  насъ  знать  будетъ,  что  убавить  и что  къ  оному 
прибавить ; —а  учинивши  такую  прибавку  по  матеріямъ  стату- 
товымъ  и главамъ,  о чемъ  тилько  Статутъ  намиляетъ,  и чего 
нѣтъ  въ  Статутѣ,  можно  еще  двѣ  тие  книги : Порядокъ  и Сак- 
сонъ, обще  вычитать  неопу стивъ  чего  потребнаго,  выписуя 
исправить. (Прибавленіе  jYs  2.  «Мнѣніе  представленное  въ 
1735  г.  правителю  Малороссіи  князю  А.  К..  Шаховскому,  вой- 
сковымъ генеральнымъ  судьею,  Иваномъ  Борозною,  по  нѣкото- 
рымъ вопросамъ,  касавшимся  свода  малороссійскихъ  правъ » 
стр.  840  - 844).  Итакъ,  основнымъ  правомъ  служилъ  Литовскій  Ста- 
тутъ, доставившій  главный  матеріалъ  для  свода.  Его  положенія 
заняли  первое  и самое  обширное  мѣсто  въ  малороссійскомъ 
сводѣ,  получившемъ  слѣдующее  наименованіе:  «Права,  по  ко- 
торымъ судится  малороссійскій  народъ,  Высочайшимъ  всепре- 
свѣтлѣйшія, державнѣйшія  Великія  Государыни  Императрицы 
Елисаветъ  Петровны,  Самодержицы  Всероссійскія,  Ея  Импера- 
торскаго священнѣйшаго  Величества  повелѣніемъ,  изъ  трехъ 
книгъ,  а именно:  Статута  Литовскаго,  Зерцаля  Саксонскаго  и 
приложенныхъ  при  томъ  двухъ  правъ,  такожде  изъ  книги  По- 
рядка, по  переводѣ  изъ  полскаго  и латинскаго  языковъ  на 
россійскій  діалектъ  въ  едину  книгу  сведенныя,  въ  градѣ  Глу- 
ховѣ, лѣта  отъ  Рождества  Христова  1743  года».  Памятникъ 
этотъ,  съ  интереснымъ  ислѣдованіемъ,  прекрасно  изданъ  извѣ- 
стнымъ криминалистомъ  про®.  А.  Ѳ.  Кистяковскимъ, 

Въ  позднѣйшемъ  указѣ  31  августа  1761  года  говорится, 
что  въ  Малороссіи  судя  и расправа  совершаются  по  Литовскому 
Статуту , что  законъ  этотъ  къ  рѣшенію  дѣлъ  недостаточенъ,  что 
слѣдуетъ  сочинить  новые  законы,  согласные  съ  потребностями 
времени  (П.  С.  3.  Т.  XV,  №11317).  Литовскій  Статутъ,  являясь 
закономъ,  дѣйствовавшимъ  въ  Малороссіи  въ  XVII  и XVIII 
вѣкахъ  ‘).  былъ,  по  мнѣнію  ея  населенія,  весьма  желательнымъ 
и на  дальнѣйшее  время.  Когда  Императрица  Екатерина  II  со- 


*)  Въ  числѣ  старыхъ  рукописей,  находившихся  у покойнаго  про- 
фессора А.  Ѳ.  Кистяковекаго  были  нѣкоторыя  съ  знаменательнымъ 
названіемъ:  «Статутъ  Великаго  КняшестЕа  Литовскаго,  по  которому  судится 
шляхетство  малороссійское,  по  даннымъ  оному  отъ  русскихъ  государей  гра- 
м тамъ  и привилегіямъ*  (рукопись  В.  Й.  Албрандта  и др.)  О.  с.,  стр.  38,  40, 
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звала  въ  1767  г.  коммиссію  для  сочиненія  проекта  новаго  уло- 
женія, то  было  предписано  снабжать  депутатовъ  полномочіями, 
въ  которыя  дозволено  было  вносить  заявленія  объ  общихъ  не- 
достаткахъ и нуждахъ  сословія  или  населенія  (П.  С.  3.  Т. 
XVII,  Ш 12801).  Черниговское  дворянство  въ  своемъ  наказѣ 
просило  убѣдительно  объ  оставленіи  въ  дѣйствія  Литовскаго 
Статута,  но  признавало  необходимымъ  произвести  лишь  соот- 
вѣтствующіяіизмѣненія.  Особенные  законы,  дѣйствовавшіе  въ 
Малороссіи,  сохраняли  свою  силу  и значеніе  и въ  послѣдую, 
щее  время.  Литовскій  Статутъ  былъ  основнымъ  закономъ  всей 
западной  Руси,  какъ  въ  періодъ  польскаго  владычества,  такъ 
и послѣ  знаменательнаго  присоединенія  Малороссіи  въ  восточ- 
ной, московской  Руси.  Отмѣна  дѣйствія  Литовскаго  Статута  въ 
западномъ  и юго-западномъ  краѣ  и введеніе  въ  дѣйствіе  Свода 
Законовъ  послужили  поводомъ  и доказательствомъ  возможно- 
сти включить  въ  Сводъ  Законовъ  тѣ  особенные  законы,  кото- 
рые еще  оставались  въ  силѣ  въ  Малороссіи.  Поэтому  импера- 
торъ Николай  I предварительно  поручилъ  II  отдѣленію  Соб- 
ственной Его  Императорскаго  Величества  Канцеляріи,  во  1) 
собрать  и привести  въ  совершенную  ясность  всѣ  древнія  по- 
становленія, которыя,  на  основаніи  дарованныхъ  малороссій- 
скому краю  россійскими  государями  особыхъ  правъ,  сохранили 
въ  Черниговской  и Полтавской  губерніяхъ  силу  и дѣйствіе  ; во 
2)  — всѣ  таковыя  постановленія  безъ  всякаго  въ  ихъ  разумѣ 
измѣненія,  помѣстить  въ  общемъ  сводѣ  законовъ  имперіи.  Резуль- 
татомъ этой  работы,  провѣренной  и пересмотрѣнной  въ  Госу- 
дарственномъ Совѣтѣ,  явились  Высочайше  утвержденныя  15 
апрѣля  1842  года,  пятнадцать  мнѣній  Государственнаго  Совѣта 
о разныхъ  правахъ  и учрежденіяхъ  Малороссіи.  Тогда  же  по- 
рядокъ и Формы  судопроизводства  по  Литовскому  Статуту  были 
замѣнены  обще-русскими.  Содержаніе  этихъ  пятнадцати  мнѣ- 
ній Государственнаго  Совѣта  вошло  въ  Сводъ  Законовъ  1842  г.; 
только  тогда  окончилось  самостоятельное  дѣйствіе  Литовскаго  Ста- 
тута въ  Малороссіи  и отъ  него  въ  Сводѣ  Законовъ  (изд.  1857  г.) 
остались  лишь  нѣкоторые  обломки  въ  видѣ  особенныхъ  зако- 
новъ, дѣйствующихъ  въ  Черниговской  и Полтавской  губерніяхъ 
(ПроФ.  А.  Ѳ.  Кистяковскій  О.  с.,  стр.  31 — 32). 

Итакъ  мы  видимъ,  что  вопросъ  о тѣлесныхъ  наказаніяхъ 
по  памятникамъ,  дѣйствовавшимъ  въ  судахъ  присоединенной 
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Малороссіи  на  пространствѣ  почти  двухъ  столѣтій  (165  і —1842  г.), 
совершенно  игнорируется  г.  ТимоФеевымъ  въ  его  диссертаціи, 
посвященной  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ  русскомъ  правѣ. 

Сдѣлавъ  необходимыя  дополненія  и выяснивъ  все  огром- 
ное, значеніе,  оставленнаго  г.  ТимоФеевымъ  безъ  всякаго  раз- 
смотрѣнія, вопроса  о тѣлесныхъ  наказаніяхъ  въ  цѣлой  части 
русскаго  государства,  въ  западной  Руси  и на  протяженіе  до- 
вольно долгаго  времени,— я вновь  возвращаюсь  къ  оцѣнкѣ  того, 
что  сдѣлано  нашимъ  изслѣдователемъ.  Даже  при  самомъ  сни- 
сходительномъ отношеніи  къ  труду  г.  Тимофеева  невозможно 
признать  удовлетворительнымъ  въ  научномъ  отношеніи,  данное 
имъ  (на  стр.  85)  описаніе  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ 
московскомъ  государствѣ  съ  XIV  вѣка  по  Уложеніе  царя  Алек- 
сѣя Михайловича  включительно.  Такими  же  отрицательными  ка- 
чествами отличается  и конецъ  первой  главы  (§  V):  «Тѣлесныя 
наказанія  въ  эпоху  Петра  I и его  преемниковъ  до  Екатерины 
II».  Авторъ  посвящаетъ  этому  періоду  десять  страницъ  (стр. 
88 — 98).  Повѣствованіе  г.  Тимофеева  носитъ  описательный  ха- 
рактеръ. «Царствованіе  Петра  Великаго  еще  увеличило  значе- 
ніе тѣлесныхъ  наказаній  : появились  неслыханныя  до  тѣхъ  поръ 
наказанія:  шпицрутены,  кошки,  линьки,  стали  примѣняться  въ 
свѣтскихъ  судахъ  плети,  впервые  въ  законѣ  было  упомянуто 
сѣченіе  лозами*  (стр.  88  — 89).  Объ  источникахъ  этихъ  нака- 
заній г.  ТимоФеевъ,  конечно,  не  говоритъ  ни  слова.  Говоря  на 
стр.  о шельмованіи,  упоминаемомъ  уже  въ  17І4  г.  по  указу 
о запрещеніи  взятокъ  и посуловъ  и объ  окончательномъ  введеніи 
этого  безчестящаго  наказанія,  авторъ  не  пытается  научно  поста- 
вить вопросъ,  отыскать  и указать  источникъ,  изъ  котораго^было  за- 
имствовано Преобразователемъ  Россіи  это  позорящее  наказаніе} 
г.  ТимоФеевъ  ограничивается  лишь  слѣдующими  словами:  «ІІо- 
зорность  наказанія  была  признана,  главнымъ  образомъ,  для  во- 
енныхъ, что  объясняется  введеніемъ  Воинскаго  Устава,  состав- 
леннаго по  западно-европейскимъ  военнымъ  законамъ»  (стр.  94). 
И это  такимъ  образомъ  пишется  «Исторія  тѣлесныхъ  наказаній  въ 
русскомъ  правѣ»  ! Если  бы  даже  г.  ТимоФеевъ  болѣе  обстоя- 
тельно ознакомился  съ  общими  курсами  по  исторіи  русскаго 
права  и хотя  бы  съ  одной  солидной  работой  проФ.  А.  Н.  Фи- 
липпова — «О  наказаніи  по  законодательству  Петра  Великаго, 
въ  связи  съ  реформою»  (М.  1891),  правда,  извѣстной  ему,  но 
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совершенно  неиспользованной  имъ  но  данному  вопросу,  — то 
онъ,  конечно,  исторію  тѣлесныхъ  наказаній  при  Петрѣ  Вели- 
комъ изложилъ  бы  болѣе  обстоятельно  и научно. 

Вопросъ  же  о наказаніи  при  Петрѣ  Великомъ  есть  во* 
просъ  огромной  научной  важности.  Только  въ  послѣдніе  двад- 
цать пять  лѣтъ,  послѣ  появленія  интереснаго  историческаго 
изслѣдованія  П.  О.  Бобровскаго  «Происхожденіе  Артикула  Воин- 
скаго и изображенія  процессовъ  Петра  Великаго  по  Уставу  Воин- 
скому 1716г.  »(изд.  2;  Опб.1881),  изслѣдованія  неизвѣстнаго  нашему 
автору, — этотъ  очень  важный  памятникъ  петровскаго  законода- 
тельства, остававшійся  до  тѣхъ  поръ  необъяснимымъ  и зага- 
дочнымъ, отличавшійся  отъ  другихъ  русскихъ  законовъ  весьма 
странною  Формою,  именно  изданный  и въ  П.  С.  3.  (первомъ), 
отпечатанный  на  двухъ  языкахъ —нѣмецкомъ  и русскомъ,  по- 
лучилъ должное  научное  освѣщеніе.  Гдѣ  была  родина  этого  па- 
мятника? Нѣмецкій  текстъ  памятника  естественно  указывалъ 
на  Германію,  какъ  на  страну,  гдѣ  слѣдуетъ  искать  оригинала 
нашихъ  «Артикуловъ».  Еще  въ  1724  году  вышелъ  въ  Лейп- 
цигѣ «Corpus  juris  militaris  novissimum»,  въ  которомъ  сведены 
почти  всѣ  военно  уголовные  кодексы  новой  Европы.  При  по“ 
мощи  этого  сборника  г.  Бобровскому  удалось  дать  весьма  цѣн- 
ное рѣшеніе  вопроса;  этотъ  ученый  установилъ,  что  «русскіе 
военные  артикулы  составлены  по  образцу  шведскихъ»,  что  «они 
въ  разныхъ  частяхъ  были  дополняемы  и развиваемы  изъ  раз- 
личныхъ источниковъ,  и что  система  наказаній  составлена  по 
датскимъ  военно-уголовнымъ  законамъ»  (О.  с.,  стр  23—29). 
Въ  частности— образцомъ  для  русскаго  законодателя  послужили 
«военные  артикулы»  Густава  Адольфа  (1621 — 1632  г.),  впро- 
чемъ, въ  позднѣйшей  ихъ  редакціи  1683  года  (новошведской), 
сдѣланной  при  Кардѣ  XI.  Наши  артикулы  составляютъ  букваль- 
ный переводъ  почти  всѣхъ  шведскихъ  артикуловъ,  за  исклю- 
ченіемъ лишь  немногихъ,  очевидно,  непримѣнимыхъ  у насъ 
(напп.  «О  призваніи  и должности  военнаго  пастора»).  При 
редакціи  нашихъ  законовъ  слѣдовали  тексту  новошвед- 
скихъ, но  доиолняли  ихъ  и вводили  новые  артикулы  изъ  раз- 
ныхъ источниковъ.  Заимствованія  эти  дѣлались  вовсе  не  исклю- 
чительно изъ  какой  либо  одной  категоріи  артикуловъ,  но  изъ 
различныхъ : изъ  Леопольда  I,  изъ  датскихъ  Христіана  V,  изъ 
бранденбургскихъ  Фридриха-Вильгельма  Великаго,  а также  изъ 
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французскихъ  ордонансовъ  п регламентовъ  (Бобровскій.  О.  с., 
стр.  29).  Относительно  же  сферы  наказаній,  которая  присоеди- 
нена къ  «процессамъ»,  г.  Бобровскій  нашелъ  точный  подлин- 
никъ ея  въ  датской  «инструкціи  военнымъ  судамъ» х именно  въ 
VII  главѣ  ея.  Нашъ  памятникъ  составляетъ  цѣльный  переводъ 
этой  послѣдней,  сдѣланный  съ  датскаго  подлинника,  а не  съ 
нѣмецкаго  перевода,  помѣщеннаго  въ  «Corpus  juris  militaris  no- 
vissimum».  Кромѣ  этого  датскаго  памятника,  мы  не  встрѣчаемъ 
нигдѣ  такого  дѣленія  наказаній  на  обыкновенныя  тѣлесныя, 
тяжкія  (пли  уголовныя)  тѣлесныя,  смертную  казнь  и наказанія 
чести.  Заимствованіе  изъ  датскихъ  источниковъ  указанныхъ 
мѣстъ,  по  непосредственномъ  сличеніи,  не  подлежитъ  ни  ма- 
лѣйшему сомнѣнію  (см.  у П.  О.  Бобровскаго.  О.  с.,  Прпл.  Ns  2, 
стр.  43).  Итакъ,  благодаря  трудамъ  г.  Бобровскаго  мы  знаемъ, 
что  содержаніе  артикуловъ  Петръ  Великій  взялъ  изъ  лучшаго 
западно-европейскаго  кодекса,  законовъ  Густава-  Адольфя.  Этотъ 
послѣдній,  благороднѣйшій  типъ  государя-протестанта,  образецъ 
мудраго  вождя  и правителя,  дѣйствительно  далъ  законъ  наилуч- 
шій, такъ  что  позднѣйшіе  уголовные  кодексы  материка  Европы 
не  только  не  улучшали,  но  портили  систему  военно-уголовнаго 
права,  поддавшись  идеѣ  устрашенія,  жестокости  каръ  и нача- 
ламъ инквизиціоннымъ.  Почему  же  Петръ  Великій,  заимство- 
вавъ буквально  у Густава- Адольфя  лишь  ученіе  о преступленіи, 
взялъ  систему  наказаній  изъ  датскаго  кодекса  съ  другими  при- 
мѣсями ? II  на  это  мы  находимъ  отвѣтъ  въ  томъ  же  обстоя- 
тельномъ трудѣ  г.  Бобровскаго.  Густавъ-АдольФЪ,  несмотря  на 
суровость,  свойственную  духу  той  эпохи,  ограничивается  только 
тремя  видами  смертной  казни : отсѣченіемъ  головы  мечемъ,  раз- 
стрѣляніемъ и повѣшеніемъ.  У него  нѣтъ  ни  колесованія,  ни 
четвертованія,  ни  сожженія,  ни  другихъ  видовъ  жестокой  смерт- 
ной казни,  принятыхъ  во  всѣхъ  уголовныхъ  кодексахъ  запад- 
ной Европы,  охваченной  духомъ  канонической  инквизиціи ; онъ 
не  вводитъ  тяжкихъ  позорныхъ  наказаній,  въ  родѣ  обрѣзыванія 
ушей  и носа  (у  Французовъ),  прожиганія  языка  раскаленнымъ 
желѣзомъ  (у  неаполитанцевъ,  испанцевъ,  голландцевъ)  и дру- 
гихъ видовъ,  которыми  были  наполнены  въ  то  время  уголов- 
ные законы  западной  Европы  • онъ  уничтожаетъ  жестокую  Форму 
наказанія,  унаслѣдованную  отъ  римлянъ — прогнаніе  сквозь  строй 
на  пики  и др.  Общій  духъ  шведскаго  военно-уголовнаго  законо- 
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дателн  отличался  отъ  всѣхъ  прочихъ  именно  тѣмъ,  что  система 
наказаній  отрѣшилась  отъ  исключительно  матеріальнаго  воз- 
мездія за  содѣянное  зло,  и въ  этомъ  отношеніи  Густавъ-АдольФъ 
былъ,  несомнѣнно,  первымъ  практическимъ  дѣятелемъ  въ  Ев- 
ропѣ, который  къ  своимъ  побѣдоноснымъ,  народнымъ  войскамъ 
примѣнилъ  гуманизаторскія  идеи  Гуго-Гроція.  И потому  въ 
русскихъ  воинскихъ  артикулахъ  введена  система  наказаній, 
принятая  въ  концѣ  XVII  и въ  началѣ  XVIII  в.  военными  за- 
конодательствами Даніи,  Голландіи,  а не  относительно  болѣе 
гуманная  система  шведская.  Эта  западно  европейская  система 
наказаній  въ  ту  же  эпоху  сложилась  подъ  вліяніемъ  суроваго 
уложенія  Карла  У п не  менѣе  жестокихъ  территоріальныхъ  за- 
коновъ. Очевидно,  что  для  практическаго  достоинства  всякаго 
уголовнаго  кодекса,  какъ  глубоко  вѣрно  замѣчаетъ  профессоръ 
М.  Ф.  Владимірскій-Будановъ  (Лит.  И.  Р.  П.  за  1880—1882  г., 
стр.  44),  гораздо  важнѣе  опредѣленіе  наказаній,  чѣмъ  опредѣ- 
леніе преступленій.  Такимъ  образомъ  русскій  законодатель, 
взявши  лучшій  военно-уголовный  кодексъ,  совершенно  парали- 
зовалъ его  благодѣтельное  значеніе  такою  примѣсью  къ  самой 
существенной  части  его,  которая  наиболѣе  удовлетворяла  взгля- 
дамъ Петра  Великаго  на  карательную  систему. 

Какъ  же  относились  новые  уголовные  законы  Петра  Ве- 
ликаго къ  Уложенію  царя  Алексѣя  Михайловича  и Новоуказ- 
нымъ статьямъ?  О всемъ  этомъ  г.  ТимоФеевъ  не  говоритъ  ни 
слова.  О сравнительномъ  достоинствѣ  этихъ  уголовныхъ  кодек- 
совъ можно  кратко  сказать,  что  въ  опредѣленіи  преступленій 
Воинскіе  Артикулы  несомнѣнно  выше  Уложенія  и Новоуказ- 
ныхъ статей,  но  за  то  всѣ  эти  болѣе  тонкія  различія  понятій 
совершенно  сглаживаются  и парализуются  въ  наказаніяхъ,  от- 
личающихся однообразною  жестокостью.  Четыре  года  спустя 
послѣ  изданія  Воинскаго  Устава,  какъ  извѣстно,  изданъ  былъ 
Уставъ  Морской  (13  янв.  1720  г.)  во  многомъ  буквально  по- 
вторяющій первый1).  Тѣмъ  не  менѣе  между  ними  есть  большая 
разница  въ  частностяхъ,  а именно  при  опредѣленіи  наказаній 
за  общія  преступленія.  На  это  важное  обстоятельство  г.  Тимо- 
Феевъ не  обратилъ  ни  малѣйшаго  вниманія,  хотя  этотъ  круп- 


) П.  С.  3.  Т.  VI,  № 3485. 
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ный  вопросъ  всецѣло,  казалось  бы,  долженъ  входить  въ  об- 
ласть изслѣдованія  нашего  автора. 

Сдѣлать  это  сличеніе  было  тѣмъ  болѣе  необходимо,  что, 
какъ  извѣстно,  Петръ  Великій  позволилъ  пользоваться  Воинскимъ  и 
Морскимъ  уставами  въ  обыкновенныхъ  судахъ.  Такъ  какъ  знаме- 
нитый Воинскій  Уставъ,  на  ряду  съ  спеціальными  постановле- 
ніями, имѣвшими  значеніе  для  арміи,  содержалъ  въ  себѣ  и юри- 
дическія нормы  общаго  характера,  находившія  себѣ  примѣне- 
ніе въ  общеуголовныхъ  судахъ,  то,  несомнѣнно,  Воинскій 
Уставъ  оказалъ  большое  вліяніе  и на  дальнѣйшее  наше  право- 
развитіе. 

Даже  съ  чисто  Формальной  точки  зрѣнія,  Воинскій  Уставъ 
уже  при  Петрѣ  Великомъ,  тотчасъ  послѣ  его  изданія,  былъ 
включенъ  въ  число  источниковъ  не  только  военнаго,  но  и обще- 
уголовнаго права.  Извѣстно,  что  чрезъ  нѣсколько  дней  послѣ 
обнародованія  30  марта  1716  года  Воинскаго  Устава  (П.  С.  3. 
Т.  У,  3006),  — былъ  данъ  Сенату  отъ  10  апрѣля  того  же 
года  слѣдующій  именной  указъ:  «Господа  Сенатъ!  Посылаю 
Вамъ  книгу  Воинскій  Устав з,  который  зачатъ  въ  Петербургѣ  и 
нынѣ  совершеиъ,  который  велите  напечатать  число  не  малое: 
а именно : чтобъ  не  меньше  10J0  книгъ,  изъ  которыхъ  ста  три 
или  болѣе  на  Словенскомъ  и Нѣмецкомъ  языкѣ  для  пноземцовъ 
въ  Нашей  службѣ  • и понеже  оной  хотя  основаніемъ  воинскихъ 
людей,  однако  жъ  касается  и до  всѣхъ  Правителей  земскихъ , какъ 
изъ  онаго  сами  усмотрите : того  для,  когда  напечатаютъ,  то  ра- 
зошлите по  пропорціи  во  всѣ  корпусы  войскъ  Нашихъ,  также 
и по  Губерніямъ  и Канцеляріямъ , дабы  невѣденіемъ  никто  не  от- 
говаривался, а оригиналъ  оставьте  у себя  въ  Сенатѣ»  (П.  С.  3. 
Т.  У,  ,Ys  ЗОЮ).  И впослѣдствіи  появлялись  указы,  подтверж- 
давшіе необходимость  примѣненія  тѣхъ  или  иныхъ  статей  Воин- 
скаго Устава  общими  судами  (П.  С.  3.  Т.  У,  Ѣ 3477,  п.  4-ый; 
Т.  УН,  Хз  4389  и др.).  Интересно,  что  спустя  нѣсколько  десят- 
ковъ лѣтъ  съ  постановленіями  Воинскаго  Устава  еще  считались, 
какъ  съ  имѣющими  силу  и въ  общеуголовныхъ  судахъ.  Когда 
въ  1754  году  была  образована  при  Сенатѣ,  по  мысли  П.  И. 
Шувалова,  особая  коммиссія,  которая  занималась  и составле- 
ніемъ проекта  уголовнаго  уложенія,  то  ею,  какъ  первоисточ- 
ники для  проекта,  были  взяты  Соборное  Уложеніе,  Воинскіе 
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Артикулы,  Морской  Уставъ  и отдѣльныя  узаконенія,  появив- 
шіяся отъ  времени  Уложенія  до  1754  г.1). 

Теперь  приведемъ  здѣсь  нѣсколько  выпуклыхъ  примѣровъ 
разницы  въ  области  наказаній  этихъ  двухъ  петровскихъ  памят- 
никовъ. Напр  . по  Воинскому  Уставу  (арт.  163):  кто  убьетъ 
своего  отца,  матъ , дитя  во  младенчествѣ,  офицера  — того  ко- 
лесовать ; по  Морскому  Уставу  (ст.  116):  кто  отца  или  коман- 
дира «наглымъ  образомъ  до  смерти»  убьетъ,  того  колесовать. 
Итакъ,  если  сухопутный  солдатъ  убьетъ  мать,  или  дитя,  то  бу- 
детъ колесованъ,  а если  тоже  сдѣлаетъ  матросъ,  то  нѣтъ.  По 
Воинскому  Уставу  (арт.  196):  кто  принесетъ  лживую  присягу, 
тому  отсѣчь  два  пальца , «которыми  онъ  присягалъ»,  и послать  на 
каторгу  ; по  Морскому  Уставу  (ст.  132)— кто  принесетъ  лживую 
присягу,  тому  вырѣзать  ноздри  и послать  на  галеру  вѣчно.  По 
Воинскому  Уставу  (арт.  199):  кто  лживую  монету  будетъ  бить 
или  дѣлать,  наказывается  смертью,  а смотря  по  важности 
преступленія  — и сожженіемъ.  По  Морскому  Уставу  (ст.  134): 
кто  монету  будетъ  дѣлать  лживую  или  правдивую , того  казнить 
смертью,  а о сожженіи  ничего  не  говорится.  По  Воинскому 
Уставу  (толк.  арт.  199) — кто  отъ  монеты  убавитъ  вѣсу,  ли- 
шается чести  и имѣнія ; по  Морскому  Уставу  за  такое  же  пре- 
ступленіе назначается  вѣчная  ссылка  на  галеры  (134).  По  Воин- 
скому Уставу  (арт.  151)  офицеръ  за  клевету  на  другого  офицера 
долженъ  быть  посаженъ  на  полгода  въ  заключеніе , предварительно 
сознавшись  въ  своей  лжи;  по  Морскому  Уставу  (104),  офицеръ 
за  клевету  на  другого  офицера  наказывается  вычетомъ  полуго- 
дового жалованья  и разжалованіемъ  въ  рядовые  на  полгода2). 
По  Воинскому  Уставу  (артикулъ  154):  «кто  кого...  умерт- 

витъ, или  убьетъ  его  тако,  что  отъ  того  умретъ,  онаго  кровь 
паки  отмстить,  и безъ  всякой  милости  оному  голову  от- 


*)  Про®.  А.  Н.  Филипповъ.  О наказаніи  по  законодательству  Петра 
Великаго,  въ  евязи  съ  реформою,  стр.  374—375. 

а)  «Ежели  же  виноватой  по  суду  прощенія  просить  не  захочетъ  : то 
лишенъ  будетъ  своего  чина  вовсе  >. 
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сѣчъ».  По  Морскому  Уставу  (ст.  107):  «всѣ  убійцы  или  на- 
мѣренные ко  убивству , будутъ  казнены  смертію».  Такимъ  обра- 
зомъ, солдатъ  за  покушеніе  на  убійство  не  карается  смертью, 
а матросъ  карается  (Лит.  И.  Р.  П.  за  1880 — 1882  г.,  стр.  40 — 48). 

Но  извѣстно,  что  такой  обширный  сборникъ,  какъ  Воин- 
скій Уставъ  не  создался  сразу,  а имѣлъ  себѣ  предшественник 
ковъ  въ  царствованіе  Петра  Великаго,  пока  не  явился  въ  окон- 
чательной Формѣ  въ  1716  г.  Извѣстно,  что  генералъ  Адамъ 
Вейде  былъ  посланъ  Петромъ  еще  въ  девяностыхъ  годахъ  XYII 
столѣтія  въ  Венгрію  для  изученія  ея  военной  организаціи  и, 
возвратясь  оттуда,  представилъ  Преобразователю  Россіи  въ 
1698  году  Воинскій  Уставъ  «какъ  содерживаться,  такожды  и статьи 
или  артикулы,  какое  кому  наказаніе  за  вины».  Въ  этой  работѣ 
затѣмъ  принималъ  участіе  Яковъ  Брюсъ,  а въ  1701  году 
«надзиратель  артиллеріи»  А.  Виніусъ,  который  по  приказу  Петра 
началъ  «въ  воинскихъ  правахъ  трудиться».  Уже  съ  самаго  на- 
чала XVIII  вѣка  указы  Петра  Великаго  говорятъ  о «какихъ- 
то  воинскихъ  артикулахъ  и правахъ»  (М.  П.  Розенгеймъ. 
Очеркъ  военно-судныхъ  учрежденій  въ  Россіи  до  кончины 
Петра  Великаго.  Спб.,  1878,  стр.  56).  Такъ  указъ  1705  года 
19  января  гласитъ,  что  если  «которые  бѣжали  съ  службы  и 
изъ  полковъ...  велѣно  (имъ)  по  артикулу  чинить»  (т.  е.  чинить 
наказаніе.  П.  С.  3.  Т.  IV,  Xs  2019  •,  также  см.  указъ  24  августа 
Ха  2068)*,  указы  говорятъ  о наказаніи  «по  воинскимъ  правамъ» 
или  о наказаніи  «по  жестокости  правъ  воинскихъ».  Эти  ссылки 
могли  относиться  какъ  къ  переводамъ  и работамъ  Вейде,  Брюса 
и Виніуса,  такъ  и къ  уставамъ,  дѣйствовавшимъ  въ  арміяхъ  Ше^ 
реметева  и кн.  Меньшикова.  Первый  носилъ  названіе:  «Уло- 
женіе или  право  Воинскаго  поведенія  генераламъ,  среднимъ  и 
меньшимъ  чинамъ  и рядовымъ  солдатамъ»  ; второй — «Артикулъ 
краткій.  Выбранный  изъ  древнихъ  христіанскихъ  воинскихъ 
правъ,  иже  о богобоязни,  и о наказаніи  различныхъ  злостей...» 
(оба  памятника  приложены  къ  указ.  соч.  Розенгейма,  стр.  269 
и слѣд.)  Кромѣ  того  являлись  и другіе  «артикулы»  и узаконенія, 
касавшіеся  арміи.  Конечно,  всѣ  эти  сепаратные  законы  пред- 
ставляютъ богатый  матеріалъ  для  изученія  уголовнаго  права 
эпохи  Петра  Великаго.  Карательныя  постановленія  этихъ  уза- 
коненій должны  бы  имѣть  большое  значеніе  для  исторіи  тѣлес- 
ныхъ наказаній  въ  Россіи-  но  этотъ  важный  вопросъ  г.  Тимо- 
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Феевымъ  оставленъ  совершенно  безъ  разсмотрѣнія ; а вѣдь  въ 
этихъ  памятникахъ  появляются  новые  виды  тѣлесныхъ  наказаній 
(напримѣръ  шпицрутены),  которые  потомъ  встрѣчаются  въ  Во- 
инскомъ Уставѣ  (ПроФ.  А.  Н Филипповъ.  О.  с.  стр.  380  и слѣд.)- 

Восполнивъ,  хотя  вкратцѣ,  насколько  мнѣ  позволяетъ  объ- 
емъ отзыва,  существенный  и весьма  важный  пробѣлъ  въ  из- 
слѣдованіи г.  Тимофеева,  совершенно  игнорировавшаго  крупнѣй- 
шіе вопросы  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  при  Петрѣ  Вели- 
комъ, которымъ  посвященъ  цѣлый  рядъ  спеціальныхъ  изслѣ- 
дованій, какъ  труды  М.  П.  Розенгейма  (ор.  с.)  и,  главнымъ 
образомъ,  П.  О.  Бобровскаго  [«Происхожденіе  Артикула  Воин- 
скаго и изображенія  процессовъ  Петра  Великаго  по  Уставу  Во- 
инскому» (Спб.  1881)*,  «Состояніе  военнаго  права  въ  Западной 
Европѣ  въ  эпоху  учрежденія  постоянныхъ  войскъ»  (Спб  1881); 
«Къ  исторіи  воинскихъ  преступленій»  (Ж.  Гр  и Уг  П.  1885, 
№1);  «Военные  законы  Петра  Великаго  въ  рукописяхъ  и перво- 
печатныхъ изданіяхъ»  (Спб.  1887);  «Военное  право  въ  Россіи 
при  Петрѣ  Великомъ.  Часть  Вторая  Устава  Воинскаго  17 1в  г. 
Артикулъ  Воинскій».  Вып.  1-ый  (Спб  J882);  «Вейде  Адамъ 
Адамовичъ,  одинъ  изъ  главныхъ  сотрудниковъ  Петра  Великаго 
и его  Военный  Уставъ  1698  года»  (Сборникъ  «Досуги  Марса». 
Казань,  1887,  Ns  1,  а также  отдѣльно);  «Военное  право  въ  Рос- 
сіи при  Петрѣ  Великомъ.  Артикулъ  Воинскій».  Вып.  2-ой 
(Спб. — 1886);  «Военное  право  въ  Россіи  при  Петрѣ  Вели- 
комъ. Часть  Вторая.  Артикулъ  Воинскій  по  русскимъ  и ино- 
страннымъ источникамъ».  Вып.  3-й.  Спб,  1898)  и др.]  — я перехожу 
къ  разсмотрѣнію  и оцѣнкѣ  второй  главы  второго  отдѣла,  озаглавлен- 
ной «Періодъ  вымиранія  тѣлесныхъ  наказаній»  (стр. 99 — 191). 

Въ  этой  главѣ  г.  ТимоФеевъ  касается  «важнѣйшихъ  усло- 
вій, имѣвшихъ  значеніе  въ  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній»  (стр. 
99 — 105),  а затѣмъ  слѣдуетъ  изложеніе  исторіи  тѣлесныхъ  на- 
казаній по  царствованіямъ  въ  хронологическомъ  порядкѣ:  «Тѣ- 
лесныя наказанія  въ  царствованіе  Екатерины  II  и Павла  I» 
(стр.  105  — 119);  «Тѣлесныя  наказанія  въ  царствованіе  Алек- 
сандра I»  (стр.  119—129);  «Тѣлесныя  наказанія  въ  царство- 
ваніе Николая  I»  (стр.  129 — 156).  Затѣмъ  слѣдуетъ:  «Отмѣна  тѣ- 
лесныхъ наказаній  по  закону  1863  года»  (стр.  156 — 172);  «Тѣ- 
лесныя наказанія  въ  періодъ  отъ  1863  года  до  настоящаго  вре- 
мени» (стр.  172— 185).  Заканчивается  же  глава  «Общими  выво- 
дами» (стр.  185 — 191). 
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Что  касается  оцѣнки  этой  части  изслѣдованія,  которой 
нашъ  авторъ  удѣляетъ  сравнительно  съ  предыдущею,  изложен- 
ною имъ  вполнѣ  конспективно  и эпизодически,  большее  вниманіе, 
то  и эта  глава  труда  г.  Тимофеева  представляетъ  собою  лишь 
подробное  изложеніе,  описательнаго  характера,  законодательнаго 
и бытового  матеріала,  систематически  далеко  не  подобраннаго 
и тѣмъ  менѣе  обработаннаго  научно.  Изложеніе  это  нерѣдко  не 
отличается  ни  новизной,  ни  полнотой  законодательныхъ  мате 
ріаловъ  ; при  обработкѣ  ихъ  г.  ТимоФеевъ,  подобно  тому  какъ 
и въ  предшествующихъ  частяхъ  своего  труда,  не  примѣняетъ 
необходимыхъ  научныхъ  пріемовъ  и методовъ  ; но  въ  этой  главѣ 
становится  болѣе  замѣтною  одна,  несомнѣнно,  отрицательная 
черта  научнаго  труда  г.  Тимофеева,  который  далеко  не  чуждъ 
чисто  публицистическихъ  тенденцій,  благодаря  чему,  онъ  изъ 
роли  научнаго  изслѣдователя  нерѣдко  переходитъ  на  амплуа 
публициста.  Всевозможные  мемуары,  воспоминанія  замѣчатель- 
ныхъ и незамѣчательныхъ  людей  пестрятъ  собою  страницы  его 
изслѣдованія:  «Воспоминанія  С.  II.  Шипова».  Р.  Арх.  1878; 

«Воспоминанія  П.  Т.  Морозова».  Р.  Арх.  1875  (стр.  103); 
«Вопль  стариннаго  судьи»  И.  Лопухина.  Чтенія,  1862,  т,  2 
(стр.  104);  «Записки  Д.  Б.  Мертваго».  Р.  Арх.  1867  (стр.  117)*, 
«Разсказы  генерала  Котлубицкаго».  Р.  Арх.  1866;  «Разсказы 
о старинѣ».  Р.  Арх.  1868  (стр.  118);  «Записки  Лопухина». 
Р.  Арх.  1884  (стр.  119);  «За  много  лѣтъ.  Воспоминанія 
неизвѣстнаго».  Р.  Старина,  1894;  «Воспоминанія  кн.  Имеретин- 
скаго». Р.  Старина,  1883;  «Дневникъ  В.  Никитенко».  Р.  Ста- 
рина, 1889;  «Изъ  записокъ  сенатора  К.  Н Лебедева».  Р.  Арх. 
1888  и др  Правда,  г.  ТимоФеевъ  мѣстами  ссылается  на  11. 
С.  3.  и на  Архивъ  Государственнаго  Совѣта,  откуда  онъ 
сообщаетъ  нѣкоторыя  новыя  свѣдѣнія  по  исторіи  упраздне- 
нія кнута,  но  даже  и эти  архивныя  экскурсіи  не  измѣняютъ 
общаго  характера  изслѣдованія  г.  Тимофеева,  нося  случайный 
и чисто  эпизодическій  характеръ. 

Считаю  нужнымъ  замѣтить,  что  новые  взгляды  знамени- 
таго  Наказа  Екатерины  II,  даннаго  ею  30  іюля  1767  года  ком- 
миссіи о сочиненіи  проекта  новаго  уложенія  (П.  С.  3.  Т.  XVIII, 
Xs  12949),  на  наказаніе  вообще  и въ  частности  на  тѣлесныя  на- 
каз інія,  имѣющіе  такое  большое  значеніе  въ  области  русскаго  уго- 
ловнаго права,  не  отмѣчены  автором  ь «Исторіи  тѣлесныхъ  нака- 
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заній  въ  русскомъ  правѣ».  Г.  ТимоФеевъ  лишь  мимоходомъ 
(стр.  98)  останавливается  на  безусловномъ  осужденіи  Наказомъ 
членовредительныхъ  наказаній  (стат.  96)*,  на  страницѣ  же  114 
г.  ТимоФеевъ  обнаруживаетъ  весьма  неточныя  и смутныя  пред- 
ставленія о знаменитомъ  трудѣ  Екатерины  II  и его  источни- 
кахъ. «Екатерина  II,  говоритъ  тамъ  же  г.  ТимоФеевъ,  была  хо- 
рошо знакома  съ  произведеніями  Французскихъ  философовъ 
XVIII  в.,  въ  ранней  молодости  она  уже  говорила  о себѣ, 
какъ  о «философѣ  въ  15  лѣтъ»*,  вліяніе  новыхъ  гуманныхъ  идей 
энциклопедистовъ  ярче  всего  сказалось  въ  Наказѣ,  въ  которомъ 
главною  цѣлью  наказанія  она  ставятъ  не  страхъ  (чѣмъ  ниспро- 
вергалась вся  прежняя  русская  практика),  но  стыдъ:  «послѣ- 
дуемъ природѣ,  давшей  человѣку  стыдъ,  читаемъ  мы  въ  На- 
казѣ, вмѣсто  бича,  и пускай  самая  большая  часть  наказа- 
нія будетъ  безчестіе,  въ  претерпѣніи  наказанія  заключаю- 
щееся». 

Такое  сужденіе  г.  Тимофеева  нельзя  признать  правиль- 
нымъ. Извѣстно,  что,  по  содержанію,  къ  уголовному  праву  мо- 
жетъ быть  отнесено  болѣе  трети  всего  Наказа,  а именно  227 
статей.  Изъ  нихъ  114  принадлежитъ  итальянцу  маркизу  Бек- 
каріи,  автору  знаменитаго  сочиненія  «О  преступленіяхъ  и на- 
казаніяхъ» и лишь  87  — Монтескье.  На  рукописи  Наказа,  хра- 
нящейся въ  залѣ  общаго  собранія  Правительствующаго  Сената 
въ  серебряномъ  копчегѣ,  — императрицею  собственноручно  от- 
мѣчено, что  вся  X глава  Наказа  «Объ  обрядѣ  криминальнаго 
суда»  есть  переводъ  изъ  книги  Беккаріи,  сдѣланный  по  ея  приказа- 
нію Григоріемъ  Козицкимъ.  А извѣстно,  что  въ  этой  главѣ 
Наказа,  вызвавшаго  за  границею  удивленіе  къ  смѣлости  заду- 
манныхъ въ  Россіи  реформъ,  говорится  не  только  о судопроиз- 
водствѣ, но  также  и о законахъ  вообще,  о преступленіяхъ  и 
наказаніях з ; кромѣ  того  заимствованія  изъ  Беккаріи  встрѣча- 
ются въ  V,  VI  и IX  главахъ.  По  вѣрному  замѣчанію  извѣст- 
наго государственнаго  дѣятеля  С.  И.  Заруднаго,  книга  Бек- 
каріи не  только  итальянская,  но  всемірная, — и Екатерина  II 
давно  уже  сдѣлала  ее  русской,  усыновивъ  ее  въ  своемъ  Наказѣ 
(Беккарія  о преступленіяхъ  и наказаніяхъ,  въ  сравненіи  съ  главою 
X Наказа  Екатерины  II  и съ  современными  русскими  законами. 
Сбп  , 1879).  Мнѣ  кажется,  что  г.  ТимоФеевъ  долженъ  былъ  коснуться 
вопроса  о воздѣйствіи  высокихъ  и гуманныхъ  взглядовъ  Бек- 


36 


карій  на  наказанія,  такъ  какъ  они  оказали  большое  вліяніе  на 
Наказъ  императрицы  Екатерины.  Правда,  смѣлыя  положенія 
Наказа  нерѣдко  остались  въ  области  благихъ  пожеланій,  и ко- 
ронованный другъ  Вольтера  не  всегда  слѣдовалъ  имъ  на  прак- 
тикѣ,^— но  не  слѣдуетъ  забывать,  что  именно  X глава  Наказа, 
заимствованная  цѣликомъ  у Беккаріи,  получила  отчасти  силу 
закона,  такъ  какъ  при  составленіи  Свода  Законовъ  она  вклю- 
чена была  въ  число  источниковъ  главы  III  «Законовъ  о судо- 
производствѣ по  дѣламъ  о преступленіяхъ  и проступкахъ» 
(Т.  XV,  ч.  II  св.  з.  по  изд.  1876  г.  См.  С.  Я.  Бѣликовъ.  Зна- 
ченіе Беккаріи,  стр.  226 — 227).  Такимъ  образомъ,  чрезъ  по- 
средство Наказа  нѣкоторыя  положенія  Беккаріи  о предвари- 
тельномъ арестѣ,  о силѣ  доказательствъ  остались  и до  настоя- 
щаго времени  закономъ,  дѣйствующимъ  въ  тѣхъ  частяхъ  Рос- 
сіи, гдѣ  не  введены  судебные  уставы  1864  года.  О вліяніи  на 
русское  уголовное  право  знаменитаго  писателя-криминалиста, 
поколебавшаго  всеобщую  вѣру  въ  устрашеніе  казнями,  какъ 
единственное  и всесильное  средство  для  устраненія  преступле- 
ній, прекрасно  доказавшаго,  что  суровыя  наказанія,  ожесточая 
нравы,  только  увеличиваютъ  преступность  въ  народѣ,  что  по- 
литическая мудрость  безусловно  требуетъ  постояннаго  смягче- 
нія наказаній,  и что  между  наказаніями  слѣдуетъ  употреблять 
такія,  которыя  меньше  бы  отражались  на  тѣлѣ  человѣка,  а 
больше  на  его  душѣ, — г.  ТимоФеевъ  совершенно  не  упоминаетъ 
въ  своемъ  трудѣ.  Несомнѣнно,  что  въ  уголовной  политикѣ  Бек- 
карія  имѣетъ  такое  же,  если  не  большее  значеніе,  какъ  знаме- 
нитый Адамъ  Смитъ  въ  политической  экономіи,  (О  вліяніи 
Беккаріи  на  русское  уголовное  право  см.  статьи : проФ.  А.  Ѳ. 
Кистяковскаго  — подъ  псевдонимомъ  А.  Городисскаго~Ж.  М, 
Ю.  1864,  сентябрь;  С.  Я.  Бѣликова.  Ж.  М.  Ю.  1863,  іюль; 
его  же.  «Значеніе  Беккаріи  въ  наукѣ  и въ  исторіи  русскаго 
уголовнаго  законодательства»,  1889;  вышеупомянутый  трудъ 
С.  И.  Заруднаго  и др.) 

Третій  отдіьлз  изслѣдованія  г.  Тимофеева-— «Виды  тѣлес- 
ныхъ наказаній  въ  русскомъ  правѣ»  (стр.  193 — 320) — является 
по  объему  почти  равнымъ  предшествующему  и состоитъ  изъ 
четырехъ  главъ,  изъ  которыхъ  первая  посвящена  описанію 
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«членовредительныхъ  наказаній  и клеймевію>  (стр.  195  — 218); 
вторая  — носитъ  заглавіе:  «Болѣзненныя  тѣлесныя  наказанія. 
Кнутъ»  (стр.  218 — 258);  слѣдующая —третья  также  трактуетъ 
о «болѣзненныхъ  тѣлесныхъ  наказаніяхъ». — «Батоги,  плети  и 
шпицрутены»  (стр.  254 — 292).  Глава  же  четвертая  (послѣдняя) 
посвящена  окончанію  описанія  тѣлесныхъ  наказаній : розгамъ 
и другимъ  видамъ  тѣлесныхъ  наказаній  въ  русскомъ  правѣ 
(стр.  293—820). 

Называя  различные  виды  членовредительныхъ  наказаній, 
служившихъ  не  только  цѣлямъ  устрашенія,  возмездія  и обез- 
врежены преступника,  но  и безопасности,  г.  ТимоФеевъ  ука- 
зываетъ на  виды  членовредительныхъ  наказаній,  извѣстныхъ 
въ  Россіи,  и называетъ  ослѣпленіе, — «можетъ  быть  самое  же- 
стокое членовредитедьное  наказаніе»  (стр.  195),  но  тутъ  же  до- 
бавляетъ, что  «въ  отличіе  отъ  западно-европейскаго  права 
(ослѣпленіе)  не  упоминается  непосредственно  въ  качествѣ  ка- 
рательной мѣры  ни  однимъ  русскимъ  законодательнымъ  памят- 
никомъ» ; затѣмъ  имъ  приводится  отрывокъ  статьи  Уложенія 
царя  Алексѣя  Михайловича  о тѣлесныхъ  поврежденіяхъ,  нака- 
занія за  которыя  законъ  опредѣлялъ  по  началу  матеріальнаго 
таліона;  далѣе  же  слѣдуетъ  указаніе  на  то,  что  «до  насъ  не 
дошло  ни  одного  приговора,  заключающаго  въ  себѣ  примѣненіе 
этой  статьи  Уложенія,  вѣроятно,  если  она  и выполнялась  на  дѣлѣ, 
то  весьма  рѣдко»  (стр.  195—196).  Но  г.  ТимоФеевъ  вопросъ  объ 
ослѣпленіи  не  желаетъ  оставить  безъ  подробнаго  описанія  и 
выходитъ  изъ  границъ  своего  изслѣдованія,  повѣствуя  объ  от- 
дѣльныхъ историческихъ  случаяхъ  ослѣпленія,  не  имѣющихъ 
ничего  общаго  съ  наказаніемъ.  «Ослѣпленіе  въ  Россіи,  читаемъ  мы 
на  стр.  196,  встрѣчалось  не  какъ  наказаніе,  а какъ  мѣра  поли- 
тической безопасности,  или  актъ  личной  мести  : въ  тѣхъ  слу- 
чаяхъ, когда  находили  ненужнымъ  или  неудобнымъ  лишать 
жизни  противника  и въ  то  же  время  считали  необходимымъ 
сдѣлать  его  разъ  навсегда  безвреднымъ  (расчетъ  на  послѣднее, 
однако,  не  всегда  оправдывался : ослѣпленные  враги  оказывались 
сильными  и грозными,  несмотря  на  отсутствіе  зрѣнія)».  Затѣмъ 
г.  ТимоФеевъ,  нисколько  не  смущаясь  тѣмъ,  что  трактуемый  имъ 
вопросъ  совершенно  не  относится  къ  области  его  изслѣдованія, 
все  таки  считаетъ  нужнымъ  привести  на  страницахъ  своего 
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Груда  «подобные  примѣры  ослѣпленія  изъ  политическихъ  ви- 
довъ или  мести»,  которые  «даютъ  лѣтописи,  начиная  съ  XI  вѣка» 
(стр  196).  Конечно,  подобные  научные  пріемы  изслѣдованія 
отнюдь  не  способствуютъ  увеличенію  его  научнаго  достоинства 
и цѣнности. 

Далѣе  г.  ТимоФеевъ  указываетъ  другой  видъ  членовреди- 
тельныхъ  наказаній  — вырѣзаніе  языка,  которое  назначалось 
обыкновенно  за  преступленія,  совершаемыя  словомъ.  Говоря 
объ  отдѣльныхъ  случаяхъ  примѣненія  этого  наказанія,  г.  Тимо- 
Феевъ пишетъ : «Еще  Иванъ  III  грозилъ  вырѣзать  языкъ  Та- 
тищеву, но  былъ  упрошенъ  митрополитомъ»,  а потомъ  слѣдуетъ 
ссылка  на  т.  VIII  отд.  4 (?)  П.  G.  Р.  Л.,  годъ  6996, “гдѣ  записанъ 
этотъ  случай  (стр.  197).  Прочитавъ  подлинное  мѣсто  лѣтописи, 
мы  только  убѣдимся,  насколько  неудачно  передается  это  мѣсто 
г.  ТимоФеевымъ.  Лѣтопись  гласитъ  о наказаніи  Мунта  Тати- 
щева (а  не  «Татищева»,  какъ  пишетъ  г.  ТимоФеевъ):  «Мунта 
же  князь  велики  велѣлъ  бити  кнутіемъ  по  торгу  водя,  хотя 
(вар.  «хотѣ»)  языкъ  вырѣзати  велѣти ; и митрополитъ  отпеча- 
ловалъ»  (стр.  2і8).  Изъ  этого  видно,  что  Мунтъ  Татищовъ 
былъ  сперва  наказанъ  торговой  казнью  и что  великій  князь 
хотѣлъ  приказать  ему  вырѣзать  языкъ;  митрополитъ  же  печа- 
ловался  предъ  великимъ  княземъ  и достигнулъ  смягченія  нака- 
нія  для  виновнаго.  Г.  ТимоФеевъ,  неудачно  передавая  это  мѣ- 
сто лѣтописи,  долженъ  знать,  что  для  выраженія  заступниче- 
ства представителей  духовенства,  просьбы  за  виновныхъ  и 
опальныхъ, — существуетъ  опредѣленный  терминъ,  «печалованіе», 
«печаловникъ». 

Говоря  о вырѣзаніи  языка  (на  стр.  198)  г.  ТимоФеевъ  со- 
вершенно не  упоминаетъ  о нѣкоторыхъ  случаяхъ  повторенія 
этого  наказанія;  такъ  наир.,  извѣстно  изъ  памятниковъ, 
что  нерѣдко  бывали  случаи , что  лица  съ  урѣзанными 
языками,  по  излѣченіи  раны,  начинали  снова  говорить,  и тогда 
имъ  языки  рѣзали  вторично  (Мат.  ист:  р.  т.  IV,  стр.  266.  Т.  V. 
Житіе  Аввакума,  стр.  85  — 87).  Такъ  по  два  раза  были  рѣзаны 
языки  Лазарю,  Епифанію  и дьякону  Ѳеодору— первый  разъ  въ 
Москвѣ,  а второй  въ  Пустозерскѣ.  Но  и послѣ  второго  раза  они 
продолжали  говорить—  сначала  «гугниво»,  а потомъ  «ясно  гла- 
голати».  Аввакумъ  увѣряетъ  даже,  что  у нихъ,  волею  Божіею, 
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языки  выростали  вновь:  «третій  уже  отъ  рода  будетъ»,  замѣ- 
чаетъ строптивый  протопопъ1) 

Я не  стану  останавливаться  на  изложеніи  содержанія  конца 
этой  главы, такъ  какъ  эта  глава  и послѣдующія,  гдѣ  только  вопросъ 
касается  о видахъ  тѣлесныхъ  наказаній  въ  московскій  періодъ, 
воспроизводятъ  изслѣдованіе  про®.  Н.  Д.  Сергѣевскаго:  «На- 
казаніе въ  русскомъ  правѣ  ХУІІ  вѣка».  Названная  работа  прОФ. 
Н.  Д.  Сергѣевскаго,  въ  особенности  въ  своемъ  второмъ  отдѣлѣ, 
несомнѣино,  послужила  оригиналомъ  для  той  чаети  третьяго  от- 
дѣла труда  г.  Тимофеева,  которая  посвящена  описанію  тѣ- 
лесныхъ наказаній,  существовавшихъ  въ  московскій  періодъ. 
Сравненіе  же  копіи  съ  оригиналомъ  производитъ  вполнѣ  невы- 
годное впечатлѣніе  для  труда  г.  Тимофеева. 

Слѣдующая —вторая  глава  третьяго  отдѣла  изслѣдованія 
г.  Тимофеева,  посвященная  описанію  болѣзненныхъ  тѣлесныхъ 
наказаній  и въ  частности  кнута,  носитъ  такой  же,  какъ  и во- 
обще весь  третій  отдѣлъ,  поверхностно  описательный  характеръ. 
Она  посвящена  изложенію  слѣдующихъ  вопросовъ:  «Соотношеніе 
болѣзненныхъ  тѣлесныхъ  наказаній»,  «Устройство  кнута  ; кну  гъ 
какъ  самостоятельное  и дополнительное  наказаніе»,  «Область 
примѣненія  кнута»,  «Выполненіе  наказанія  кнутомъ» . «Палачи». 
Здѣсь  мы  опять  встрѣчаемся  съ  длиннымъ  рядомъ  всевозмож- 
ныхъ «воспоминаній»,  «записокъ»  извѣстныхъ  и неизвѣстныхъ 
людей,  различныхъ  «очерковъ»  и пр.  [«Моя  трудовая  жизнь. 
Разсказъ  гравера  Л.  А.  Сѣрякова».  Р.  Стар.  1875  (стр.  240 V, 
«Холерный  бунтъ  въ  1831  г.  Изъ  воспоминаній  А.  К.  Граббе». 
Р.  Ст.  1876  (стр.  241);  «Олезкинскій.  Бунтъ  военныхъ  поселянъ  въ 
холеру  1831  г.»  (стр.  243) ; «Лопухинъ.  Вопль  стариннаго  судьи». 
Чт.  1862  (стр.  244);  «Воспоминаніе  Д.  Н.  Трифонова».  Р.  Ст. 
1872  (стр.  246);  «Записки  И.  С.  Рунича».  Р.  Ст.  1870  (стр. 
246);  «Записки  московскаго  мартиниста  сенатора  И.  В.  Лопу- 
хина». Р.  Арх.  1884  (стр.  248)  и пр.].  Изложеніе  г.  Тимофеева 
не  отличается  научною  полнотою;  такъ  напр.,  говоря  на  стр. 
234,  что  «частое  примѣненіе  кнута  содѣйствовало  выработкѣ 
особыхъ  способовъ  битья,  болѣе  или  менѣе  жестокихъ  и позор- 
ныхъ» и что  «такихъ  способовъ  извѣстно  три:  1)  простое 
битье  кнутомъ,  2)  въ  проводку  и 3)  на  козлѣ», — нашъ  изслѣ- 


*)  ПроФ.  Н.  Д.  Сергѣевскій.  О.  с.  стр.  143—144. 
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дователъ  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  не  упоминаетъ  объ  од- 
номъ изъ  видовъ  наказанія  этимъ  ужаснымъ  орудіемъ1).  Из- 
вѣстно, что  въ  XIX  вѣкѣ  наказаніе  кнутомъ  нерѣдко  соверша- 
лось на  опрокинутыхъ  вверхъ  полозьями  обыкновенныхъ  са- 
няхъ. Передняя  часть  саней — «головашки»  поднимались  значи- 
тельно выше  задней ; тѣло  же  преступника,  привязаннаго  къ 
санямъ,  находилось,  такимъ  образомъ,  въ  наклонномъ  положе- 
ніи. Хотя  подобный  видъ  наказанія  на  саняхъ,  какъ  справед- 
ливо замѣтилъ  проФ.  Н.  Д Сергѣевскій  (О.  с.,  стр.  157),  и не 
встрѣчался  въ  памятникахъ  болѣе  древняго  времени,  напр. 
XVII  в.,  но  надо  думать,  что  этотъ  видъ  наказанія  примѣнялся 
и въ  предшествующее  время  и былъ  извѣстенъ  въ  древней 
Руси.  Такъ  напр.  въ  словѣ  Даніила  Заточника  встрѣчается  слѣ- 
дующая Фраза:  «а  безумнаго,  аще  и кнутомъ  бьеше,  розвязавъ 
на  санехъ,  не  отымеши  безумія  его»2). 

Далѣе, — говоря,  что  кнутъ  не  только  вредилъ  здоровью, 
но  былъ  опасенъ  для  жизни,  г.  ТимоФеевъ  (на  стр.  247)  замѣ- 
чаетъ, что  «забиваніе  на  смерть  не  было  такимъ  рѣдкимъ 
исключеніемъ,  напротивъ  являлось  серьезной  угрозой».  «Уже 
подъ  1493  г.  читаемъ  въ  лѣтописи  извѣстіе,  что  одинъ  изъ  на- 
казанныхъ за  ссылку  съ  литовскимъ  княземъ  умеръ  отъ  торго- 
вой казни».  Но,  прочитавъ  внимательно  мѣсто  Новгородской 
лѣтописи,  на  которое  ссылается  г.  ТимоФеевъ,  мы  убѣдимся, 
что  въ  данномъ  случаѣ,  несмотря  на  употребленіе  лѣтописцемъ 
термина  «торговая  казнь»,  мы  имѣемъ  предъ  собою  квалифи- 
цированный видъ  смертной  казни  посредствомъ  засѣченія.  Вотъ 
это  мѣсто  лѣтописи:  «Тоя  же  зимы,  генваря,  казнилъ  князь  ве- 
ликій князя  Ивана  Лукомского  да  Матіаса  Ляха  толмачя  Ла- 
тиньского,  сожгоша  ихъ  на  рѣкѣ  на  Москвѣ  пониже  мосту  въ 
клѣткѣ,  да  дву  братовъ  Смолнянъ  казнилъ  Богдана  да  Олехна 
Селевиныхъ  торговою  казнію,  и Богданъ  умре  отъ  торговые 
казни,  а Олехну  головы  ссѣкли : про  то  что  они  посылали  съ 
грамотами  и съ  вѣстми  человѣка  своего  Волынцова  къ  князю  ве- 
ликому Александру  Литовскому,  а князя  Ивана  Лукомского  по- 
слалъ къ  великому  князю  служити  король  Польскій  Казимиръ, 
а къ  цѣлованію  его  король  привелъ  на  томъ,  что  ему  великого 

*)  О споеобѣ  битья  кнутомъ  при  пыткѣ  ем.  у ироФ.  Н.  Д.  Сергѣевскаго. 
О.  с.,  стр.  155. 

5)  ІІроФ.  М.  А.  Дьяксновъ.  Ист.  р.  пр.  Э.  С.  Т.  XXVIII,  стр.  526. 
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князя  убити,  или  окормитп  зеліемъ,  да  и зеліе  свое  къ  нимъ  по- 
слалъ и то  зеліе  у него  выняли»  (П.  С.  Р.  Л.  Т.  ІУ,  стр.  162). 

Третья  глава  третьяго  же  отдѣла  изслѣдованія  г.  Тимо- 
феева, носящая  заглавіе:  «Болѣзненныя  тѣлесныя  наказанія. 

Батоги,  плети  и шпицрутены»  — отличается  тѣми  же  отрица- 
тельными качествами,  какъ  и предыдущія.  Здѣсь  изложено : 
наказаніе  батогами,  наказаніе  плетьми,  область  примѣненія 
плетей,  шелепы  и кошки,  шпицрутены,  выполненіе  и значе- 
ніе этого  наказанія,  область  примѣненія  шпицрутеновъ.  Мы 
здѣсь  видимъ  тотъ  же  описательный  и публицистическій  харак- 
теръ изложенія,  ту  же  близость  къ  работѣ  проФ.  Н.  Д.  Сергѣев- 
скаго и др.-,  мы  наблюдаемъ  такое  же  небрежное  отношеніе  къ 
первоисточникамъ.  Какое  значеніе,  напр.,  можетъ  имѣть  слѣ- 
дующая историческая  справка  г.  Тимофеева:  «Свѣдѣнія  о на- 
казаніи батогами  имѣются  преимущественно  въ  XVII  в.,  хотя 
упоминанія  о нихъ  встрѣчаются  гораздо  раньше : самое  слово 
батогъ(?!)  встрѣчается  въ  лѣтописи  и въ  Русской  Правдѣ»  (стр. 
255).  Такъ,  далѣе,  коснувшись  одного  способа  битья,  не  слу- 
жившаго непосредственно  цѣлямъ  уголовной  юстиціи,  именно 
правежа,  битья  батогами,  палками  по  икрамъ,  назначавшагося 
для  должниковъ,  не  выполнившихъ  обязательствъ,  г.  ТимоФеевъ 
(на  стр.  259)  приводитъ  отрывокъ  133  статьи  X гл.  Уложенія 
и въ  этой  краткой  цитатѣ,  заключенной  въ  кавычки,  дѣлаетъ 
четыре  ошибки.  Впрочемъ,  такое  отношеніе  къ  первоисточни- 
камъ встрѣчается  и въ  другихъ  мѣстахъ  работы  г.  Тимофеева. 

Въ  свое  изслѣдованіе  г.  ТимоФеевъ  вводитъ  цѣлыя  стра- 
ницы лишенныхъ  научнаго  значенія  описаній  современниковъ 
примѣненія  того  или  иного  вида  наказаній  и,  занимаясь  напр, 
«возстановленіемъ  картины  наказанія»  шпицрутенами,  отводитъ 
этому  вопросу  гораздо  большее  мѣсто  въ  своей  работѣ,  чѣмъ 
изложенію  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ  московскомъ  госу- 
дарствѣ, заключающемъ  въ  себѣ  исторію  тѣлесныхъ  наказаній 
за  четыре  столѣтія  (ср.  стр.  280 — 287  и 85 — 88). 

Послѣдняя  глава  этого  отдѣла — четвертая  — посвящена  опи- 
санію другихъ  болѣзненныхъ  видовъ  тѣлесныхъ  наказаній,  а 
именно  розогъ,  колодокъ,  оковъ,  цѣпей,  бритья  головы  и т.  п. 
— и не  менѣе  предшествующихъ  главъ  отличается  своими  от- 
рицательными качествами.  «Воспоминанія»  и «записки»  раз- 
личныхъ лицъ  даютъ  обильный  матеріалъ  для  описаній  примѣ- 
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ненія  тѣхъ  или  иныхъ  видовъ  тѣлесныхъ  наказаній.  («  Воспо- 
минанія г. -л.  М.  Маркова  о службѣ  въ  л. -г.  Павловскомъ  полку». 
Р.  Ст.  1890  ; «Кн.  Н.  К.  Имеретинскій.  Изъ  записокъ  стараго 
преображенца».  Р.  Ст.  1893;  «Изъ  воспоминаній  Теобальда» 
Р.  Ст.  1889;  «Воспоминанія  М.  Венюкова».  Р.  Ст.  1886  (стр. 
301);  «Посмертныя  записки  А.  А.  Одинцова»  (стр.  305);  «За  много 
лѣтъ.  Воспоминанія  неизвѣстнаго,  1844—1884».  Р.  Ст.  1894; 
«А.  К.  Воспоминанія  Московскаго  кадета  1833 — 1834  г.».  Р. 
Арх.  1880  (стр.  307)  и др.]. 

Несомнѣнно,  что  и весь  третій  отдѣлъ  изслѣдованія  г.  Ти- 
мофеева лишенъ  научнаго  значенія,  нося  вполнѣ  описательный, 
публицистическій  и далеко  не  самостоятельный  характеръ. 
Третій  отдѣлъ  изслѣдованія  нашего  автора  даетъ  также 
богатый  матеріалъ  для  сужденія  о способѣ  пользованія  г.  Ти- 
моФеевымъ  первоисточниками,  обнаруживаетъ  весьма  слабое  и 
поверхностное  ознакомленіе  съ  законодательнымъ  матеріаломъ. 
А вѣдь  въ  работахъ  по  исторіи  права,  къ  какимъ,  несомнѣнно, 
всецѣло  должна  быть  отнесена  и диссертація  г.  Тимофеева,  осно- 
вательное, добросовѣстное  знакомство  съ  актовымъ  матеріаломъ, 
первоисточниками  и умѣлое  пользованіе  ими — являются  необходи- 
мѣйшимъ и элементарнымъ  требованіемъ,  такъ  какъ  безъ  этихъ 
существенныхъ  качествъ  работа  не  имѣетъ  никакого  научнаго 
значенія  и цѣнности.  Чтобы  не  быть  голословнымъ,  я приведу 
для  примѣра  нѣсколько  ссылокъ  и цитатъ  (какъ  изъ  3-го,  такъ 
и изъ  2-го  отдѣла  изслѣдованія  г.  Тимофеева),  не  подтверждаю- 
щихся при  провѣркѣ  и сличеніи  ихъ  съ  памятниками. 

Стр.  86,  примѣч.  1 ое,  «Уложеніе,  1649,  гл.  X,  104». 

См.  стр.  88,  примѣч.  1-ое,  «Уложеніе,  1649,  гл.  IX,  5» 
(Ср.  текстъ  съ  примѣч.). 

Стр.  201,  примѣч.  3-ье,  ссылка  на  «Поли.  собр.  лѣт.  т.  VI, 
ст.  39»;  въ  указываемомъ  мѣстѣ  лѣтописи  нѣтъ  ничего  подоб- 
наго, на  что  ссылается  г.  ТимоФеевъ. 

Стр.  225:  «Уложеніе  1649  г.  грозитъ  имъ  за  ложное  слово 
и дѣло,  сказанныя  «пьянымъ  обычаемъ»  (II,  12,  13)». 

Стр.  232  : « вообще  о мѣстахъ  исполненія  наказаній  гово- 
рится въ  нѣсколькихъ  статьяхъ  Уложенія  1649:...  XI,  34». 

Стр.  256,  прим.  1-е:  «Уложеніе  1649...  X,  149». 

Стр.  197  : «Точно  также  въ  XVII  в.  лишались  языка  «за 
противность  и ругательство  св.  церкви»;  языки  вырѣзали  у 
раскольниковъ,  напр.,  у протопопа  Аввакума  и его  трехъ  со- 
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товарищей.  Въ  Уложенія  1649  г.  вырѣзаніе  языка  не  назнача- 
лось непосредственно,  но  къ  ст.  10,  гл.  XIV  прибавлена  справка 
о томъ,  что  царя  Льва  Премудраго  новая  заповѣдь  72  повелѣ- 
ваетъ за  лжесвидѣтельство  «языка  урѣзати»,  само  же  Уложеніе 
опредѣляетъ  за  названное  преступленіе  только  «жестокое  нака- 
заніе», т.  е.  кнутъ».  (Ср.  Ул.  XI,  27). 

Стр.  67,  прим.  1-ое.  Рядъ  неправильныхъ  ссылокъ  на  Ли- 
товскій Статутъ:  I,  XXVII,  IV,  XXVII,  8,  Art.  LVII,  I и др. 

См.  также  способъ  приводить  цитаты  изъ  Уложенія  царя 
Алексѣя  Михайловича,  Русской  Правды,  стр.  203,  66  и др. 

До  какой  степени  работа  г.  Тимофеева  отличается  отсут- 
ствіемъ должной  научной  серьезности,  можно,  между  прочимъ, 
видѣть  изъ  слѣдующаго.  Говоря  о числѣ  ударовъ  кнутомъ,  г.  Ти- 
моФеевъ  на  стр.  243  пишетъ:  «Котошихянь  утверждаетъ,  что 
обычное  наказаніе  въ  XVII  в.  не  превышало  30  —40  ударовъ» . 
Далѣе  же  слѣдуетъ  ссылка  на  трудъ  Н.  Д.  Сергѣевскаго  <На- 
казаніе  въ  русскомъ  правѣ  XVII  вѣка»,  стр.  159.  Я не  касаюсь 
здѣсь  способа  пользованія,  капитальнымъ  трудомъ  Котошихина 
по  работѣ  проФ.  Н.  Д.  Сергѣевскаго1).  «Наказаніе,  читаемъ 
мы  на  указанной  страницѣ  труда  Н.  Д.  Сергѣевскаго,  совер- 
шалось весьма  медленно  и требовало  большаго  напряженія  силъ 
отъ  исполнителя.  По  словамъ  Котошихина,  «въ  часъ  боевой 
бываетъ  ударовъ  тридцать  или  сорокъ»,  а по  свидѣтельству 
графа  Мордвинова  «для  двадцати  ударовъ  потребенъ  цѣлый 
часъ»,  такъ  что  при  большомъ  числѣ  ударовъ  наказаніе  длится 
«отъ  восходящаго  до  заходящаго  солнца»2).  Все  это,  конечно, 
краснорѣчиво  свидѣтельствуетъ  о доброкачественности  научныхъ 
пріемовъ  автора  и совершенно  не  нуждается  ни  въ  какихъ  ком- 
ментаріяхъ. 

Работа  же  г.  Тимофеева,  имѣющая  въ  настоящее  время,  послѣ 
изданія  закона  11-го  августа  1904  года,  только  характеръ  теоре- 
тическаго изслѣдованія,  выходитъ  теперь  во  второмъ  из- 
даніи, «переработанномъ  и дополненномъ».  Думаю,  что  книга 
г.  Тимофеева  въ  ея  второмъ  изданіи  есть  простая,  хотя  бы  и 


*)  «О  Россіи  въ  царствованіе  Алексѣя  Михайловича.  Современное  со- 
чиненіе Григорія  Котошихина».  Изд.  второе.  Саб.  1859,  стр.  95. 

J)  См.  также  1-ое  изданіе  1897  г.  работы  А.  Г.  Тимофеева  «Исторія 
тѣлесн.  наказ,  въ  р.  пр.»,  стр.  170. 
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съ  дополненіями,  но  отнюдь  не  переработанная,  перепечатка 
предыдущаго  (перваго)  изданія;  въ  этомъ  убѣждаетъ  меня  тща- 
тельное сличеніе  обоихъ  изданій  изслѣдованія  г.  Тимофеева. 
Литература,  которою  пользовался  г.  ТимоФеевъ,  отличается  не- 
полнотой и устарѣлостью ; даже  въ  числѣ  цитируемыхъ  сочи- 
неній нашъ  авторъ  ссылается  часто  на  давно  отставшія,  ста- 
рыя изданія  (см.  стр.  4,  прим.  1 ое ; стр.  64,  прим.  1-ое  и 2-ое 
и друг.). 

Разсматриваемая  въ  качествѣ  ученаго  изслѣдованія,  книга 
г.  Тимофеева,  изданная  подъ  громкимъ  названіемъ  «Исторія  тѣ- 
лесныхъ наказаній  въ  русскомъ  правѣ»,  къ  глубокому  нашему 
сожалѣнію,  далеко  не  оправдываетъ  тѣхъ  ожиданій,  какія  воз- 
буждаетъ въ  читателѣ  ея  названіе,  такъ  какъ  такое  названіе  далеко 
не  соотвѣтствуетъ  ея  скромному  содержанію.  Мы  видимъ,  что 
работа  г.  Тимофеева  составляетъ  лишь  часть  того,  что  должно 
быть  изложено  въ  изслѣдованіи,  озаглавленномъ  — «Исто- 
рія тѣлесныхъ  наказаній  въ  русскомъ  правѣ».  Многіе  слож- 
ные, трудные  и сравнительно  мало  изслѣдованные  вопро- 
сы, какъ  напр.,  вопросъ  о вліяніи  византійскаго  права  на 
русское  уголовное  законодательство,  вопросъ  о заимствованіи 
правовыхъ  нормъ  Литовскаго  Статута,  исторія  тѣлесныхъ  на- 
казаній въ  западной  Руси,  вопросъ  объ  уголовномъ  законода- 
тельствѣ Петра  Великаго  и въ  частности  о тѣлесныхъ  наказа- 
ніяхъ по  памятникамъ  этой  эпохи  и многіе  другіе— не  только 
научно  не  изслѣдованы,  но  даже  и не  затронуты  нашимъ 
авторомъ.  Многіе  же  основные  вопросы  исторіи  русскаго 
права  понимаются  имъ  ошибочно  или  односторонне.  Нерѣдко 
содержаніе  цѣлыхъ  главъ  работы  г.  Тимофеева  сводится,  глав- 
нымъ образомъ,  къ  пересказу  своими  словами  того,  что  уже 
было  высказано  раньше  другими.  Характеръ  серьезнаго  науч- 
наго изслѣдованія  часто  отсутствуетъ  въ  работѣ  г.  Тимофеева. 
Знакомство  же  автора  съ  законодательнымъ,  лѣтописнымъ  и 
актовымъ  матеріаломъ  и пользованіе  пмъ  таковымъ  — возбуж- 
даютъ невольныя  сомнѣнія. 

Принимая  во  вниманіе  всѣ  указанные  мною  многочислен- 
ные и существеннѣйшіе  недостатки  труда  г.  Тимофеева,  я,  по 
моему  глубокому  убѣжденію,  долженъ  признать  его  диссерта- 
цію вполнѣ  неудовлетворительной,  а автора  ея— недостойнымъ 
искомой  ученой  степени, 

Одесса,  24  •евраля  1905  года. 


Въ  Юридическій  Факультетъ  ИМПЕРАТОРСКАГО 
Новороссійскаго  Университета 

Приватъ- доцента  М.  М.  Абрашкевича 
ПРЕДСТАВЛЕНІЕ. 

Во  исполненіе  постановленія  Факультета  отъ  13  Февраля 
с.  г.,  разъясненнаго  въ  постановленіи  отъ  25  сентября  с.  г., 
имѣю  честь  представить  свой  отзывъ  о диссертаціи  приватъ- 
доцента  г.  Тимофеева:  «Исторія  тѣлесныхъ  наказаній  въ  рус- 
скомъ правѣ». 

По  обстоятельствамъ,  доложеннымъ  мною  Факультету  въ 
представленіи  отъ  30  сентября  с.  г.,  я долженъ  ограничиться 
бѣглыми  замѣчаніями  общаго  характера.  Впрочемъ,  и незави- 
симо отъ  этихъ  обстоятельствъ,  уже  по  темѣ  сочиненія  г.  Тимо- 
феева криминалисту-догматику  приходится  въ  составленіи  рецен- 
зіи уступить  мѣсто  историку  права.  Уже  послѣ  появленія  въ 

1897  году  I изданія  книги  г.  Тимофеева,  одинъ  изъ  его  рецен- 
зентовъ, г.  Дебольскій  совершенно  вѣрно  отмѣтилъ  эту  черту. 
«Живя  во  время,  когда  тѣлесныя  наказанія  отходятъ,  мало  по 
малу,  въ  область  преданія»,  такъ  писалъ  г.  Дебольскій  («Журн. 
Юр.  Общ.  при  Имп.  Спб.  Унив.»,  январь,  1898  г.,  стр.  4—51: 
«авторъ  безъ  сомнѣнія  и не  могъ  отнестись  къ  нимъ  иначе, 
какъ  къ  историческому  матеріалу».  «Тема  диссертаціи»,  замѣ- 
чаетъ другой  рецензентъ  г.  Розинъ  («Журн.  Мин.  Юст.»,  мартъ, 

1898  г.,  стр.  284):  «какъ-бы  ни  было  современно  и желательно 
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появленіе  послѣдней,  не  есть  тема  уголовно-юридическая.  Связь 
ея  съ  уголовнымъ  правомъ  чисто  внѣшняя,  Формальная,  заклю- 
чающаяся въ  одномъ  словѣ:  «наказаніе».  Роль  науки  уголов- 
наго права  кончается  съ  опредѣленіемъ  сущности  наказанія*, 
Формы  послѣдняго  даются  самою  жизнью,  и,  какъ  таковыя,  но- 
сятъ въ  исторіи  преходящій,  чисто  эпизодическій  характеръ, 
вполнѣ  зависимый  отъ  конкретныхъ  общественныхъ  и государ- 
ственныхъ условій.  Формы  эти  не  могутъ  быть  предметомъ 
чисто  юридической  науки  и ихъ  изученіе-  можетъ  быть  досто- 
яніемъ всякаго  бытописателя.  Криминалистъ  долженъ  касаться 
этихъ  Формъ,  лишь  какъ  проявленія  той  или  иной  сущности 
наказанія,  но  этого  именно  и не  сдѣлалъ,  да  въ  силу  постав- 
ленной имъ  узкой  задачи  и не  могъ  сдѣлать  авторъ». 

Безусловно  соглашаясь  съ  этимъ  мнѣніемъ  г.  Розина,  не 
могу  не  признать  справедливыми  и слѣдующія  его  строки,  пре- 
красно передающія  общее  впечатлѣніе,  производимое  сочине- 
ніемъ г.  Тимофеева,  съ  точки  зрѣнія  уголовнаго  права.  «Книга 
эта»,  говоритъ  г.  Розинъ  (цитир.  соч.,  стр.  283 — 284):  «отли- 
чается существеннымъ  недостаткомъ,  какъ  трудъ  уголовно-юри- 
дическій. Авторъ  ея  стоитъ  на  уровнѣ  современныхъ  требова- 
ній науки  уголовнаго  права,  о чемъ  свидѣтельствуютъ  часто 
появлявшіеся  въ  печати  труды  его  и его  положеніе,  какъ  пре- 
подавателя въ  университетѣ,  но  выступивъ  въ  свѣтъ  съ  круп- 
ной работой,  онъ  не  позаботился  о томъ,  чтобъ  освѣтить  чита- 
телямъ свою  личность,  какъ  ученаго.  Отсутствіе  этого  освѣще- 
нія значительно  умаляетъ  достоинство  его  труда,  такъ  какъ 
отъ  этого  выигрываетъ  общій  смыслъ  ученой  работы.  Разбро- 
санныя въ  разныхъ  частяхъ  книги  замѣчанія  автора  не  позво- 
ляютъ причислить  его  къ  той  или  иной  школѣ  изъ  господству- 
ющихъ нынѣ  уголовно-юридическихъ  теченій,  а слѣдовательно, 
не  выясняютъ  и взглядовъ  его  на  сущность  и цѣли  наказанія. 
Въ  силу  отсутствія  такой  отчетливости  авторъ  теряетъ  проч- 
ную почву  при  обсужденіи  достоинствъ  и недостатковъ  тѣлес- 
наго наказанія,  и эти  стороны  вопроса  блѣднѣютъ  въ  общей 
ссылкѣ  на  «общественные  взгляды»,  на  то,  что  «исчезновеніе 
это  (тѣлеснаго  наказанія)  обусловлено  не  преобладаніемъ  поли- 
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тическаго  либерализма,  но  глубоко  связано  съ  положеніемъ 
личности  въ  государствѣ»,  на  «пріобрѣтеніе  цивилизаціи»  и 
up.  (стр.  48).  Передъ  читателемъ  выступаетъ  отчасти  журналь- 
ный полемистъ,  отчасти  эпическій  повѣствователь,  но  не  уче- 
ный, горящій  огнемъ  убѣжденія,  проникнутый  собственнымъ 
научнымъ  взглядомъ».  Этотъ  недостатокъ  отчетливости,  несо- 
вершенство юридическаго  анализа  подмѣчено  и въ  другомъ,  не 
менѣе  важномъ  отношеніи,  другимъ  рецензентомъ  г.  Тимофеева, 
г.  Дебольскимъ.  «При  изученіи  въ  исторической  послѣдователь- 
ности тѣлеснаго  наказанія,  равно  какъ  и всякаго  другого  нака- 
занія», замѣчаетъ  г.  Тимофееву  совершенно  справедливо  г.  Де- 
больскій  (цитир.  соч.,  стр.  5):  « должно  различать  случаи  при- 
мѣненія тѣлеснаго  наказанія  въ  тѣсномъ  смыслѣ,  т.  е.  наказа- 
нія, установленнаго,  хотя-бы  и не  опредѣленнаго  закономъ  или 
обычаемъ,  отъ  членовредительства  или  причиняющаго  боль  и 
позоръ  дѣйствія,  вызваннаго  произволомъ  или  своеобразно  по- 
нятыми политическими  цѣлями»  (далѣе  слѣдуетъ  рядъ  примѣ 
ровъ  такого  смѣшенія,  заимствованныхъ  изъ  сочиненія  г.  Ти- 
мофеева). 

Соглашаясь  съ  вышеприведенными  сужденіями  цочтенныхъ 
критиковъ  «Исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ  русскомъ  правѣ», 
я не  могу  присоединиться  къ  заявленіямъ  ихъ,  констатирую- 
щимъ прекрасныя  положительныя  качества  труда  г Тимофеева. 

Я не  могу  повторить  вслѣдъ  за  г.  Дебольскимъ,  что  «авторъ 
обнаруживаетъ  значительную  начитанность  въ  литературѣ  сво- 
его предмета,  а также  прекрасное  знаніе  источниковъ  уголов- 
наго права,  не  только  отечественнаго,  но  и иностраннаго» 
(цитир.  соч.,  стр.  4).  Я не  могу  также  признать  вслѣдъ  за 
г.  Розинымъ,  что  книга  г.  Тимофеева  «носитъ  на  себѣ  слѣды 
трудолюбиваго  собиранія  сырого  матеріала,  мало  извѣстныхъ  и 
совсѣмъ  неизвѣстныхъ  читателю  подробностей  и мелочей  во- 
проса, впервые  поэтому  появляющихся  въ  литературной,  систе- 
матической обработкѣ»  (цитир.  соч.,  стр.  283).  Мнѣ  кажется, 
что  трудъ  г.ТимоФѲева,  что  касается  эпохъ  до  XVII  стол.,  освѣщенъ 
весьма  слабо,  по  отношенію  къ  XVII  вѣку,  совершенно  засло- 
няется талантливымъ  изслѣдованіемъ  г.  Сергѣевскаго:  «Нака- 
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заніе  въ  русскомъ  правѣ  XVII  вѣка»,  1887  г.,  по  отношенію 
къ  XVIII  вѣку — сочиненіемъ  г.  Филиппова:  «О  наказаніи  по 
законодательству  Петра  Великаго  въ  связи  съ  реформою»,  1891  г., 
наконецъ,— относительно  позднѣйшаго  времени— работами  г. Шиш- 
кина : « О тѣлесныхъ  наказаніяхъ  въ  связи  съ  началомъ  наказа- 
нія вообще»,  1861  г.,  г.  Ступина:  «Исторія  тѣлесныхъ  наказаній 
въ  Россіи  отъ  судебниковъ  до  настоящаго  времени» , 1887  г.,  стать- 
ями Джаншіева  и др.  Я ужъ  не  говорю  объ  очеркѣ  г.  Тимофеева 
исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  на  западѣ  : по  своей  отрывочности 
и поверхностности,  а также  и по  отсутствію  всякой  связи  между 
нимъ  и представленной  авторомъ  исторіей  тѣлесныхъ  наказаній  въ 
Россіи,  этотъ  очеркъ  является  совершенно  излишнимъ,  скажу  бо- 
лѣе, не  только  лишеннымъ  всякаго  значенія,  но  крупнымъ  мину- 
сомъ въ  книгѣ  г.  Тимофеева.  Ограничусь  коротенькими  примѣрами: 
рисуя  современное  положеніе  вопроса  о тѣлесныхъ  наказаніяхъ 
въ  Германіи,  авторъ  совершенно  обошелъ  молчаніемъ  чрезвы- 
чайно интересные  дебаты,  раздававшіеся  по  этому  предмету  въ 
стѣнахъ  Рейхстага  въ  послѣднее  пятилѣтіе;  выбтавляя  выра- 
зителемъ настроенія  нѣмецкаго  судебнаго  вѣдомства  розголюбца 
г.  Краузе,  автора  монографіи:  «Die  Priigelstrafe»  1899  г., 
аттестуя  его  весьма  осторожно,  въ  общей  Формѣ,  какъ  «члена 
судебнаго  вѣдомства  (Gerichtsassessor)»  (стр.  45),  г.  ТимоФеевъ, 
поводимому,  не  подозрѣваетъ,  что  Gerichtsassessor — по  нашему — 
всего  лишь  старшій  кандидатъ  на  судебныя  должности,  и посему 
совершенно  напрасно  дѣлаетъ  отвѣтственнымъ  за  его  сужденія 
все  огромное,  мощное,  хорошо  образованное  сословіе  нѣмец- 
кихъ судебныхъ  дѣятелей. 

«Весь  трудъ  автора»,  говоритъ  о г.  ТимоФеевѣ  г.  Розинъ 
(цитир.  соч.,  стр.  282):  «проникнутъ  глубоко  симпатичными 
взглядами:  тѣлесное  наказаніе,  унижающее  и позорящее  чело- 
вѣка, это  переживаніе  давно  минувшей  эпохи  рабства  и всѣми 
средствами  ограждающаго  свою  крѣпнущую  мощь  государствен- 
наго абсолютизма,  не  можетъ  не  идти  въ  разрѣзъ  съ  воззрѣ- 
ніями современнаго  человѣка,  ставящаго  въ  основѣ  обществен- 
ной и государственной  морали  — уваженіе  къ  личности ; въ 
области  карательной  тѣлесное  наказаніе  не  достигаетъ  тѣхъ 
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цѣлей,  къ  которымъ  стремится  современное  наказаніе,  и совер- 
шенно извращаетъ  его  различныя  задачи».  Конечно,  все  это 
такъ,  спорить  ни  съ  рецензентомъ,  ни  съ  авторомъ  не  прихо- 
дится, но  и вообще  спорить  о томъ,  что  тѣлесныя  наказанія 
отжили  свой  вѣкъ,  не  значитъ-ли  ломиться  въ  открытыя  двери, 
когда  даже  у насъ  въ  Россіи,  гдѣ  тѣлесныя  наказанія  свили 
себѣ  наиболѣе  прочное  гнѣздо,  они  съ  презрѣніемъ  отброшены 
въ  сторону,  съ  высоты  престола,  Всемилостивѣйшимъ  Манифе- 
стомъ отъ  11  августа  1904  года,  того  года,  когда  появилось 
2-е  изданіе  книги  г.  Тимофеева. 

Я считалъ-бы  мои  замѣчанія  слишкомъ  не  полными,  если 
бы  я не  остановился  еще  на  чрезвычайно  своеобразномъ  рас- 
предѣленіи матеріала  у г.  Тимофеева.  Его  изслѣдованіе  распа- 
дается на  3 отдѣла : 1)  опредѣленіе  тѣлесныхъ  наказаній ; ихъ 
исторія  въ  западно  европейскихъ  государствахъ  и теоретическая 
оцѣнка,  2)  исторія  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи,  3)  виды 
тѣлесныхъ  наказаній  въ  Русскомъ  правѣ.  Очеркъ  тѣлесныхъ 
наказаній  на  Западѣ  въ  томъ  видѣ,  какъ  онъ  изложенъ  г.  Ти- 
моФеевымъ,  повторяю,  никакъ  не  можетъ  служить  введені- 
емъ въ  исторію  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи.  Едва-ли  цѣ- 
лесообразно давать  «теоретическую  и критическую  оцѣнку» 
(собственное,  странное  для  меня  выраженіе  автора  на  стр.  IV) 
прежде,  чѣмъ  обрисовать  предметъ,  подлежащій  оцѣнкѣ.  Столь- 
же  неудобно  излагать  во  II  отдѣлѣ  «общій  ходъ  развитія  и 
вымиранія  тѣлесныхъ  наказаній»,  безъ  ихъ  видоваго  описа- 
нія, а затѣмъ  послѣ  описанія  ихъ  въ  III  отдѣлѣ — вновь  повѣ- 
ствовать о способахъ  и объемѣ  ихъ  примѣненія  въ  различныя 
эпохи,  такъ  какъ  здѣсь  по  отношенію  къ  позднѣйшимъ  эиохамъ 
приходится  снова  вести  рѣчь  о вымираніи  этихъ  наказаній.  Кромѣ 
того,  едва-ли  можно  одобрить  раздѣленіе  II  отдѣла  на  2 главы  : 
1)  «періодъ  развитія  и господства  тѣлесныхъ  наказаній» — до 
Екатерины  II,  и 2)  «періодъ  вымиранія  тѣлесвыхъ  наказаній», 
— отъ  Екатерины  II  до  нашихъ  дней.  Мнѣ  кажется,  слишкомъ 
рано  возвѣщать  о вымираніи  тѣлесныхъ  наказаній  во  времена 
Екатерины  II  и ея  ближайшихъ  преемниковъ,  когда  появля- 
ются лишь  первыя  слабыя  попытки  ограничить  неистовое  господ- 
ство этой  карательной  мѣры. 
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Мнѣ  остается  отмѣтить  еще  слѣдующія  особенности  П из- 
данія книги  г.  Тимофеева,  представленнаго  нынѣ  въ  Юридиче- 
скій Факультетъ  Императорскаго  Новороссійскаго  университета, 
сравнительно  съ  I изданіемъ,  бывшимъ  въ  рукахъ  г.  Деболь- 
скаго  и г.  Розина.  Это  II  изданіе  называется  авторомъ  исправ- 
леннымъ и дополненнымъ.  Существенныхъ  измѣненій  я,  однако, 
не  нахожу.  Дѣло  сводится  къ  нѣкоторому  перемѣщенію  мате- 
ріала, вставкамъ,  лишеннымъ  серьезнаго  значенія,  и поправ- 
камъ наиболѣе  грубыхъ  ошибокъ.  Такъ,  во  II  изданіи  авторъ 
пишетъ  уже  «Digesta»  (стр.  13,  прим.  1),  а не  «Digestae»,  какъ 
въ  I изданіи  (стр  б,  прим.  3).  Однако  мѣстами  сохранены  даже 
прежнія  опечатки  (или  ошибки?)  при  цитированіи  различныхъ 
авторовъ.  Такъ,  въ  обоихъ  изданіяхъ  своей  книги  г.  ТимоФеевъ, 
въ  подтвержденіе  элементарнаго  положенія,  что  «подъ  тѣлес- 
ными наказаніями  понимаются  исключительно  карательныя  мѣ- 
ры, направленныя  на  непосредственное  причиненіе  Физическаго 
страданія»,  ссылается  на  1480  стр.  «Лекцій  по  угол,  праву» 
Н.  С.  Таганцева,  1892  г.  (1-е  изд.—  стр.  1,  прим.  1,  2-е  изд. — 
стр.  4,  прим.  1).  Между  тѣмъ  на  1480  стр.  Н.  С.  Таганцевъ 
говоритъ  совсѣмъ  не  о тѣлесныхъ  наказаніяхъ,  а о ссылкѣ  въ 
Англіи. 

Въ  отклоненіе  отъ  I изданія,  во  II  изданіи  этому  опредѣ- 
ленію тѣлесныхъ  наказаній  предпосылается  слѣдующая  Фраза: 
«понятію  тѣлесныхъ  наказаній  придается  иногда  слишкомъ 
широкое  значеніе,  подъ  это  названіе  подводятъ  весьма  различ- 
ныя карательныя  мѣры,  включая  сюда  даже  и лишеніе  свободы» 
(стр.  4).  Это  мѣсто— чрезвычайно  любопытно  : въ  уголовно-юри- 
дической литературѣ  вовсе  не  приняты  подобныя  сужденія  о 
тѣлесныхъ  наказаніяхъ ; о комъ  или  о чемъ  именно  говоритъ 
авторъ?  Можно  бы  подумать,  что  онъ  просто  иронизируетъ 
или  даже  шаржируетъ  по  адресу  какихъ-либо  малограмотныхъ 
представителей  юриспруденціи;  но  серьезный  тонъ  книги 
исключаетъ  это  предположеніе*,  остается,  повидимому,  при- 
знать, что  здѣсь  передается  какое-либо  уличное  опредѣленіе,  но 
зачѣмъ  же  нужно  было  вносить  его  въ  научное  изслѣдова- 
ніе и притомъ  въ  столь  неопредѣленной  Формѣ  ? Въ  дѣй- 
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ствительности-же,  разгадка  заключается  въ  слѣдующемъ.  Г.  Ти- 
моФеевъ  почти  дословно,  хотя  и безъ  всякой  ссылки,  вы- 
писалъ половину  нодстрочнаго  примѣчанія  изъ  сочиненія 
Н.  С.  Таганцева,  опустивъ  2-ю  часть  этого  примѣчанія. 
Именно  вслѣдствіе  неточности  переписчика  и опущенія  этой 
2-й  половины,  процитированная  Фраза  у г.  Тимофеева  является 
висящею  въ  воздухѣ,  тогда  какъ  у Н С.  Таганцева  она  точно 
обоснована.  Сравнимъ  вышеприведенную  цитату  съ  ея  источ- 
никомъ: «иногда  выраженіе  тѣлесное  наказаніе»  употреблялось 
въ  болѣе  широкомъ  значеніп  наказанія,  вообще  направленнаго 
на  тѣло  человѣка,  подвергающаго  ограниченіямъ  и стѣсненіямъ 
Физическую  личность  преступника,  относя  къ  таковымъ  смерт- 
ную казнь  и лишеніе  свободы,  въ  противоположность  имуще- 
ственнымъ взысканіямъ  и пораженію  правъ-,  въ  такомъ  значе- 
ніи употребляется,  напр.,  выраженіе:  «peines  afflictives»  во 

французскомъ  кодексѣ»  (Н.  С.  Таганцевъ:  «Лекціи  по  русскому 
уголовному  праву»,  т.  IV,  1892  г.,  стр.  1451;  его  же : «Рус- 
ское уголовное  право»,  т.  II,  1902  г.,  стр.  1134).  Итакъ,  при- 
веденное авторомъ  широкое  опредѣленіе  тѣлесныхъ  наказаній, 
хотя  и необычно  въ  нашей  юридической  литературѣ,  но,  находя 
опору  во  Французскомъ  уголовномъ  кодексѣ,  отнюдь  не  принад- 
лежитъ къ  какимъ-либо  опредѣленіямъ,  примѣняющимся  исклю- 
чительно въ  обиходѣ  толпы,  а посему  заслуживало-бы  большаго 
вниманія  со  стороны  автора  монографіи  «Исторія  тѣлесныхъ 
наказаній  въ  русскомъ  правѣ». 

Наконецъ,  невольно  бросается  въ  глаза  и такое  явленіе: 
несмотря  на  7 лѣтъ,  отдѣляющихъ  I изданіе  «Исторіи  тѣлес- 
ныхъ наказаній  въ  русскомъ  правѣ»  отъ  II  изданія,  многіе 
авторы  цитируются  по  давно  устарѣвшимъ  изданіямъ  : «Посо- 
біе къ  лекціямъ  по  русскому  уголовному  праву»  Н.  Д.  Сергѣ- 
евскаго цитируется  по  изданію  1890  г.,  хотя  въ  1900  г.  оно 
вышло  4-мъ  изданіемъ  и въ  1904  г. — 5 мъ,  что  касается  труда 
Н.  С.  Таганцева,  то  ссылки  на  его  «Лекціи  по  русскому  уго- 
ловному праву»  1887 — 1892  г. г.  безъ  всякой  видимой  надобности 
преобладаютъ  надъ  ссылками  на  его  «Русское  уголовное  право» 
1902  года,  хотя  и таковыя  кое-гдѣ  встрѣчаются. 
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На  основаніи  вышеизложенныхъ  соображеній  я полагалъ- 
бы.  что  книга  г.  Тимофеева  «Исторія  тѣлесныхъ  наказаній  въ 
русскомъ  правѣ > является  совершенно  излишней  въ  уголовно- 
юридической литературѣ,  и авторъ  ея  едва-ли  заслуживаетъ 
степени  магистра  уголовнаго  права.  Что  касается  значенія 
этого  сочиненія  для  исторіи  русскаго  права,  то  я позволяю 
себѣ  ограничиться  однимъ  замѣчаніемъ:  по  моему  мнѣнію,  при 
историческомъ  методѣ  работы  пользованіе  первоисточниками — 
conditio  sine  qua  non,  и этого  условія  г.  ТимоФеевъ  не  соблюлъ. 
Впрочемъ,  отъ  дальнѣйшаго  обсужденія  этого  вопроса  я укло- 
няюсь, такъ  какъ  считаю  необходимымъ  предоставить  здѣсь 
высказать  свое  мнѣніе  болѣе  меня  компетентному  представи- 
телю каѳедры  исторіи  русскаго  права,  приглашенному  дать  свое 
заключеніе  о трудѣ  г.  Тимофеева. 


отзывъ 

о работѣ  подъ  заглавіемъ:  «Историческая  драма  въ  древнемъ  Римѣ 
(fabula  praetexta)*,  представленной  на  соисканіе  медали,  подъ  де- 
визомъ: Sanctum  est  vetus  omne  pooma. 


На  объявленную  Факультетомъ  въ  1904  г.  тему  «Истори- 
ческая драма  въ  древнемъ  Римѣ  (fabula  praetexta)»  поступилъ 
въ  Факультетъ  объемистый  трудъ  въ  408  страницъ,  въ  кото- 
ромъ анонимный  авторъ  попытался  рѣшить  предложенную  за- 
дачу. 

На  первый  взглядъ  могло  бы  показаться,  что  заданная 
работа  не  должна  представлять  собою  особыхъ  трудностей:  отъ 
древне  римской  драмы  съ  національными  сюжетами,  заимство- 
ванными изъ  современной  поэту  или  болѣе  древней  исторіи, 
уцѣлѣло  весьма  немного : имѣемъ  всего  около  пятнадцати  за- 
главій пьесъ,  какихъ  нибудь  тридцать  слишкомъ  по  большей 
части  крошечныхъ  отрывковъ,  одну  полную  драму  и,  вдобавокъ, 
нѣсколько  случайныхъ  замѣтокъ  историко-литературнаго  харак- 
тера. Вотъ  весь  матеріалъ,  подлежавшій  разработкѣ.  Въ  виду 
столь  большой  скудости  преданія  нѣкоторые  ученые  (Th. 
Mommsen,  G.  Boissier)  прямо  заявляли,  что  наше  знакомство 
съ  ходомъ  развитія  означеннаго  вида  римской  литературы 
ничтожно. 

Однако  несмотря  на  столь  печальное  положеніе  дѣла,  пред- 
ставители классической  филологіи  не  только  не  унываютъ,  но 
даже  привѣтствуютъ  удобный  случай  путемъ  разысканій,  сопо- 
ставленій и догадокъ  пополнить  пробѣлы  преданія.  Благодаря 
ихъ  неутомимой  дѣятельности,  накопилась  въ  теченіе  времени 
значительная  литература  вопроса,  разбросанная  въ  многочис- 
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ленныхъ  монографіяхъ,  диссертаціяхъ,  журнальныхъ  статьяхъ 
и т.  п.,  посвященныхъ  римской  исторической  драмѣ.  Авторъ 
нашей  работы,  предварительно  изучивъ  уцѣлѣвшіе  латинскіе 
тексты,  потратилъ  массу  труда  и энергіи  на  собираніе,  систе- 
матизацію и ясное,  планомѣрное  изложеніе  высказанныхъ  взгля- 
довъ и гипотезъ  и,  соединивъ  все  вмѣстѣ,  представилъ  намъ 
полную  картину  кипучей  работы  въ  одномъ  уголкѣ  обширной 
области  изученія  античнаго  міра. 

Представленный  трудъ  состоитъ  изъ  краткаго  введенія, 
гдѣ  въ  сжатомъ  видѣ  излагается  возникновеніе  исторической 
драмы  у Грековъ  (при  чемъ  особое  вниманіе  обращено  на  «Пер- 
совъ» Эсхила),  п десяти  главъ,  посвященныхъ  разработкѣ  Фа- 
культетской темы.  Въ  первыхъ  двухъ  главахъ  сначала  объяс- 
ненъ терминъ  «fabula  praetexta»,  а потомъ  обрисована  дѣятель- 
ность поэтовъ  исторической  драмы  временъ  республики,  начи- 
ная съ  Невія,  создателя  названнаго  литературнаго  вида  въ 
Римѣ  (около  220  г.  до  Р.  Хр.):  здѣсь  приведены  заглавія  и 
отрывки  претекстъ  Эннія,  Пакувія  и Акція,  при  чемъ  возста- 
новляется  предполагамое  содержаніе  драмъ  и связь  и мѣсто 
уцѣлѣвшихъ  отрывокъ  преимущественно  по  догадкамъ  О.  Rib- 
beck’a.  Въ  гл.  III  авторъ  переходитъ  къ  первому  столѣтію  по- 
слѣ Р.  Хр  *,  тогда  произошла  радикальная  перемѣна  въ  харак- 
терѣ римской  драмы  вообще  въ  томъ  отношеніи,  что  пьесы 
сочинялись  не  для  представленія  ихъ  на  сценѣ,  а лишь  для 
бывшихъ  тогда  въ  модѣ  публичныхъ  чтеній  (recitationes).  Изъ 
поэтовъ  претекстъ  того  времени  намъ  извѣстны  лишь  3 : Пом- 
поній  Секундъ,  сатирикъ  Персій  и особенно  славившійся  своими 
политическими  драмами  (Катономъ  и Домиціемъ)  Куріацій  Ма- 
тернъ.  Къ  тому  же  времени  и направленію  относится  пьеса  «Ок- 
тавія», которая  подверглась  особенно  тщательному  и всесто- 
роннему разсмотрѣнію.  Объ  ней  одной  авторъ  трактуетъ  въ 
четырехъ  главахъ  (гл.  IV — VII):  сначала  приведена  здѣсь  ис- 
торическая справка  о личности  героини  пьесы,  несчастной  свод- 
ной сестры  и первой  жены  Нерона ; потомъ  идетъ  подробное 
изложеніе  содержанія  драмы  (на  25  страницахъ),  дается  лите- 
ратурно эстетическая  оцѣнка  пьесы  и на  основаніи  хронологи- 
ческихъ, историческихъ,  метрическихъ,  языковыхъ  и стилисти- 
ческихъ соображеній  оспаривается  принадлежность  ея  Сенекѣ, 
въ  сборникѣ  трагедій  котораго  она  сохранилась  Далѣе  идетъ 
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опредѣленіе  времени  составленія  «Октавіи»,  которое  разные 
ученые  относили  къ  разнымъ  эпохамъ  (отъ  Нерона  до  среднихъ 
вѣковъ  включительно)*,  нашъ  авторъ  придерживается  господ- 
ствующаго теперь  мнѣнія  и относитъ  дату  возникновенія  «Ок- 
тавіи» ко  времени,  ближайшему  къ  царствованію  Нерона.  На- 
конецъ разсматривается  вопросъ  объ  историческихъ  источни- 
кахъ названной  претексты,  каковыми  авторъ  признаетъ  отнюдь 
не  Анналы  Тацита,  какъ  полагалъ  Braun,  а недошедшее  до 
насъ  сочиненіе  историка  эпохи  Нерона  Клувія  РуФа  (гипотеза 
Nordmeyer’a).  Въ  гл.  VIII  идетъ  рѣчь  о Формѣ  исторической 
драмы.  И здѣсь  авторъ  особенно  подробно  разсматриваетъ  стиль 
«Октавіи»  и въ  длинномъ  перечнѣ  риторическихъ  Фигуръ  съ 
примѣрами  (по  Ladek’y  и Smith’y),  служащихъ  для  усиленія 
Эффекта  рецитаціи,  охарактеризовалъ  риторическій  колоритъ 
названной  претексты.  Кромѣ  того  здѣсь  трактуется  о размѣ- 
рахъ исторической  драмы.  Въ  г и,  IX  авторъ  пытается  начер- 
тать общую  характеристику  хода  развитія  претексты  въ  связи 
съ  трагедіей,  отъ  которой  первая,  какъ  само  собою  разумѣется, 
заимствовала  многое,  и дальше  констатируетъ  тенденціозность 
исторической  драмы  въ  императорскій  періодъ,  когда  посред- 
ствомъ ея  выражалась,  съ  одной  стороны,  скорбь  объ  утрачен- 
ной республиканской  свободѣ,  а съ  другой —заявлялся  протестъ 
противъ  деспотизма  Цезарей.  Послѣднюю  главу  (X)  можно  счи- 
тать прибавленіемъ.  Такъ  какъ  имѣются  данныя,  говорящія  въ 
пользу  значительнаго  распространенія  исторической  драмы  въ 
древнемъ  Римѣ,  то  нѣкоторые  ученые  (О.  Ribbeck,  Meiser, 
Schone),  слѣдуя  примѣру  Niebuhr’a,  усмотрѣвшаго,  такъ  сказать, 
обломки  старинныхъ  римскихъ  пѣсенъ  въ  сочиненіяхъ  истори- 
ковъ, подмѣтили  у Тита  Ливія,  Діонисія  Галикарнасскаго  и Плу- 
тарха разсказы,  отличающіеся  рѣзко  выраженной  сценичностью, 
первоисточникомъ  которыхъ  могла  послужить  римская  націо- 
нальная драма.  Кромѣ  того,  О.  Jahn  распозналъ  даже  на  одной 
Помпеянской  стѣнной  картинѣ,  изображающей  смерть  Софо- 
нибы,  достойный  претексты  сюжетъ.  Нашъ  авторъ  не  безъ 
основанія  относится  скептически  къ  подобнымъ  попыткамъ  обо- 
гащенія репертуара  исторической  драмы. 

Нѣтъ  ничего  удивительнаго,  если  въ  столъ  богатомъ  со- 
держаніемъ трудѣ,  представляющемъ  собою  въ  цѣломъ  что-то 
въ  родѣ  мозаики,  читатель  мѣстами  встрѣтитъ  разнаго  рода 
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неточности  и недочеты,  противорѣчія,  повторенія  и погрѣш- 
ности редакціоннаго  свойства.  Такъ,  напр.,  по  утвержденію 
автора,  «Аристотель  ни  слова  не  говоритъ  объ  исторической 
драмѣ»;  однако  изъ  одного  мѣста  Поэтики  (р.  1451  b 4)  можно 
ясно  узнать  взглядъ  ФилосоФа  на  подобную  драму  (Ъторіа  ті? 
jjtsToc  fjiTpfcjv);  или  же,  авторъ  полагаетъ,  что  Энній  могъ  кос- 
нуться этолійскаго  похода  лишь  между  прочимъ;  между  тѣмъ  Эн- 
ній посвятилъ  описанію  этого  похода  всю  XV  книгу  своихъ 
Анналъ;  или  же,  въ  одномъ  мѣстѣ  сказано,  что  патетическія 
слова  Агриппины  (ст.  343  и сл.  изд.  Реірег’а  и Kichter’a)  при- 
думаны авторомъ  «Октавіи»,  но  въ  другомъ  доказывается,  что 
они  заимствованы  отъ  Клувія  Руфа,  источника  іосифя  Флавія ; 
или  же,  метры  въ  «Октавіи»,  по  одному  мѣсту,  «мало  чѣмъ» 
отличаются  отъ  размѣровъ  трагедій  Сенеки;  другой  разъ  они 
уже  «нѣсколько  отличаются»,  а наконецъ  «составлены  съ  боль- 
шей вольностью»,  такъ  что  на  основаніи  этой  разницы  какъ 
надежнаго  критерія  можно  отрицать  принадлежность  «Октавіи» 
Сенекѣ.  Языкъ  претекстъ  республиканскаго  періода  считается 
авторомъ  «весьма  архаическимъ»;  однако  при  этомъ  упущено 
изъ  виду,  что  большая  часть  отрывковъ  приведена  граммати- 
ками какъ  разъ  изъ  за  попадающихся  въ  нихъ  грамматическихъ 
или  лексическихъ  особенностей,  которыя  обращали  на  себя  вни- 
маніе какъ  исключенія,  такъ  что  въ  общемъ  языкъ  претекстъ 
вовсе  нельзя  считать  столь  устарѣлымъ.  Кромѣ  того  архаиче- 
скій языкъ,  напр.,  неопредѣленное  наклоненіе  на — іег,  по  мнѣ- 
нію автора,  «затруднялъ  версификацію»;  что  такое  замѣчаніе  не- 
точно, видно  даже  изъ  Горація,  который  при  случаѣ  не  брез- 
галъ названнымъ  суффиксомъ  какъ  разъ  для  облегченія  верси- 
фикаціи. Повторенія  встрѣчаются  не  рѣдко,  а подъ  конецъ 
труда  приводятся  цѣлыя  страницы  in  exteuso,  что  напрасно  уве- 
личиваетъ объемъ  работы. 

Подъ  конецъ  нельзя  не  отмѣтить  еще  одного  недоразумѣ- 
нія. При  изложеніи  хода  развитія  претексты  авторъ  констати- 
руетъ въ  эпоху  Августа  промежутокъ,  въ  которомъ  продуктив- 
ность въ  области  претексты  временно  пріостановилась,  что 
едва-ли  правильно  : изъ  одного  мѣста  у Горація  (Epist.  II  1, 

190  и сл.)  можно  заключить,  что  претекста  въ  это  время  су- 
ществовала въ  видѣ  эффектныхъ  картинъ,  изображавшихъ  сра- 
женія на  сценѣ,  тріумфальныя  шествія  и т.  п.,  что  больше 
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приходилось  по  вкусу  римской  публикѣ,  чѣмъ  запутанные  сю- 
жеты, какъ  краснорѣчиво  показалъ  случай  при  первомъ  пред- 
ставленіи Теренціевой  «Свекрови>  : публика,  прослушавъ  на* 
чало,  сбѣжала  къ  сосѣднему  зрѣлищу,  чтобы  восхищаться  эво- 
люціями плясуна  на  канатѣ ! 

Резу  миру  я и взвѣшивая  сказанное,  я всетаки  полагаю,  что 
работа  подъ  девизомъ : Sanctum  est  etc.  выполнена  вполнѣ  удо- 
влетворительно и потому  беру  на  себя  смѣлость  ходатайство- 
вать передъ  Факультетомъ  о присужденіи  анонимному  автору 
высшей  награды  1). 

Орд.  проф.  И.  Лунъякь. 

Одесса,  30  апрѣля 
1905  г. 


По  вскрытіи  конверта  съ  девизомъ,  авторомъ  оказался  студентъ  III 
курса  юридическаго  Факультета  Михаил ь Немировскій. 
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Mj  \ между  тѣмъ,  если  бы  онъ  былъ  расположенъ  между  лучами 
Мі  и Жц_ і,  то  онъ  встрѣчалъ  бы  отрѣзокъ  ЖДф  во  внутрен- 
ней его  точкѣ  (теор.  21  гл.  XXVI).  Итакъ,  при  нумераціи  лу- 
чей (1)  по  мѣсту,  которое  каждый  изъ  нихъ  занимаетъ  въ  ряду 
(1),  послѣдовательные  номера  принадлежатъ  смежнымъ  лучамъ. 
Согласно  теоремѣ  36  гл.  XXVII,  это  нумерація  послѣдовательная, 
и,  стало  быть,  лучи  (1)  расположены  въ  томъ  порядкѣ,  въ  какомъ 
мы  ихъ  называемъ. 

Отсюда  слѣдуетъ  (теор.  8 гл.  XXIX),  что  уголъ  МхМ0Мп_і 
состоитъ  изъ  угловъ 

МХМ0М„  М2М0Мг  . . . Мп-ъМоМн-г. 

Вмѣстѣ  съ  тѣмъ  изъ  сказаннаго,  въ  силу  теоремы  7 гл. 
XXXVII,  непосредственно  вытекаетъ,  что  сумма  чиселъ,  из- 
мѣряющихъ углы  нашего  многоугольника,  не  превышаетъ 
2фі— 2). 

Теорема  5.  Если  четырехугольникъ  М0МхМ2Мг  въ  простран- 
ствѣ Q8  имѣетъ  входящую  вершину  Ж0,  то  таковая  расположена 
внутри  угла , образуемаго  сторонами  четыреуюлъника  при  противо- 
лежащей вершинѣ  М2. 

Доказательство.  Пусть  Р будетъ  точка,  въ  которой  про- 
долженіе стороны  ШХМ0  въ  сторону  точки  М0  встрѣчаетъ  пери- 
ферію многоугольника  (теор.  2 гл.  XXXVI).  Такъ  какъ  въ 
четырехугольникѣ  никакія  три  вершины  не  могутъ  быть  рас- 
положены на  одной  прямой,  то  точка  Р лежитъ  внутри  стороны 
Ж2Мд.  Такъ  какъ  точка  М0  лежитъ  такимъ  образомъ  внутри 
отрѣзка  МХР,  опирающагося  на  стороны  угла  МХМ2М2,  то  она 
лежитъ  внутри  этого  угла  (теор.  5 Ь гл.  XXVI). 

Теорема  6.  Всякій  -многоугольникъ  въ  пространствѣ  мо- 
жетъ бытъ  діагоналями  раздѣленъ  на  составляющіе  треугольники. 

Доказательство.  Въ  виду  теоремы  3,  намъ  собственно  нужно 
доказать,  что  теорема  справедлива,  когда  многоугольникъ  имѣетъ 
входящія  вершины. 

Покажемъ  прежде  всего,  что  теорема  справедлива  для 
четырехугольника.  Пусть  М0  будетъ  входящая  вершина  че- 
тырехугольника М0МхМ2Мг.  Въ  такомъ  случаѣ  точка  М0  ле- 
житъ внутри  угла  МХМ2М 3 (теор.  5)*,  поэтому  и всѣ  внутреннія 
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точки  діагонали  М0М2  расположены  внутри  этого  угла.  Такъ  какъ 
діагональ  М0М2  не  можетъ  лежать  на  одной  прямой  ни  еъ  одной  изъ 
сторонъ  четырехугольника,  то  она  не  имѣетъ,  помимо  М0  и Д/2, 
съ  периферіей  никакихъ  общихъ  точекъ,  т.  е.  опирается  на 
периферію.  Такъ  какъ,  съ  другой  стороны,  М2  есть  выходящая 
вершина  четырехугольника  (теор.  3 гл.  XXXVI),  то  точки  от- 
рѣзка М2М0,  достаточно  близкія  къ  іЧа,  лежатъ  внутри  четырех- 
угольника ; поэтому  и всѣ  внутреннія  точки  діагонали  лежатъ 
внутри  четырехугольника  (теор.  3 гл.  XXXIII).  Въ  виду  тео- 
ремъ 7 а и 8 а гл.  XXXV,  отсюда  слѣдуетъ,  что  четырехугольникъ 
M0MtM2M3  состоитъ  изъ  треугольниковъ  М1М0М2  и М3М0М2. 

Теорема  такимъ  образомъ  доказана  для  четырехугольника. 
Допустимъ  теперь,  что  она  справедлива  для  всякаго  многоуголь- 
ника, имѣющаго  не  болѣе  п сторонъ,  и обнаружимъ,  что  она 
въ  такомъ  случаѣ  справедлива  для  многоугольника,  имѣющаго 
п-\-  1 сторонъ. 

Пусть  М0  будетъ  входящая  вершина  многоугольника 
M0MtM2  . . . ЛІ„,  имѣющаго  n-f- 1 сторонъ.  Продолженіе  М0Р  сто- 
роны MtM0  встрѣчаетъ  периферію  въ  нѣкоторой  точкѣ  Р та- 
кимъ образомъ,  что  отрѣзокъ  ІЧ0Р  опирается  на  периферію,  а 
внутреннія  его  точки  лежатъ  внутри  многоугольника  (теор.  2 
гл.  XXXVI).  Вмѣстѣ  съ  тѣмъ  многоугольникъ  разбивается  на 
два  многоугольника  т'  и т"  (теор.  Іа  и 8а  гл.  XXXV),  изъ  кото- 
рыхъ каждый  имѣетъ  не  болѣе  п сторонъ  (теор.  6 Ъ гл.  XXXV). 
Точка  М0  лежитъ  внутри  стороны  одного  изъ  этихъ  много- 
угольниковъ (скажемъ,  т')*  Этотъ  многоугольникъ  ш',  согласно 
сдѣланному  допущенію,  можетъ  быть  раздѣленъ  діагоналями  на 
треугольники.  Сторона,  которой  принадлежитъ  точка  М0,  слу- 
житъ стороной  одного  изъ  этихъ  составляющихъ  треугольни- 
ковъ. Пусть  Мі  будетъ  противолежащая  этой  сторонѣ  вершина 
этого  треугольника.  Въ  такомъ  случаѣ  всѣ  внутреннія  точки 
отрѣзка  М0Мі  расположены  внутри  составляющаго  треугольника 
(теор.  12  гл.  XXXVI),  а потому  и внутри  многоугольника  (теор. 
3 гл.  XXXIV). 

Изложенныя  разсужденія  приводятъ  къ  слѣдующему  за- 
ключенію. Черезъ  каждую  входящую  вершину  многоугольника 
всегда  проходитъ  такая  діагональ,  внутреннія  точки  которой 
расположены  внутри  многоугольника.  Эта  діагональ,  согласно 
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теоремамъ  Іа  и 8а  гл.  XXXV.  дѣлитъ  многоугольникъ  на  два 
составляющихъ  многоугольника,  въ  каждомъ  изъ  которыхъ  число 
сторонъ  не  превышаетъ  п (теор.  6 с гл.  XXXV),  а вершины  со- 
впадаютъ съ  вершинами  даннаго  многоугольника.  Каждый  изъ 
этихъ  двухъ  многоугольниковъ,  согласно  допущенію,  можетъ 
быть  разбитъ  діагоналями  на  составляющіе  треугольники  *,  вмѣстѣ 
съ  тѣмъ  и данный  треугольникъ  будетъ  разбитъ  діагоналями 
на  составляющіе  треугольники. 

Опредѣленіе)  1.  Отрѣзокъ,  соединяющій  вершину  треуголь- 
ника въ  пространствѣ  Q8  съ  точкой  на  противолежащей  сто- 
ронѣ, мы  будемъ  называть  трансверсалью  треугольника. 

Теорема  7.  Если  въ  пространствѣ  Q8  на  сторонѣ  ВС  тре- 
угольника АВС  расположены  точки  Bt,  В2 , Z)3  . . . Dw,  которыя 
въ  прямолинейной  группѣ  съ  точками  В и С расположены  въ  томъ 
порядкѣ , въ  какомъ  мы  ихъ  называемъ  въ  ряду 

В,  В„  Z)2...Dm,C,  (2) 

то  треугольникъ  АВС  состоитъ  изъ  треугольниковъ 

АВВ„  АВХВ2,  АВ2Въ . . .ADm  С.  (3) 

Доказательство.  Допустимъ  сначала,  что  въ  ряду  (2) 
имѣется,  кромѣ  Б и С,  только  одна  внутренняя  точка  Вѵ  Такъ 
какъ  точка  Вх  лежитъ  внутри  стороны  БС,  то  внутреннія  точки 
трансверсали  АВХ  лежатъ  внутри  треугольника  (теор.  12  гл. 
XXXVI).  Поэтому  треугольникъ  АВС  состоитъ  изъ  тѣхъ  двухъ 
многоугольниковъ  т'  и т",  которые  огибаются  периферіей  тре- 
угольника и отрѣзкомъ  АВХ  (теор.  8 а гл.  XXXV).  Такъ  какъ  мы 
находимся  въ  условіяхъ  случая  Ь теоремы  1 гл.  XXXV,  то  много- 
угольниками т'  и ш " служатъ  треугольники  АВВХ  и АВХС. 

Допустимъ  теперь,  что  теорема  справедлива,  когда  въ  ряду 
(2)  имѣется  т — 1 внутреннихъ  точекъ,  и покажемъ,  что  она 
въ  такомъ  случаѣ  остается  справедливой,  когда  таковыхъ  имѣ- 
ется ш. 

Такъ  какъ  точка  Вх  лежитъ  между  точками  В и С,  то 
треугольникъ  ИБС,  какъ  мы  видѣли,  состоитъ  изъ  треугольни- 
ковъ АВВХ  и АВХС.  Съ  другой  стороны,  согласно  теоремѣ  15 
гл.  X,  точки 
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Dv  Па,  Dz . . ,Dm , C 

расположены  въ  томъ  порядкѣ,  въ  какомъ  мы  ихъ  называемъ. 
Въ  виду  сдѣланнаго  допущенія,  треугольникъ  ADfi  состоитъ 
изъ  треугольниковъ 


ADxD2,  AD2Dq  . . , ADmC . 

Отсюда,  въ  силу  теоремы  8 гл.  ХХХІУ,  вытекаетъ,  что 
треугольникъ  АВС  состоитъ  изъ  треугольниковъ  (8). 

Опредѣленіе  2.  Разложеніе  треугольника  въ  пространствѣ 
Qg  на  составляющіе  треугольники,  которое  производится,  со- 
гласно предыдущей  теоремѣ,  рядомъ  трансверсалей,  выходя- 
щихъ изъ  одной  и той- же  вершины,  мы  будемъ  называть  транс- 
версалънымъ  разложеніемъ. 

Опредѣленіе  3.  Если  треугольникъ  въ  пространствѣ  Q3 
разложенъ  на  составляющіе  треугольники  такимъ  образомъ,  что 
всѣ  вершины  составляющихъ  треугольниковъ  лежатъ  на  двухъ 
сторонахъ  разлагаемаго  треугольника,  то  мы  будемъ  говорить, 
что  треугольникъ  разложенъ  поперечно  на  составляющіе  тре- 
угольники. 

Теорема  8.  Всякій  треугольникъ  въ  пространствѣ  Q8  допу- 
скаетъ поперечное  разложеніе  на  произвольное  число  составляю- 
щихъ треугольниковъ. 

Доказательство.  Пусть  D будетъ  произвольная  точка 
внутри  стороны  АВ  треугольникъ  АВС.  Трансверсаль  СП  дѣлитъ 
его  на  треугольники  BCD  и ACD  (теор.  7).  Пусть  Е будетъ 
произвольная  внутренняя  точка  стороны  .4С.  Трансверсаль  DE 
треугольника  А DC  дѣлитъ  его  на  треугольники  ADE  и CDE. 
Пусть  F будетъ  внутренняя  точка  отрѣзка  AD  \ трансверсаль 
EF  дѣлитъ  треугольникъ  AED  на  треугольники  DEF  и AEF. 
Пользуясь  теоремой  8 гл.  ХХХІУ,  можно  безъ  труда  доказать, 
что  треугольникъ  АВС  состоитъ  изъ  треугольниковъ 

BCD , CDE , DEF , EFA, 

всѣ  вершины  которыхъ  лежатъ  на  сторонахъ  АВ  и АС.  Число 
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составляющихъ  треугольниковъ  можетъ  быть,  очевидно,  сдѣлано 
сколь  угодно  большимъ. 

Теорема  9.  Если  треугольникъ  АВС  въ  пространствѣ  £>8 
поперечно  разложенъ  на  составляющіе  треугольники , вершины  ко- 
торыхъ расположены  на  сторонахъ  АВ  и АС,  то  сторона  ВС 
цѣликомъ  служитъ  стороной  одного  изъ  составляющихъ  треуголь- 
никовъ. 

Доказательство.  Пусть  D будетъ  внутренняя  точка  сто- 
роны ВС.  Согласно  теоремѣ  4 гл  XXXIV,  точка  D принадле- 
житъ периферіи  какого  нибудь  составляющаго  треугольника 
А' В'С.  Вершиной  этого  треугольника  точка  D служить  не  мо- 
жетъ, ибо  всѣ  вершины  составляющихъ  треугольниковъ  распо- 
ложены на  сторонахъ  АВ  и АС.  Слѣдовательно,  точка  D ле- 
житъ внутри  одной  изъ  его  сторонъ,  скажемъ  стороны  В'С. 
Но  въ  такомъ  случаѣ  вся  сторона  В'С  должна  лежать  на  сто- 
ронѣ ВС  (теор.  7 гл.  XXXIV),  а такъ  какъ  вершины  В'  и С ' 
должны  лежать  на  сторонахъ  АВ  и АС,  то  одна  изъ  нихъ  со- 
впадаетъ съ  точкой  В,  а другая  съ  точкой  С. 

Теорема  10.  Если  треугольникъ  АВС  въ  пространствѣ  Q8 
разложенъ  поперечно  на  треугольники 

А;  Z/„  Z/,  . • .Д.  , 

то  изъ  составляющихъ  треугольниковъ  всегда  можно  выдѣлить 
одинъ  ^А)  такимъ  образомъ,  что  треугольникъ  АВС  трансверсально 
раздѣленъ  на  треугольники  А и А',  а треугольникъ  А'  раздѣленъ 
поперечно  на  треугольники 

. . .Ап  • (4) 

Доказательство.  Положимъ,  что  вершины  составляющихъ 
треугольниковъ  лежатъ  на  прямыхъ  АВ  и АС.  Пусть  А будетъ 
тотъ  изъ  составляющихъ  треугольниковъ,  который,  согласно 
предыдущей  теоремѣ,  имѣетъ  отрѣзокъ  ВС  одной  изъ  своихъ 
сторонъ.  Двѣ  вершины  этого  треугольника  суть  В и С \ третья 
вершина  D лежитъ  либо  на  АВ,  либо  на  АС , — скажемъ  на  сто- 
ронѣ АВ.  Треугольникъ  АВС  разлагается  трансверсально  на 
треугольники  CBD(A ) и ACD  [А1').  Согласно  теоремѣ  9 гл.  XXXIV, 
треугольникъ  А'  состоитъ  изъ  треугольниковъ  (4).  Такъ  какъ 
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всѣ  вершины  этихъ  треугольниковъ  лежатъ  на  отрѣзкахъ  АВ 
и АС,  а съ  другой  стороны  принадлежатъ  треугольнику  ACD, 
то  онѣ  лежатъ  на  его  сторонахъ  АС  и АВ  • иными  словами,  тре- 
угольники (4)  даютъ  поперечное  разложеніе  треугольника  ACD. 

Теорема  11.  Если  прямая  MN  въ  пространствѣ  Q8  прохо- 
дитъ черезъ  внутреннія  точки  треугольника  АВС , то  можно  про- 
извести трансверсальное  или  поперечное  разложеніе  его  на  состав- 
ляющіе треугольники  такимъ  образомъ , чтобы  вершинами  состав- 
ляющихъ треугольниковъ  служили  вершины  даннаго  треугольника 
и точки  пересѣченія  его  периферіи  съ  прямой  MN\  при  этомъ  всѣ 
точки  каждаго  изъ  составляющихъ  треугольниковъ , не  лежащія  на 
прямой  MN,  располагаются  по  одну  сторону  ея. 

Доказательство.  Положимъ,  что  прямая  MN  встрѣчаетъ 
периферію  треугольника  въ  точкахъ  М и N (теор.  9 а гл. 
XXXVI),  изъ  которыхъ  ни  одна  не  совпадаетъ  съ  вершиной. 
Тогда  точки  М и N лежатъ  внутри  сторонъ  треугольника. 
Пусть  М лежитъ  внутри  стороны  АВ,  N — внутри  стороны 
АС.  Тогда  треугольники  AMN , MNC  и СМВ  образуютъ  попе- 
речное разложеніе  треугольника  АВС  (см.  доказательство  тео- 
ремы 8).  Всѣ  внутреннія  точки  каждаго  изъ  треугольниковъ 
AMN  и CMN  лежатъ  по  одну  сторону  прямой  MN,  въ  силу  тео- 
ремы 5 гл.  XXXVI.  Что  касается  треугольника  МВС,  то  пря- 
мая MN  встрѣчаетъ  его  периферію  только  въ  одной  точкѣ  М. 
Въ  самомъ  дѣлѣ,  стороны  ВМ  и СМ  она  встрѣчаетъ  въ  точкѣ 
М , а стороны  ВС  она  вовсе  не  встрѣчаетъ,  такъ  какъ  не  мо- 
жетъ встрѣчать  третьей  стороны  треугольника  АВС  (теор  4 
Гл.  XXIV).  Поэтому  прямая  MN  не  проходитъ  внутрь  треуголь- 
ника ВМС  (теор.  9 а гл.  XXXVI)  и,  стало  быть,  всѣ  точки  этого 
треугольника  расположены  по  одну  сторону  прямой  МЛ  (теор.  I Ь). 

Если  прямая  MN  проходитъ  черезъ  вершину  треуголь- 
ника А,  то  вторая  точка  V,  въ  которой  она  пересѣкаетъ  пери- 
ферію, расположена  внутри  стороны  ВС,  иначе  прямая  не  про- 
ходила бы  внутрь  треугольника.  Въ  силу  теоремы  7,  треуголь- 
никъ разлагаетъ  трансверсально  на  треугольники  ABN  и ACN. 

Теорема  12.  Какъ  бы  ни  былъ  разложенъ  треугольникъ  АВС 
въ  пространствѣ  Q8  на  составляющіе  треугольники , послѣдніе 
можно  путемъ  послѣдовательныхъ  поперечныхъ  и трансверсаль- 
ныхъ дѣленій  разложитъ  на  составляющіе  треугольники  такимъ 
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образомъ , чтобы  треугольникъ  АВС  оказался  раздѣленнымъ  транс- 
версально на  нѣсколько  составляюѵ^ихъ  треугольниковъ , изъ  кото- 
рыхъ каждый , въ  свою  очередь , раздѣленъ  поперечно  на  нѣсколько 
составляющихъ  треугольниковъ. 

Доказательство.  Положимъ,  что  треугольникъ  АВС  какимъ 
либо  образомъ  разбитъ  на  составляющіе  треугольники.  Еслибы 
всѣ  вершины  составляющихъ  треугольниковъ  были  расположены 
на  сторонахъ  АВ  и АС,  то  разложеніе  было  бы  поперечнымъ. 
Предположимъ  поэтому,  что  имѣется  вершина  К составляющаго 
треугольника,  не  лежащая  на  этихъ  сторонахъ.  Лучъ  АК  встрѣ- 
чаетъ сторону  ВС  въ  нѣкоторой  внутренней  точкѣ  L.  Если  транс- 
версаль AL  не  имѣетъ  точекъ,  расположенныхъ  внутри  какого 
либо  изъ  составляющихъ  треугольниковъ,  то  всѣ  его  точки,  этой 
трансверсали  не  принадлежащія,  лежатъ  по  одну  сторону  ея 
(теор.  1 6).  Если  же  трансверсаль  AL  проходитъ  внутрь  какого 
либо  изъ  составляющихъ  треугольниковъ,  то  мы  раздѣлимъ  его 
на  составляющіе  треугольники^  такъ,  какъ  это  указано  въ  пре- 
дыдущей теоремѣ.  Въ  результатѣ  число  всѣхъ  составляющихъ 
треугольниковъ  можетъ  возрости ; но  всѣ  точки  каждаго  изъ  со- 
ставляющихъ треугольниковъ,  не  принадлежащія  трансверсали 
АХ,  будутъ  расположены  по  одну  сторону  ея.  Къ  этому  нужно 
прибавить,  что  ни  одна  точка  трансверсали  не  можетъ  лежать 
внутри  какого  либо  составляющаго  треугольника : иначе  по  обѣ 
стороны  ея  были  бы  точки  этого  составляющаго  треугольника 
(теор.  1с). 

Число  вершинъ  составляющихъ  треугольниковъ  могло  при 
нашемъ  построеніи  также  возрости,  но  всѣ  новыя  вершины  ле- 
жатъ на  трансверсали  АХ 

Если  послѣ  нашего  построенія  окажется  вершина  К\  не 
лежащая  на  сторонахъ  АВ  и АС  и трансверсали  АХ,  то  мы 
приведемъ  лучъ  АК ' и повторимъ  такое  же  построеніе.  Та- 
кимъ образомъ,  произведя  рядъ  послѣдовательныхъ  трансвер- 
сальныхъ и поперечныхъ  разложеній,  мы  достигнемъ  слѣдую- 
щаго : 

a)  Треугольникъ  АВС  будетъ  разложенъ  на  составляющіе 
треугольники 

■ 4-  (Я) 

b)  Каждая  вершина  любого  составляющаго  треугольника 
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лежитъ  на  трансверсали,  выходящей  изъ  вершины  А (относя 
сюда  и стороны  АВ  и АС). 

c)  Ни  одна  точка  на  этихъ  трансверсаляхъ  не  лежитъ 
внутри  какого  либо  составляющаго  треугольника. 

d)  Всѣ  точки  составляющаго  треугольника,  не  принадле- 
жащія какой  либо  трансверсали,  расположены  по  одну  сто- 
рону ея. 

Положимъ,  что  основанія  всѣхъ  трансверсалей  располо- 
жены въ  томъ  порядкѣ,  въ  какомъ  мы  ихъ  называемъ  въ  ряду 

.В,  Lv  L2,  Lz  . . . Ln~ l,  C. 

Согласно  теоремѣ  7^  треугольникъ  при  этихъ  условіяхъ 
разлагается  трансверсально  на  треугольники 

HBZ/j,  AL^LZ^  ALZLZ.  • ,ALu_iC.  (6) 

Разсмотримъ  одинъ  изъ  треугольниковъ  iLt.  Каждая 
внутренняя  его  точка  принадлежитъ  треугольнику  АВС , а по- 
тому принадлежитъ  также  по  крайней  мѣрѣ  одному  изъ  тре- 
угольниковъ (5).  Пусть 

4’\  4°,  . . .4?,  (7) 

будутъ  тѣ  изъ  треугольниковъ  (5),  которымъ  принадлежитъ 
по  крайней  мѣрѣ  по  одной  внутренней  точкѣ  треугольника 
ALi-iLi.  Покажемъ,  что  треугольникъ  АЬ^\Ь{  состоитъ  изъ  тре- 
угольниковъ (7). 

По  способу  выдѣленія  треугольниковъ  (7)  изъ  всей  сово- 
купности треугольниковъ  (5),  треугольнику  принадлежитъ 

по  крайней  мѣрѣ  одна  внутренняя  точка  М треугольника 
ALi-iLi.  Пусть  N будетъ  произвольная  внутренняя  точка  тре- 
угольника z/j^  отличная  отъ  М (если  точка  М также  лежитъ  внутри 
его).  Точка  N не  лежитъ  на  трансверсаляхъ  J.L,_ і и АЬ{  (свой- 
ство с).  Еслибы  она  лежала  внѣ  треугольника  zlL,_iL0  то  от- 
рѣзокъ МѴ  пересѣкалъ  бы  периферію  этого  треугольника.  Между 
тѣмъ  стороны  L^iLi  этотъ  отрѣзокъ  пересѣкать  не  можетъ, 
ибо  въ  такомъ  случаѣ  двѣ  точки  М и N треугольника  АВС 
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были  бы  расположены  по  разныя  стороны  прямой  ВС,  что  не- 
возможно (теор.  5 гл.  XXXVI).  Поэтому  отрѣзокъ  MN  долженъ 
пересѣкать  одну  изъ  трансверсалей  АЬ(_г  или  AL{.  Но  и это 
невозможно,  ибо  точки  М и Ж,  принадлежащія  треугольнику 
оказались  бы  по  разныя  стороны  трансверсали  (свойство  сГ). 
Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  каждая  внутренняя  точка  любого 
изъ  составляющихъ  треугольниковъ  (7)  принадлежитъ  тре- 
угольнику ALi_iLi  . Такъ  какъ,  съ  другой  стороны,  каждая  вну- 
тренняя точка  треугольника  принадлежитъ  по  крайней 

мѣрѣ  одному  изъ  треугольниковъ  (7),  то  треугольникъ  AL^iLi 
состоитъ  изъ  треугольниковъ  (7).  Въ  виду  свойства  Ъ ) онъ  со- 
ставленъ изъ  нихъ  поперечно. 

Итакъ,  треугольники  (5)  могутъ  быть  распредѣлены  въ 
таблицу 


л'Л 

//(1) 

^2  , • - 

т\ 

М2>, 

^2  ->  • 

. . J2) 

ті 

д{'\ 

А») 

^2  , • ■ 

■ *2 

такимъ  образомъ,  что  треугольники  г-ой  группы  образуютъ  по- 
перечное разложеніе  г-ойо  треугольника  въ  ряду  (6). 

Намъ  остается  только  обнаружить,  что  каждый  изъ  тре- 
угольниковъ (5)  Фигурируетъ  въ  одной  и только  въ  одной  изъ 
группъ  (8). 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  пусть  S будетъ  внутренняя  точка  тре- 
угольника Лу  Онц  представляетъ  собой,  слѣдовательно,  внутрен- 
нюю точку  треугольника  АВС  (теор.  3 гл.  XXXIV),  а потому 
принадлежитъ  по  крайней  мѣрѣ  одному  изъ  треугольниковъ 
(6),  скажемъ  треугольнику  ALk-iLh.  Легко  видѣть  (въ  силу  свой- 
ства с),  что  точка  S лежитъ  внутри  треугольника  AL/t_iLk. 
Стало  быть,  треугольникъ  z/y  Фигурируетъ  въ  h- ой  горизонтали 
таблицы  (8).  Дважды  же  онъ  въ  этой  таблицѣ  Фигурировать  не 
можетъ,  потому  что  треугольникъ  z/j,  имѣющій  одну  точку, 
лежащую  внутри  треугольника  ALh.^Lh^  какъ  мы  видѣли,  при- 
надлежитъ ему  цѣликомъ  * треугольники  же  (в)  не  покрываютъ 
другъ  друга. 
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Теорема  12.  Если  два  многоугольника  т'  и т"  въ  простран- 
ствѣ Q8  покрываютъ  другъ  друга , то  они  имѣютъ  общія  точки1 
расположенныя  внутри  обоихъ  многоугольниковъ. 

Доказательство.  Положимъ,  что  внутренняя  точка  М много- 
угольника ш’  принадлежатъ  многоугольнику  т"  (опр.  1 гл. 
XXXIV).  Если  г есть  радіусъ  круга  точки  М относительно 
многоугольника  т',  то  всѣ  точки  плоскости,  отстоящія  отъ  М 
на  разстояніе,  меньшее  нежели  г,  лежатъ  внутри  многоуголь- 
ника т'  (теор.  4 а гл.  XXXIII).  Съ  другой  стороны,  лежитъ-ли 
точка  М на  периферіи  или  внутри  многоугольника  т"  на  раз- 
стояніи, меньшемъ  нежели  г отъ  нея,  имѣются  точки,  лежащія 
внутри  многоугольника  т"  (теор.  4 and  гл.  XXXIII). 

Теорема  13.  а)  Если  два  выпуклыхъ  многоугольника  (ш) 
M0MtMr.  Мт.  1 и (n)  N0NtN2...Nu-i  въ  пространствѣ  Q8  покрыва- 
ютъ другъ  друга , то  совокупность  общихъ  ихъ  точекъ  образуетъ 
выпуклый  многоугольникъ  т*. 

Ь)  Каждый  изъ  многоугольниковъ  т и п можетъ  быть  раз- 
ложенъ на  составляющіе  многоугольники  такимъ  образомъ , чтобы 
многоугольникъ  шп  былъ  однимъ  изъ  составляющихъ  многоуголь- 
никовъ. 

Доказательство.  Въ  виду  предыдущей  теоремы  имѣются 
точки  многоугольника  ш,  расположенныя  *съ  той  же  стороны  пря- 
мой N0Nt,  съ  которой  лежатъ  внутреннія  точки  многоугольника 
п.  Совокупность  точекъ  многоугольника  ш,  расположенныхъ  на 
прямой  N0Nt  и по  ту  ея  сторону,  по  которую  расположены  вну- 
треннія точки  многоугольника  п,  образуютъ,  согласно  теоремѣ 
1 а,  нѣкоторый  выпуклый  многоугольникъ  mr  Многоугольникъ 
mt  обладаетъ,  слѣдовательно,  слѣдующими  свойствами : 

at)  Всѣ  его  точки  принадлежатъ  многоугольнику  ш 

Ьх)  Всѣ  его  точки  расположены  по  ту  же  сторону  прямой 
NQNt,  что  и точки  многоугольника  п . 

сх)  Всѣ  общія  точки  многоугольниковъ  шип  елужатъ 
также  общими  точками  многоугольниковъ  mt  и,п — и обратно. 

dt)  Многоугольники  mt  и п покрываютъ  другъ  друга,  ибо 
внутреннія  точки  многоугольника  П,  принадлежащія  многоуголь- 
нику ш,  принадлежатъ  также  многоугольнику  mt. 
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Cj)  Съ  другой  стороны,  совокупность  точекъ,  принадлежа- 
щихъ многоугольнику  щ и расположенныхъ  на  прямой  N0Nt 
и съ  противоположной  ея  стороны,  буде  таковыя  существуютъ, 
также  образуютъ  выпуклый  многоугольникъ  шг,  при  чемъ  много- 
угольникъ ш СОСТОИТЪ  ИЗЪ  многоугольниковъ  ntj  и m'j  (теор.  1 с). 

Въ  виду  ТОГО,  ЧТО  многоугольники  ГГІ!  и п покрываютъ  другъ 
друга,  они  имѣютъ  общія  точки,  не  лежащія  на  прямой  ѴгіѴ2. 
Совокупность  точекъ  многоугольника  щп  расположенныхъ  на 
прямой  2Ѵ1ІѴ2  и по  ту  ея  сторону,  по  которую  расположены  вну- 
треннія точки  многоугольника  п,  образуютъ  выпуклый  много- 
угольникъ т2  (теор.  1)  Этотъ  многоугольникъ  обладаетъ  слѣ- 
дующими свойствами : 

а2)  Всѣ  его  точки  принадлежатъ  многоугольнику  mt,  а слѣ- 
довательно, и многоугольнику  ш (свойство  flj). 

Ъ2)  Всѣ  точки  многоугольника  ш2  расположены  по  ту  же 
сторону  каждой  изъ  прямыхъ  N0Nt  и NtN2,  что  и точки  много- 
угольника п.  Такъ  какъ  всѣ  точки  многоугольника  щ2  располо- 
жены такимъ  образомъ  какъ  въ  полуплоскости  N0NtN2,  такъ  и 
въ  полуплоскости  N2Nt  V0,  то  онѣ  принадлежатъ  углу  N0NX  N2. 

с2)  Всѣ  общія  точки  многоугольниковъ  mj  и п представ- 
ляютъ собой  также  общія  точки  многоугольниковъ  щ2  и п — и 
обратно.  Отсюда  (въ  виду  ct)  слѣдуетъ,  что  всѣ  общія  точки 
многоугольниковъ  щ и и служатъ  также  общими  точками  много- 
угольниковъ т2  и п — и обратно. 

d2)  Многоугольники  ш2  и п покрываютъ  другъ  друга. 
е2)  Всѣ  точки  многоугоіьника  шг  расположенныя  на  пря- 
мой NtN2  и съ  противоположной  стороны  ея  по  отношенію  къ 
многоугольнику  щ2  (буде  таковыя  существуютъ),  образуютъ  вы- 
пуклый многоугольникъ  шг2,  и многоугольникъ  mt  состоитъ  изъ 
многоугольниковъ  т\  и ш2- 

Такимъ  же  образомъ  точки  многоугольника  ш2,  лежащія 
на  прямой  N2N3  и по  ту  ея  сторону,  по  которую  расположены 
точки  многоугольника  п,  образуютъ  выпуклый  многоугольникъ 
Ш3  и т.  д.  Продолжая  этотъ  рядъ  разсужденій,  мы  придемъ  къ 
выпуклому  многоугольнику  Ши,  обладающему  слѣдующими  свой- 
ствами : 

ая)  Всѣ  точки  многоугольника  ш«  принадлежатъ  много- 
угольнику ш 
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Ь«)  Всѣ  точки  многоугольника  шп  лежатъ  по  ту-же  сторону 
каждой  изъ  прямыхъ  N0NX,  NtNix  Ѵ2Ж3  . . .ѴП_1ІѴ0,  по  которую 
расположенъ  многоугольникъ  п. 

Сп)  Всѣ  общія  точки  многоугольниковъ  шип  служатъ 
также  общими  точками  многоугольниковъ  ш«  и п— -и  обратно. 

е„)  Всѣ  точки  многоугольника  ш«-і,  лежащія  на  прямой 
іѴп_ііѴ0  и съ  противоположной  стороны  ея  по  отношенію  къ 
многоугольнику  mn  (буде  таковыя  существуютъ),  образуютъ 
выпуклый  многоугольникъ  ш'„;  при  ЭТОМЪ  многоугольникъ  Ши-1 
состоитъ  изъ  многоугольниковъ  Шп  и ШГ„. 

Между  тѣмъ  изъ  свойства  Ъп ) вытекаетъ,  что  всѣ  точки 
многоугольника  т«  принадлежатъ  какъ  полуплоскости  Ni^iNtN^} 
такъ  и полуплоскости  N^iNiNi-i  при  всякомъ  г,  т.  е.  принад- 
лежатъ всѣмъ  угламъ  многоугольника  п.  Въ  силу  теоремы  11 
гл.  XXXVI,  отсюда  слѣдуетъ,  что  всѣ  точки  многоугольника 
Шп  принадлежатъ  многоугольнику  п.  Принимая  во  вниманіе 
свойства  а„)  и сп),  мы  отсюда  заключаемъ,  что  совокупность 
общихъ  точекъ  многоугольниковъ  шип  образуетъ  выпуклый 
многоугольникъ  ш„. 

Въ  силу  же  свойствъ  е2)...еж)  многоугольникъ  m состоитъ 
изъ  многоугольниковъ  (теор.  8 гл.  XXXIV),  Фигурирующихъ  въ 
ряду 

nt'j,  ш г,  ш'з  . . . т'п  и Шп. 

Совершенно  ясно,  что  такимъ  же  образомъ  можно  дока- 
зать, что  и многоугольникъ  п можеть  быть  составленъ  изъ  вы- 
пуклыхъ многоугольниковъ,  въ  составъ  которыхъ  входитъ  много- 
угольникъ ш„. 

Теорема  14.  Если  въ  пространствѣ  Q8  выпуклые  многоуголь- 
ники ш'  и т"  покрываютъ  другъ  друга , то  внутренняя  точка 
многоугольника  т,  составленнаго  изъ  ихъ  общихъ  точекъ , лежитъ 
внутри  обоихъ  многоугольниковъ. 

Доказательство.  Въ  виду  теоремы  13  Ь,  это  вытекаетъ  не- 
посредственно изъ  теоремы  3 гл.  XXXIV. 

Теорема  15.  Положимъ , что  въ  пространствѣ  Qe  въ  одной 
плоскости  расположены  два  ряда  многоугольниковъ 
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Гоі,  m„  m3  . . . тк 
m(1),  m(2),  ш(3).  . . tn(*} . 


(9) 


Многоугольники  каждаго  ряда  не  покрываютъ  другъ  друга ; 
кротѣ  того  каждая  точка  любого  изъ  многоугольниковъ  m j при- 
надлежитъ по  крайней  мѣрѣ  одному  изъ  многоугольниковъ  т(0, — и 
обратно , каждая  точка  любого  изъ  многоугольниковъ  mw  принадле- 
житъ по  крайней  мѣрѣ  одному  изъ  многоугольниковъ  т,-.  Въ  та- 
комъ случаѣ  имѣется  рядъ  многоугольниковъ,  не  покрывающихъ  другъ 
друга , изъ  которыхъ  могутъ  бытъ  составлены  какъ  многоугольники 
перваго  ряда , такъ  и многоугольники  второго  ряда. 

Доказательство.  Замѣтимъ  прежде  всего,  что  многоуголь- 
ники каждаго  ряда  (9)  мы  можемъ  считать  выпуклыми*,  еслибы 
какой  либо  изъ  нихъ  имѣлъ  входящіе  углы,  то  мы  разбили  бы 
его  на  выпуклые  многоугольники,  въ  крайнемъ  случаѣ  на 
треугольники,  и замѣнили  бы  его  составляющими  многоуголь- 
никами; ясно,  что  мы  при  этомъ  остались  бы  въ  условіяхъ  за- 
данія. 

Если  многоугольники  mw  и Ш|  покрываютъ  другъ  друга, 
то  мы  обозначимъ  черезъ  выпуклый  многоугольникъ,  ко- 

торый составленъ  изъ  общихъ  точекъ  многоугольниковъ  щ(і)  и 
ntj.  Въ  видахъ  удобства  дальнѣйшихъ  разсужденій  условимся 
также  разумѣть  подъ  символомъ  въ  томъ  случаѣ,  когда 
многоугольники  т(г)  и т j не  покрываютъ  другъ  друга,  отсут- 
ствіе всякаго  геометрическаго  мѣста. 

Теперь  покажемъ,  что  многоугольники,  которые  Фигури- 
руютъ въ  таблицѣ 


удовлетворяютъ  требованію ; и именно,  каждый  многоугольникъ 
щс*>  можетъ  быть  составленъ  изъ  тѣхъ  многоугольниковъ,  кото- 


m?\  • • • т?> 


(10) 


т'Л  т?>,  т<‘>  . . . т» 
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рые  Фигурируютъ  въ  г-ой  горизонтали  этой  таблицы,  а каждый 
многоугольникъ  Ш;  можетъ  быть  составленъ  изъ  тѣхъ  много- 
угольниковъ, которые  Фигурируютъ  въ  j-ой  вертикали. 

Замѣтимъ  прежде  всего,  что  всѣ  многоугольники.  Фигури- 
рующіе въ  таблицѣ  (ДО),  не  покрываютъ  другъ  друга.  Пусть 
ПК‘>  и т?>  будутъ  два  изъ  нихъ.  Оба  индекса  г и j не  могутъ 
быть  соотвѣтственно  равны  индексамъ  д и h.  Положимъ  по- 
этому, что  Внутренняя  точка  М многоугольника  mj.'^ 

согласно  предыдущей  теоремѣ,  лежитъ  внутри  многоугольника 
щ^>.  Еслибы  она  принадлежала  также  многоугольнику  т^,  то 
она  принадлежала  бы  также  многоугольнику  что  не  можетъ 
имѣть  мѣста,  такъ*  какъ  многоугольники  во  второмъ  ряду  (9) 
не  покрываютъ  другъ  друга. 

Пусть  теперь  М будетъ  внутренняя  точка  многоугольника 
т(<).  Согласно  условію,  она  принадлежитъ  одному  изъ  много- 
угольниковъ въ  первомъ  ряду  (9),  скажемъ ‘многоугольнику  ntj. 
Въ  такомъ  случаѣ  многоугольники  ш(,)  и tty,  покрываютъ  другъ 
друга,  mj0  есть  многоугольникъ  и точка  М принадлежитъ  много- 
угольнику 

Съ  другой  стороны,  что  каждая  точка  любого  многоуголь- 
ника, Фигурирующаго  въ  ряду 

ш{°,  т<°,  - . • т® 

принадлежитъ  многоугольнику  ш(<),  слѣдуетъ  изъ  самаго  ихъ 
образованія.  Поэтому  многоугольникъ  m t)  состоитъ  изъ  много- 
угольниковъ, Фигурирующихъ  въ  ряду  Такимъ  же  обра- 

зомъ покажемъ,  что  многоугольникъ  щ,-  состоитъ  изъ  много- 
гольниковъ,  Фигурирующихъ  въ  ряду 

т*1*,  пй2>,  т<3>  . . - т)‘\ 

3 1 3 1 3 3 


Теорема  16.  Если  нѣкоторый  многоугольникъ  въ  простран- 
ствѣ Q8  можетъ  быть  двумя  способами  разбитъ  на  треугольники : 
именно , во  первыхъ  на  треугольники 

л 2,  (11) 

а во  вторыхъ , на  треугольники 
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JW,  № . . . Jl‘\ 


(12) 


mo  суи\ествуете  ряде  треугольниковъ  не  покрывающихъ  друге  друга , 
изе  которыхъ  можно  составить  какъ  всѣ  треугольники  (11),  таке 
и всѣ  треугольники  (12). 

Доказательство.  Легко  видѣть,  что  два  ряда  треугольни- 
ковъ (11)  и (12)  удовлетворяютъ  требованіямъ  предыдущей 
теоремы.  Поэтому  существуютъ  многоугольники  mj(),  изъ  кото- 
рыхъ могутъ  быть  составлены  какъ  треугольники  (11),  такъ 
и треугольники  (12).  Разбивъ  многоугольники  mj0  на  треуголь- 
ники, получимъ  требуемые  треугольники. 

Теорема  17.  Если  нѣкоторый,  многоугольнике  m ее  простран- 
ствѣ можете  бытъ  составленъ  изе  выпуклыхъ  многоугольниковъ 
нѣсколькими  способами , именно  изе  многоугольниковъ 


то  оне  можете  бытъ  разложенъ  на  составляющіе  выпуклые  много- 
угольники 


такимъ  образомъ , чтобы  каждый  многоугольнике  nr 0 былъ  состав- 
лене  изе  нѣсколькихъ  многоугольниковъ  (14). 

Доказательство.  Если  многоугольникъ  ш разбитъ  только 
двумя  способами  на  составляющіе  многоугольники,  то  теорема 
доказывается  совершенно  аналогично  предыдущей  теоремѣ.  По- 
ложимъ поэтому,  что  въ  таблицѣ  (13)  имѣется  болѣе  двухъ  го- 
ризонталей. 

Такъ  какъ  многоугольникъ  m можетъ  быть  составленъ  какъ 
изъ  многоугольниковъ  mj°,  такъ  и изъ  многоугольниковъ 
то  онъ  можетъ  быть  разложенъ  также  на  многоугольники 


т£>,  т<2).  . . т<Ѵ 
m(21},  т(22).  . . т£Ѵ 

т<г),  тз2)-  • • тзж,) 


(13) 


mw , пе  . • т(>> 

т ’ тп  ш ) 


И 11  1^21  ^З*1  ^4  • • * Иі 


(14) 


(15) 
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изъ  которыхъ  могутъ  бѣіть  составлены  какъ  многоугольники 
т£},  такъ  и многоугольники  т'°.  Такъ  какъ  далѣе  многоуголь- 
никъ т можетъ  быть  составленъ  какъ  изъ  многоугольниковъ 
(15),  такъ  и изъ  многоугольниковъ  т^,  то  онъ  можетъ  быть 
также  разложенъ  на  многоугольники 


изъ  которыхъ  могутъ  быть  составлены  какъ  многоугольники 
f*,  такъ  и многоугольники  щ9} . Въ  силу  теоремы  8 гл.  XXXIV, 
отсюда  слѣдуетъ,  что  многоугольники  и ш(Я  могутъ  быть 
также  составлены  изъ  многоугольниковъ  (16). 

Повторивъ  то  же  разсужденіе  достаточное  число  разъ,  до- 
кажемъ теорему  во  всемъ  ея  объемѣ. 

Теорема  18.  Если  два  выпуклыхъ  многоугольника  и ш2 
въ  пространствѣ  Q8  расположены  въ  одной  плоскости , то  можно 
построитъ  рядъ  выпуклыхъ  многоугольниковъ 


не  покрывающихъ  другъ  друга , такимъ  образомъ , чтобы  о)  каждый 
изъ  многоугольниковъ  (17)  принадлежалъ  по  крайней  мѣрѣ  одному 
изъ  многоугольниковъ  mt  и ш2  и 6)  каждый  изъ  многоугольниковъ 
rrtjL  и ш2  состоялъ  изъ  нѣсколькихъ  многоугольниковъ  (17). 

Доказательство.  Если  многоугольники  mt  и ш2  не  покры- 
ваютъ другъ  друга,  то  они  сами  представляютъ  собой  тре- 
буемые два  многоугольника.  Если  же  они  покрываютъ  другъ 
друга,  то  совокупность  общихъ  точекъ  образуетъ  выпуклый 
многоугольникъ  п (теор.  13  а);  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  многоуголь- 
ники т4  и т2  могутъ  бытъ  составлены  соотвѣтственно  изъ  вы- 
пуклыхъ многоугольниковъ  (теор.  13  6) 


(16 


«1»  «2,  «3  * ‘ * »«> 


(17) 


п,  ttj1),  . . . nf> 
rt,  n'l\  n<2>  . . . n<*>. 


(18) 


Требованію  удовлетворяютъ  многоугольники 


n,  п<ч,  ttf>  . . . n<‘),  nj1»,  n«2!)  , . . 


(19) 
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Чтобы  это  доказать,  остается  только  обнаружить,  что 
многоугольники  (19)  не  покрываютъ  другъ  друга.  Многоуголь- 
ники, Фигурирующіе  въ  одной  изъ  группъ  (18),  не  покрываютъ 
другъ  друга,  какъ  составляющіе  многоугольникъ  mt  или  ш2. 
Еслибы  же  многоугольникъ  ttJO  имѣлъ  внутреннюю  точку  ІИ, 
принадлежащую  въ  то  же  время  многоугольнику  то  точка 
М принадлежала  бы  какъ  многоугольнику  mt,  такъ  и много- 
угольнику ш2,  а потому  принадлежала  бы  многоугольнику  п. 
Но  это  невозможно,  ибо  многоугольники  п и не  покрываютъ 
другъ  друга. 

Теорема  19.  Если  вз  пространствѣ  Q8  многоугольники 


расположены  вз  одной  плоскости , то  можно  построитъ  рядз  вы- 
пуклыхз  мноюуголъниковз 


не  покрывающихз  другз  друга , такимз  образомз , чтобы  а)  каждый 
изз  мноюуголъниковз  (21)  принадлежалз  по  крайней  мѣрѣ  одному  изз 
мноюуголъниковз  (20)  и Ъ)  чтобы  каждый  изз  мноюуголъниковз 
(20)  могз  бытъ  составленз  изз  нѣсколъкихз  мноюуголъниковз  (21). 

Доказательство.  Замѣтимъ  прежде  всего,  что  мы  можемъ 
считать  многоугольники  (20)  выпуклыми:  иначе  мы  разложили 
бы  ихъ  предварительно  на  выпуклые  многоугольники  и трак- 
товали бы,  вмѣсто”  многоугольниковъ  (20),  составляющіе  много- 
угольники. 

Предыдущая  теорема  представляетъ  собой  частный  случай 
настоящаго  предложенія,  отвѣчающій  значенію  п= 2.  Допустимъ 
теперь,  что  теорема  справедлива,  когда  въ  ряду  (20)  имѣется 
(п— 1)  многоугольниковъ,  и докажемъ,  что  она  остается  въ  та- 
комъ случаѣ  справедливой,  когда  ихъ  имѣется  въ  этомъ  ряду  л. 

Выдѣлимъ  изъ  ряда  (20)  многоугольники 


Ші,  Ш2,  ш,  . . . Ш» 


(20) 


(21) 


Шг  Ш2,  Ш3  . . . Ш.-1. 


(22) 
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(23) 


удовлетворяющихъ  требованіямъ  относительно  многоугольниковъ 
(22).  Если  многоугольники  (23)  и многоугольникъ  ш„  не  по- 
крываютъ другъ  друга,  то  они  въ  совокупности  удовлетворяютъ 
требованіямъ  относительно  многоугольниковъ  (20).  Положимъ  те- 
перь, что  многоугольникъ  Шн  покрываетъ  многоугольники 


и не  покрываетъ  остальныхъ  многоугольниковъ  въ  ряду  (23). 
Пусть  (М  будетъ  многоугольникъ,  составленный  изъ  общихъ 
точекъ  многоугольниковъ  \д  и шп  Вт»  такомъ  случаѣ 

многоугольники  и ш„  могутъ  быть  разложены  соотвѣтственно 
на  выпуклые  многоугольники  (теор.  13  6) 


Такимъ  образомъ  многоугольникъ  щп  разлагается  на  со- 
ставляющіе многоугольники  h способами : 


Но  въ  такомъ  случаѣ  многоугольникъ  щп  можетъ  быть 
разложенъ  на  составляющіе  многоугольники  (теор.  17) 


такимъ  образомъ,  чтобы  каждый  изъ  многоугольниковъ  (24) 
могъ  быть  составленъ  изъ  нѣсколькихъ  многоугольниковъ  (25). 

Если  поэтому  къ  многоугольникамъ  (25)  присоединимъ  много- 
угольники 


1*\  щю  ШІ2).  . 
t<2>, 


(24) 


1«,  т£2).  . 


tti,  п2,  п3  . . . Пг 


(25) 
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а также  многоугольники 


ІЛ+1,  ІЛ+2,  Ц+з  . • . Ір, 


то  получимъ  требуемый  рядъ  многоугольниковъ. 

Теорема  20.  Многоугольнике  ш ее  пространствѣ  Qe  со- 
стоите из е треуюлъникове 


Если  многоугольнике  ntf  конгруэнтене  многоугольнику  т,  то 
оне  можете  бытъ  составлена  изе  треуюлъникове 


соотвѣтственно  когруэнтныме  треугольникаме  (26). 

Доказательство.  Пусть  Д-,  С<  будутъ  вершины  тре- 
угольника  Ji,  Если  движеніе  $,  совмѣщающее  многоугольникъ 
т'  съ  многоугольникомъ  т,  приводитъ  ВЪ  ТОЧКИ  Аі,  Ві  и С 
точки  Аі\  Ві  и С/,  то  послѣднія  не  расположены  прямолинейно 
(теор.  7 6 гл.  XIV)  и треугольникъ  А-В-Сі  совмѣщается  съ 
треугольникомъ  ДВД  (теор.  17  гл.  XXXIII).  Если  поэтому  обо- 
значимъ черезъ  d'i  треугольникъ  АіВ-Сі\  то  онъ  конгруэнтенъ 
треугольнику  Покажемъ,  что  многоугольникъ  ш'  составленъ 
изъ  треугольниковъ 


Для  этого  обнаружимъ  прежде  всего,  что  треугольники 
(27)  не  покрываютъ  другъ  друга. 

Предположимъ,  что  нѣкоторая  внутренняя  точка  Ш тре- 
угольника А-  принадлежитъ  треугольнику  z//.  Пусть  М будетъ 
точка,  съ  которой  движеніе  S совмѣщаетъ  точку  М.  Такъ  какъ 


А 


(26) 


(27) 
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это  движеніе  совмѣщаетъ  треугольники  df  и dj  еъ  треуголь- 
никами di  и dj , то  точка  М расположена  внутри  треугольника 
dt  и въ  то  же  время  принадлежитъ  треугольнику  dj  (теор.  19 
гл.  XXXIII).  Но  это  невозможно,  такъ  какъ  треугольники  (26) 
не  покрываютъ  другъ  друга. 

Каждая  точка  N'  многоугольника  т'  совмѣщается  еъ  нѣ- 
которой точкой  N многоугольника  т.  Точка  N принадлежитъ 
по  крайней  мѣрѣ  одному  изъ  треугольниковъ  (13),  скажемъ 
треугольнику  Ah.  Такъ  какъ  съ  каждой  точкой  треугольника 
dh  совмѣщается  нѣкоторая  точка  треугольника  z/*',  то  точка 
N1  принадлежитъ  треугольнику  z/*f.  Иными  словами,  каждая 
точка  многоугольника  т'  принадлежитъ  одному  изъ  треуголь- 
никовъ (27).  Обратно,  пусть  Р'  будетъ  произвольная  точка 
одного  изъ  треугольниковъ  (27),  скажемъ  треугольника  d\. 
Движеніе  S совмѣщаетъ  ее  съ  нѣкоторой  точкой  Р треугольника 
d д,  принадлежащей,  слѣдовательно,  многоугольнику  щ.  Но  такъ 
какъ  движеніе  S совмѣщаетъ  съ  каждой  точкой  многоуголь- 
ника щ нѣкоторую  точку  многоугольника  ш',  и такъ  какъ  съ 
точкой  Р,  кромѣ  Р\  нп  одна  точка  совмѣститься  не  можетъ,  то 
точка  Р принадлежитъ  многоугольнику  ігЛ 

Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  многоугольникъ  шг  состоитъ 
изъ  треугольниковъ  (27). 


ПАВА  XXXIX. 

Многосвязные  многоугольник. 

f 

Теорема  1.  Если  въ  пространствѣ  Q8  всѣ  точки  на  пери 
еріи  многоугольника  щ расположены  внутри  многоугольника  щ', 
то  а)  всѣ  точки  на  периферіи  многоугольника  mf  лежатъ  внѣ 
многоугольника  т и 6)  всѣ  внутреннія  точки  многоугольника  щ 
расположены  внутри  многоугольника  тп\ 

Доказательство,  а)  Черезъ  точку  К на  периферіи  многоуголь- 
ника т'  проведемъ  прямую  MN,  расположенную  въ  плоскости 
многоугольника  и пересѣкающую  периферію  въ  этой  точкѣ. 
Пусть  3/  и N будутъ  крайнія  точки  пересѣченія  периферіи  много- 
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угольника  mf  съ  прямой  MN  (теор.  10  и 13  гл.  XXXIII).  Эта 
прямая  пересѣкаетъ  периферію  многоугольника  ш также  четное 
число  разъ  и всѣ  точки  пересѣченія,  буде  таковыя  существуютъ, 
расположены  между  точками  М и N (теор.  14  гл  XXXIII). 
Поэтому  лучъ  MN  пересѣкаетъ  периферію  многоугольника  ш чет- 
ное число  разъ.  Слѣдовательно,  точка  М лежитъ  внѣ  много- 
угольника щ (теор.  11  гл.  XXXIII).  Если  Р есть  другая  точка 
на  периферіи  многоугольника  mf,  то  ни  одна  изъ  ломанныхъ, 
на  которыя  точки  М и Р дѣлятъ  периферію  (теор.  1 гл.  XXXV), 
не  встрѣчаетъ  периферіи  многоугольника  ш,  такъ  какъ  эта  по- 
слѣдняя лежитъ  цѣликомъ  внутри  многоугольника  ш ' ; поэтому 
точка  Р также  расположена  внѣ  многоугольника  m (теор.  15  с 
гл.  XXXIII). 

6)  Пусть  теперь  К будетъ  внутренняя  точка  многоуголь- 
ника ш.  Черезъ  точку  К въ  плоскости  могоугольника  проведемъ 
произвольный  лучъ  KL.  Пусть  L будетъ  ближайшая  къ  К точка, 
въ  которой  лучъ  встрѣчаетъ  периферію  этого  многоугольника 
(теор.  4 с гл.  XXXII).  Въ  такомъ  случаѣ  всѣ  точки  отрѣзка 
KL,  кромѣ  L,  расположены  внутри  многоугольника  ш (теор.  3 
гл.  XXXIII).  Отсюда,  въ  виду  теоремы  а),  слѣдуетъ,  что  отрѣ- 
зокъ KL  не  встрѣчаетъ  вовсе  периферіи  многоугольника  т' *,  а 
такъ  какъ  точка  L лежитъ  внутри  многоугольника  т',  то  и 
точка  К лежитъ  внутри  его  (теор.  3 гл.  XXXIII). 

Доказательства  этихъ  теоремъ  вполнѣ  аналогичны  доказа- 
тельствамъ теоремъ  (3  Ъ ) и (4  Ъ ) гл.  XXXV. 

Теорема  2.  Если  два  многоугольника  ш и т'  въ  простран- 
ствѣ й8  расположены  въ  одной  плоскости  такимъ  образомъ , что 
периферія  каждаго  многоугольника  расположена  внѣ  другого  много- 
угольника, то  и всѣ  внутреннія  точки  каждаго  многоугольника 
лежатъ  внѣ  другого  многоугольника. 

Доказательство  вполнѣ  аналогично  доказательству  тео- 
ремы 4 а гл.  XXXV. 

Опредѣленіе  1.  Положимъ,  что  въ  пространствѣ  Q8  въ  одной 
плоскости  расположены  простыя  замкнутыя  ломанныя  линіи 

^ ^15  ^21  * * ' (1) 

такимъ  образомъ,  что  а ) никакія  двѣ  изъ  этихъ  ломанныхъ  не 
имѣютъ  общихъ  точекъ,  Ь)  каждая  изъ  ломанныхъ  Я,-  располо- 
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жена  внутри  многоугольника,  огибаемаго  ломанной  Я,  и внѣ 
многоугольниковъ,  огибаемыхъ  остальными  ломанными. 

При  этихъ  условіяхъ  мы  будемъ  говорить,  что  ломанныя 
(1)  образуютъ  многосвязную  ломанную  линію . Стороны  и вершины 
ломанныхъ  (1)  мы  будемъ  называть  сторонами  и вершинами 
мноюсвязной  ломанной. 

Теорема  3.  Вз  пространствѣ  Qg  вз  плоскости  мноюсвязной 
ломанной  линіи  (1 ) имѣются  такія  точки,  которыя  расположены 
внутри  многоугольника,  огибаемаго  ломанной  Я,  и внѣ  многоуголъ- 
никовз,  огибаемыхз  всѣми  остальными  ломи  иными. 

Доказательство.  Пусть 

ш,  mt,  m2  . • . шп  (2) 

будутъ  многоугольники,  огибаемые  ломанными  (1).  Пусть  М бу- 
детъ точка  на  одной  изъ  ломанныхъ  Я,-,  скажемъ  на  ломанной 
Я1.  Черезъ  точку  М проведемъ  прямую,  пересѣкающую  перифе- 
рію Я1  многоугольника  rrtj  въ  этой  точкѣ.  Яа  одномъ  изъ  двухъ 
лучей,  на  которые  точка  М дѣлитъ  прямую,  точки,  прилежащія 
къ  М,  расположены  внѣ  многоугольника  ntt  *,  пусть  это  будетъ 
лучъ  MN.  Пусть  N будетъ  ближайшая  къ  М точка,  въ  которой 
лучъ  MN  встрѣчаетъ  периФеріюодного  изъ  многоугольниковъ  ( 2) 
(теор.  4 с гл  XXXII):  периферію  перваго  изъ  этихъ  много- 
угольниковъ лучъ  MN  во  всякомъ  случаѣ  встрѣчаетъ,  потому 
что  точка  М расположена  внутри  многоугольника  щ.  Въ  такомъ 
случаѣ  ни  одна  изъ  внутреннихъ  точекъ  отрѣзка  MN  не  принад- 
лежитъ ни  одной  изъ  ломанныхъ.  Такъ  какъ  точка  М лежитъ 
внутри  многоугольника  ш и внѣ  многоугольниковъ  ш2,  Ш3...ШП, 
то  и всѣ  внутреннія  точки  отрѣзка  MN  расположены  внутри 
многоугольника  щ и внѣ  многоугольниковъ  т2,  ш3 . . . Шп  (теор. 
3 гл.  XXXIII).  Такъ  какъ  точки  отрѣзка,  прилежащія  къ  Ж, 
лежатъ  внѣ  многоугольника  mt,  то  и остальныя  внутреннія 
точки  отрѣзка  расположены  внѣ  его. 

Опредѣленіе  2.  Положимъ,  что  ломанныя  (1),  огибающія 
многоугольники  (2),  образуютъ  многосвязную  ломанную  линію. 
Геометрическое  мѣсто,  состоящее  изъ  многосвязной  ломанной  и 
тѣхъ  точекъ  плоскости,  которыя  расположены  внутри  много- 
угольника m и внѣ  всѣхъ  многоугольниковъ  т„  мы  будемъ  на- 
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зывать  многосвязными  многоугольниками.  Совокупность  ломанныхъ 
(1)  мы  будемъ  называть  периферіей  многосвязнаго  многоугольника 
и,  въ  частности,  ломанную  X — его  внѣшнимъ  контуромъ,  а осталь- 
ныя ломанныя — внутренними  контурами  ею.  Стороны  и вершины 
этихъ  ломанныхъ  мы  будемъ  называть  сторонами  и вершинами 
мноюсвязнаго  многоугольника.  Точки  многосвязнаго  многоуголь- 
ника, не  принадлежащія  периферіи  его,  мы  будемъ  называть 
внутренними  его  точками.  Въ  противоположность  этому  мы  бу- 
демъ обыкновенные  многоугольники  называть  односвязными  много 
угольниками. 

Теорема  4.  Пустъ  ш будетъ  многоугольникъ  въ  пространствѣ  Q8, 
огибаемый  внѣшнимъ  контуромъ  многосвязной  ломанной  линіи , а 
mt,  ш2  • • • Шп  многоугольники , огибаемые  внутренними  ея  кон- 
турами. 

a)  Если  точка  М лежитъ  въ  плоскости  мноюсвязнаго  много- 
угольника, но  внѣ  его , то  она  расположена  либо  внѣ  всѣхъ  много- 
угольниковъ тп,  тпп  ш2  . . . ш„,  либо  внутри  многоугольника  ш и 
внутри  одного  изъ  многоугольниковъ  ш,-,  но  внѣ  остальныхъ  много 
угольниковъ. 

b)  Обратно , если  точка  М расположена  внѣ  всѣхъ  назван- 
ныхъ многоугольниковъ  или  внутри  одного  изъ  многоугольниковъ  тп*, 
то  она  лежитъ  внѣ  мноюсвязнаго  многоугольника. 

Доказательство,  а)  Если  точка  М лежитъ  внутри  одного 
изъ  многоугольниковъ  Ші,  то  она  лежитъ  внутри  многоугольника 
m и внѣ  остальныхъ  многоугольниковъ  nt,  (тёор.  1Ьи2).  Если 
же  точка  М лежитъ  внѣ  всѣхъ  многоугольниковъ  т*,  то  она 
лежитъ  также  внѣ  многоугольника  щ,  ибо  иначе  она  была  бы 
расположена  внутри  многосвязнаго  многоугольника  (опр.  2). 

Ъ ) Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  опредѣленія  2. 

Теорема  5.  Въ  пространствѣ  £>8  лучъ  MN  расположенъ  въ 
плоскости  мноюсвязнаго  многоугольника  и не  проходитъ  черезъ 
его  вершины. 

a)  Если  вершина  луча  расположена  внутри  многоугольника , то 
лучъ  встрѣчаетъ  его  периферію  нечетное  число  разъ. 

b ) Если  вершина  расположена  внѣ  многоугольника , то  лучъ 
встрѣчаетъ  периферію  четное  число  разъ. 

Доказательство,  а)  Придерживаясь  прежнихъ  обозначеній? 


Гл.  XXXIX. 


504 


мы  можемъ  сказать,  что  точка  М , расположенная  внутри  много- 
связнаго  многоугольника,  лежитъ  внутри  многоугольника  ш и 
внѣ  многоугольниковъ  ш,-  Лучъ  MN  встрѣчаетъ  поэтому  внѣш- 
ній контуръ  многосвязнаго  многоугольника  нечетное  число  разъ, 
а каждый  изъ  внутреннихъ  контуровъ  четное  число  разъ  •,  по- 
этому всю  периферію  онъ  встрѣчаетъ  нечетное  число  разъ. 

Ь)  Если  точка  М лежитъ  внѣ  многосвязнаго  многоуголь- 
ника, то  лучъ  JtfJV,  въ  виду  теоремы  4 а,  необходимо  встрѣ 
чаетъ  его  периферію  четное  число  разъ. 

Теорема  6.  Если  отрѣзокъ  MN  въ  пространствѣ  Qg  распо- 
ложенъ въ  плоскости  многосвязнаю  многоугольника , но  не  встрѣ- 
чаетъ вовсе  ею  периферіи , то  обѣ  крайнія  точки  отрѣзка  распо- 
ложены внутри  или  же  обѣ  внѣ  многоугольника . 

Доказательство.  Если  одна  изъ  точекъ  лежитъ  внутри 
многосвязнаго  многоугольника,  то  она  лежитъ  внутри  много- 
угольника ш и внѣ  многоугольниковъ  ш*  (прежнія  обозначенія). 
Поэтому  и другая  крайняя  точка  расположена  внутри  много- 
угольника ш и внѣ  многоугольника  гш  (теор.  3 гл.  XXXIII), 
т.  е.  внутри  многосвязнаго  многоугольника. 

Опредѣленіе  3.  Положимъ,  что  точка  М въ  пространствѣ 
£>8  расположена  въ  плоскости  многосвязнаго  многоугольника 
Если  h есть  кратчайшее  разстояніе  точки  М отъ  всѣхъ  тѣхъ 
сторонъ  многосвязнаго  многоугольника,  которымъ  она  сама  не 
принадлежитъ  (теор.  16  гл.  XXVIII),  то  мы  будемъ  называть 
кругъ  радіуса  Л,  имѣющій  центръ  въ  точкѣ  М и расположен- 
ный въ  той  же  плоскости,  кругомъ  точки  М относительно  этого 
многосвязнаго  многоугольника.  Внутреннія  точки  этого  круга  мы 
будемъ  называть  точками,  прилежащими  къ  точкѣ  М относи- 
тельно многосвязнаю  многоугольника. 

Теорема  7.  Теоремы  4 — 20  главы  XXXIII  безъ  всякихъ  из- 
мѣненій справедливы  также  относительно  многосвязныхъ  много- 
угольниковъ. 

Доказательства  этихъ  теоремъ  въ  примѣненіи  къ  много- 
связнымъ многоугольникамъ  либо  аналогичны  доказательствамъ 
соотвѣтствующихъ  теоремъ  гл.  XXXIII,  либо  опираются  на 
нихъ,  подобно  тому,  какъ  доказательство  теоремы  6 опирается 
на  соотвѣтствующую  теорему  3 гл.  XXXIII. 


505 


Гл.  XXXIX. 


Само  собой  разумѣется,  что  содержащаяся  въ  теоремахъ 
4 — 20  терминологія  должна  быть  приспособлена  къ  многосвяз- 
нымъ многоугольникамъ.  Точнѣе  говоря,  опредѣленія  3 и 4 гл. 
XXXIII  должны  быть  примѣнены  къ  многосвязнымъ  много- 
угольникамъ подобно  тому,  какъ  опредѣленіе  3 настоящей  главы 
распространяетъ  на  многосвязные  многоугольники  опредѣленіе  2 
гл.  XXXIII. 

Замѣтимъ,  что  на  свойства  многоугольника,  содержащіяся 
въ  XXXIII  главѣ,  опирается  теорія  разложенія  многоугольни- 
ковъ на  составляющіе  многоугольники,  изложенная  въ  XXXIV 
главѣ.  Легко  убѣдиться  поэтому,  что  и эта  теорія  можетъ  быть 
распространена  на  многосвязные  многоугольники ; для  этого 
достаточно  прослѣдить  шагъ  за  шагомъ  доказательства  всѣхъ 
теоремъ  XXXIV  главы. 

Теорема  8.  Если  въ  пространствѣ  й8  точки  М и N распо- 
ложены внутри  смежныхъ  сторонъ  АВ  и ВС  многоугольника  ( одно - 
связнаго  или  многосвязнаго ),  то  можно  выбрать  внутри  много- 
угольника точку  Р такимъ  образомъ , чтобы  всѣ  точки  отрѣзковъ 
МР  и NP,  кромѣ  М и N. , были  расположены  внутри  многоуголь- 
ника. 

Доказательство.  Пусть  h будетъ  ариѳметическое  число  на- 
столько малое,  чтобы  разстояніе  любой  точки  каждаго  изъ  от- 
рѣзковъ МВ  и NB  отъ  любой  точки  на  периферіи  многоуголъ- 
ника,  не  принадлежащей  сторонамъ  АВ  и СВ,  было  меньше  h 
(теор.  24  гл.  XXVIII). 

Положимъ  теперь,  что  В есть  выходящая  вершина  много- 
угольника. Внутри  угла  АВС  выберемъ  точку  Р на  разстояніи 
h отъ  вершины.  Такъ  какъ  разстояніе  h меньше  радіуса  круга 
точки  В относительно  многоугольника,  то  точка  Р лежитъ 
внутри  многоугольника. 

Отрѣзки  МР  и NP  не  встрѣчаютъ  периферіи  многоуголь- 
ника, помимо  точекъ  М и N.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  всѣ  точки  этихъ 
отрѣзковъ,  кромѣ  М и N,  расположены  внутри  угла  АВС  (теор. 
5 с гл.  XXVI)*  поэтому  эти  отрѣзки  не  встрѣчаютъ  сторонъ 
многоугольника  ВА  и ВС,  помимо  точекъ  М и N.  Еслибы  они 
встрѣчали  какую  либо  другую  сторону  многоугольника  въ  нѣко- 
торой точкѣ  С,  то  на  одномъ  изъ  отрѣзковъ  МВ  или  N В была 
бы  точка,  отстоящая  отъ  периферической  точки  G на  разстояніе, 
меньшее  h (теор.  24  гл.  XXXVII),  что  не  можетъ  имѣть  мѣста. 


Гл.  XXXIX. 


506 


Отсюда  слѣдуетъ,  что  всѣ  точки  отрѣзковъ  МР  и NP,  по- 
мимо М и JV,  лежатъ  внутри  многоугольника  (теор.  3 гл.  XXXIII 
и теор.  6 наст,  главы). 

Если  В есть  входящая  вершина,  то  мы  выберемъ  точку 
Р внутри  угла  А’ ВО,  вертикальнаго  относительно  АВС , также 
на  разстояніи  h отъ  вершины.  Точка  Р и въ  этомъ  случаѣ  бу- 
детъ расположена  внутри  многоугольника.  Покажемъ,  что  и въ 
этомъ  случаѣ  отрѣзки  МР  и NP  не  встрѣчаютъ  периферіи  много- 
угольника, помимо  М и N.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  точка  Р не  лежитъ 
на  прямой  ВА , потому  что  эта  прямая  не  имѣетъ  точекъ,  рас- 
положенныхъ внутри  угла  А' ВО  (теор.  7 гл.  XXVI).  Поэтому 
отрѣзокъ  МР  не  встрѣчаетъ  стороны  многоугольника  АВ,  по- 
мимо точки  М.  Далѣе,  такъ  какъ  точка  М лежитъ  внѣ  угла 
А'ВО  (теор.  7 гл.  XXVI),  а точка  Р расположена  внутри  его, 
то  отрѣзокъ  МР  встрѣчаетъ  одинъ  изъ  лучей  ВА'  или  ВО  (теор. 
11  с гл.  XXVI).  Но  луча  ВА'  онъ  не  встрѣчаетъ,  ибо  встрѣча- 
етъ его  продолженіе  въ  точкѣ  М\  поэтому  отъ  встрѣчаетъ  лучъ 
ВО.  Но  отсюда  вытекаетъ,  что  отрѣзокъ  МР  не  встрѣчаетъ 
луча  ВС,  а потому  не  встрѣчаетъ  стороны  многоугольника  ВС. 
Такимъ  же  образомъ  покажемъ,  что  отрѣзокъ  NP  не  встрѣчаетъ 
стороны  многоугольника  ВС,  помимо  точки  N,  и вовсе  не  встрѣ- 
чаетъ стороны  АВ. 

Далѣе  разсужденіе  ведется  такъ  же,  какъ  и въ  случаѣ  выхо- 
дящей вершины. 

Теорема  9.  Между  любыми  двумя  внутренними  точками 
многосвязнаю  многоугольника  въ  пространствѣ  Qg  можно  провести 
ломанную  линію,  расположенную  цѣликомъ  внутри  этого  много- 
угольника. 

Доказательство.  Мы  предположимъ  сначала,  что  прямая 
KL,  проходящая  черезъ  данныя  точки  К и L,  не  проходитъ  че- 
резъ вершины  многоугольника  ; прямая  пересѣкаетъ  поэтому  пе- 
риферію многоугольника  во  всякой  точкѣ,  въ  которой  онъ  ее 
встрѣчаетъ  (теор.  9 гл.  XXXIII). 

Если  отрѣзокъ  KL  вовсе  не  встрѣчаетъ  периферіи,  то  всѣ 
внутреннія  его  точки  расположены  внутри  многоугольника  (теор.  6), 
а потому  этотъ  отрѣзокъ  самъ  удовлетворяетъ  требованію.  Мы 
будемъ  поэтому  въ  дальнѣйшемъ  предполагать,  что  отрѣзокъ 
KL  встрѣчаетъ  периферію. 
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Пусть  М будетъ  ближайшая  къ  К точка,  въ  которой  от- 
рѣзокъ пересѣкаетъ  периферію.  Если  эта  точка  лежитъ  на 
внѣшнемъ  контурѣ  многоугольника,  то  точки  К и L располо- 
жены внутри  огибаемаго  имъ  многоугольника  ; если  это  вну- 
тренній контуръ,  то  точки  К и L расположены  внѣ  огибаемаго 
имъ  многоугольника;  поэтому  отрѣзокъ  KL  во  всякомъ  случаѣ 
пересѣкаетъ  этотъ  контуръ  четное  число  разъ.  Пусть  N будетъ 
наиболѣе  удаленная  отъ  К точка,  въ  которой  отрѣзокъ  встрѣ- 
чаетъ тотъ  же  контуръ ; такъ  что  остальныя  точки  пересѣче- 
нія отрѣзка  KL  съ  съ  этимъ  контуромъ,  буде  таковыя  суще- 
ствуютъ, расположены  между  М и N (теор.  26  гл.  VIII).  Поло- 
жимъ, что  точка  М лежитъ  внутри  стороны  НВ,  точка  N внутри 
стороны  OF  контура  ABCD  . . . GF. . . I,  о которомъ  идетъ  рѣчь. 
Точки  М и N дѣлятъ  этотъ  контуръ  на  двѣ  разомкнутыя  ло- 
манныя линіи,  одна  изъ  которыхъ  есть  MBCD.  . .GN  (теор.  1 
гл.  XXXV,  случ.  с).  Разсмотримъ  теперь  ломанную  KMBCD...GJSL . 
Всѣ  точки  стороны  КМ  этой  ломанной,  кромѣ  Ж,  расположены 
внутри  многоугольника ; остальныя  стороны  ломанной  лежатъ 
на  его  периферіи,  кромѣ  стороны  NL . Относительно  этой  по- 
слѣдней стороны  мы  можемъ  только  сказать  слѣдующее : точки 
отрѣзка  NL , прилежащія  къ  N относительно  многосвязнаго  много- 
угольника, расположены  внутри  послѣдняго.  Дѣйствительно, 
пусть  Кх  будетъ  точка  этого  отрѣзка,  прилежащая  къ  точкѣ  N 
относительно  многосвязнаго  многоугольника.  Если  ABCD  . . . 1 
есть  внѣшній  контуръ,  то  точка  Кѵ  какъ  и Я,  расположена 
внутри  огибаемаго  имъ  многоугольника,  потому  что  отрѣзокъ 
КК1  пересѣкаетъ  контуръ  четное  число  разъ.  Такъ  какъ  точка  N 
расположена  внѣ  многоугольниковъ,  огибаемыхъ  остальными 
контурами  (теор.  1 и опред.  1),  то  и прилежащая  къ  ней 
точка  Kt  лежитъ  внѣ  ихъ.  Поэтому  точка  Kt  лежитъ  внутри 
многосвязнаго  многоугольника.  Если  же  АВ. . . I есть  внутрен- 
ній контуръ,  то^точка  Кѵ  какъ  и К.  расположена  внѣ  огибае- 
маго имъ  многоугольника,  такъ  какъ  отрѣзокъ  ККг  пересѣ- 
каетъ контуръ  четное  число  разъ  ; вмѣстѣ  съ  точкой  N точка 
Kt  расположена  внутри  многоугольника,  огибаемаго  внѣшнимъ 
контуромъ,  и внѣ  многоугольниковъ,  огибаемыхъ  остальными 
внутренними  контурами  (теор.  4 гл.  XXXIII).  Точка  Kt  и 
въ  этомъ  случаѣ  лежитъ  внутри  многосвязнаго  многоуголь- 
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• Теперь  поступимъ  слѣдующимъ  образомъ:  внутри  стороны 
ВС  выберемъ  произвольно  точку  М'  (за  М'  слѣдуетъ  принять  точку 
JV,  если  она  лежитъ  внутри  стороны  ВС).  Выберемъ  далѣе  точку  Р 
внутри  многосвязнаго  многоугольника  такимъ  образомъ,  чтобы 
всѣ  точки  отрѣзковъ  МР  и М'Р,  кромѣ  М и М',  лежали  внутри 
многоугольника  (теор.  8).  Пусть  Р"  и Р'  будутъ  двѣ  точки 
внутри  отрѣзковъ  КМ  и МР,  прилежащія  къ  М относительно 
многоугольника ; въ  такомъ  случаѣ  всѣ  точки  отрѣзка  Р"Р'  рас- 
положены внутри  многоугольника1).  Поэтому  въ  ломанной  линіи 
KP'P'PM'CD. . .GN  стороны  КР ",  Р"Р',  Р'Р  и РМ'  расположены 
внутри  многосвязнаго  многоугольника  (кромѣ  точки  М ' ).  Далѣе 
выберемъ  точку  М " внутри  стороны  CD.  Затѣмъ  выберемъ 
точку  Q такимъ  образомъ,  чтобѣ  всѣ  точки  отрѣзковъ  M'Q  и 
M"Q,  кромѣ  Ш и Л",  были  расположены  внутри  многоугольника. 
Выбравъ  затѣмъ  точки  Q"  и Q'  на  отрѣзкахъ  РМ'  и M'Q,  приле- 
жащія къ  М',  мы  получимъ  ломанную  KP”P'PQ"Q'QWD  . . .GN,  въ 
которой  всѣ  точки  до  вершины  М"  расположены  внутри  много- 
угольника. Продолжая  этотъ  процессъ,  мы  получимъ  ломанную 
КР" Р' PQ"Q'QR" R' R. . .SN,  въ  которой  всѣ  точки  до  вершины 
N расположены  внутри  многоугольника.  Точка  Кх  на  отрѣзкѣ 
LN , прилежащая  къ  N,  какъ  мы  видѣли,  расположена  внутри 
многоугольника.  Если  Т есть  точка  на  отрѣзкѣ  SN,  прилежащая 
къ  N , то  всѣ  точки  ломанной  KP"P,PQ',Q'Q. . .STKXN  до  вершины  Кх 
включител  эно  расположены  внутри  многоевязнаго  многоугольника. 

Итакъ,  мы  замѣнили  часть  ККг  отрѣзка  KL  ломанной,  рас- 
положенной цѣликомъ  внутри  многосвязнаго  многоугольника. 
Такъ  какъ  отрѣзокъ  KtL  уже  контура  ABCD ...  I не  встрѣ- 
чаетъ, то  онъ  встрѣчаетъ  по  крайней  мѣрѣ  однимъ  контуромъ 
менѣе,  нежели  отрѣзокъ  KL.  Повторивъ  поэтому  тѣ  же  разсуж- 
денія достаточное  число  разъ,  мы  замѣнимъ  весь  отрѣзокъ  KL 
ломанной,  проходящей  между  точками  К и L и расположенной 
цѣликомъ  внутри  многосвязнаго  многоугольника. 

Если  прямая  KL  проходитъ  черезъ  вершины  многоуголь- 
ника, то  мы  можемъ  провести  черезъ  точку  К прямую  КМ,  не 
проходящую  черезъ  нихъ.  Точки  этой  прямой,  прилежащія  къ 

*)  Дѣйствительно,  точки  Р'  и Р"  расположены  внутри  круга-  точки  М 
относительно  многоугольника  по  одну  сторону  прямой  АВ  (теор.  4 Ъ гл.  XXXIII). 
Поэтому  и весь  отрѣзокъ  расположенъ  внутри  того  же  круга  и по  ту  же 
сторону  прямой  АВ  (теор.  9 гл.  XXXI  и теор.  22  с гл.  XXIV). 
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К относительно  многоугольника,  расположены  внутри  его.  Между 
этими  точками  можно  выбрать  точку  М такимъ  образомъ,  чтобы 
прямая  ML  не  проходила  черезъ  вершины.  Точки  Ж и L можно, 
слѣдовательно,  соединить  ломанной  линіей,  расположенной  цѣ- 
ликомъ внутри  многоугольника.  Присоединивъ  къ  ней  отрѣзокъ 
КМ  получимъ  требуемую  ломанную. 

Замѣтимъ  еще,  что  можно  было  бы  показать,  что  точки  мо- 
гутъ быть  соединены  простой  ломанной  линіей,  расположенной 
внутри  многоугольника,  какъ  это  было  обнаружено  для  одно- 
связныхъ многоугольниковъ  (теор.  15  гл.  XXXVI).  Это  тре- 
буетъ еще  довольно  продолжительныхъ  детальныхъ  разсужденій. 

.Опредѣленіе  4.  Совокупность  точекъ  въ  пространствѣ  Q8, 
въ  которыхъ  прямая,  расположенная  въ  плоскости  многосвязнаго 
или  односвязнаго  многоугольника,  встрѣчаетъ  этотъ  многоуголь- 
никъ, мы  будемъ  называть  сѣченіемъ  многоугольника  этой  прямой * 
Теорема  10.  Сѣченіе  многоугольника  ( односвязнаю  или  много- 
связнаго) въ  пространствѣ  Q*  прямой , расположенной  въ  его  пло- 
скости, состоитъ  изъ  нѣсколькихъ  (га)  прямолинейныхъ  отрѣзковъ , 
не  имѣющихъ  общихъ  точекъ  и нѣсколькихъ  (п)  точекъ , этимъ  от- 
рѣзкамъ не  принадлежащихъ. 

Въ  частныхъ  случаяхъ  какъ  число  га,  такъ  и число  п мо- 
жетъ бытъ  равно  нулю.  Если  же  изолированныя  точки  имѣются , 
то  онѣ  совпадаютъ  съ  вершинами  многоугольника. 

Доказательство.  Если  прямая  не  пересѣкаетъ  периферіи 
многоугольника,  то  она  можетъ  имѣть  общія  точки  только  съ 
периферіей  многоугольника  (теор.  11  гл.  XXXIII ) и при  этомъ 
съ  внѣшнимъ  контуромъ:  еслибы  она  проходила  черезъ  точку, 
принадлежащую  одному  изъ  внутреннихъ  контуровъ,  то,  въ 
силу  теоремы  11  гл.  XXXIII,  она  пересѣкала  бы  внѣшній  кон- 
туръ, какъ  периферію  огибаемаго  имъ  односвязнаго  многоуголь- 
ника, а вмѣстѣ  съ  тѣмъ  и какъ  периферію  многосвязнаго 
многоугольника.  Если  прямая  имѣетъ  съ  внѣшнимъ  контуромъ 
общія  точки,  то  онѣ  образуютъ  нѣсколько  отрѣзковъ  и изолиро- 
ванныхъ точекъ  (теор.  4 гл.  XXXII),  совпадающихъ  съ  вер- 
шинами многоугольника  (теор.  £ а гл.  XXXIII). 

Положимъ  поэтому,  что  прямая  пересѣкаетъ  периферію 
многоугольника.  Пусть  (теор.  13  гл.  XXXIII) 

Ж1?  Ж2,  Ж3,Ж4  . . . Ж2«_  1 и Ж2» 
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будутъ  точки  пересѣченія,  расположенныя  въ  томъ  порядкѣ,  въ 
какомъ  мы  пхъ  называемъ.  Отрѣзокъ  MtM2n  составленъ  изъ  от- 
рѣзковъ (теор.  15  гл.  XII) 

М,М2,  М2Мг,  М3Ж4  . . . М7л-гМіл. 

Легко  видѣть,  что  отрѣзки  Ж31Г4  . . . Ж2 п-іЖ2„  при- 

надлежатъ цѣликомъ  многоугольнику.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  еслибы 
какая  либо  внутренняя  точка  отрѣзка  Ж2»_і  Ж2|  была  располо- 
жена внѣ  многоугольника,  то  лучъ,  выходящій  изъ  этой  точки 
и принадлежащій  нашей  прямой,  пересѣкалъ  бы  периферію  2г — 1 
пли  2 (п — *)— |— 1 разъ,  что  протпворѣчитъ  теоремѣ  11  гл.  XXXIII. 

Такимъ  же  образомъ  мы  можемъ  показать,  что  ни  одна 
изъ  внутреннихъ  точекъ  отрѣзковъ  Ж21/3,  М4МЬ  . . . Ж2я_Ш2в_і 
не  лежитъ  внутри  многоугольника.  Точки  на  этихъ  отрѣзкахъ, 
прилежащія  къ  вершинамъ,  расположены  внѣ  многоугольника; 
иначе  не  было  бы  пересѣченія,  ибо  по  другую  сторону,  какъ 
мы  видѣли,  къ  этимъ  вершинамъ  прилежатъ  точки,  принадле- 
жащія многоугольнику.  Въ  виду  этого  послѣдніе  отрѣзки  могутъ 
имѣть  общія  точки  исключительно  съ  периферіей  многоуголь- 
ника. Пріемомъ  совершенно  аналогичнымъ  тому,  которымъ  мы 
пользовались  при  доказательствѣ  теоремы  4 гл.  XXXII,  мы  до- 
кажемъ, что  эти  общія  точки  образуютъ  нѣсколько  отрѣзковъ 
и нѣсколько  изолированныхъ  точекъ,  при  чемъ  послѣднія  со- 
впадаютъ съ  вершинами  многоугольника  (^теор.  8 а гл.  XXXIII  ). 

Наконецъ,  продолженія  отрѣзка  МхМ7п  также  не  могутъ 
имѣть  точекъ,  расположенныхъ  внутри  многоугольника  (теор. 
14  гл.  XXXIII)  Поэтому  эти  лучи  могутъ  встрѣчать  только 
периферію,  и общія  точки,  въ  силу  той  же  теоремы  4 гл. 
XXXII,  образуютъ  нѣсколько  отрѣзковъ  и изолированныхъ 
точекъ. 

Теорема  11.  Всякій  мноюсвязный  многоугольникъ  въ  простран- 
ствѣ Q8  имѣетъ  по  крайней  мѣрѣ  три  выходящія  и три  входя- 
щія вершины. 

Доказательство.  Пусть  N будетъ  выходящая  вершина 
многоугольника  щ,  огибаемаго  внѣшнимъ  контуромъ  многосвяз- 
наго многоугольника.  Точка  Q,  расположенная  внутри  угла  МЖР, 
образуемаго  сторонами  многоугольника  ш при  этой  вершинѣ  и 
прилежащая  къ  точкѣ  N относительно  многосвязнаго  много- 
угольника, лежитъ  внутри  многоугольника  щ,  ибо  она  приле- 
житъ къ  точкѣ  N и относительно  этого  многоугольника  (а  for- 
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tiori).  Въ  то  же  время  она  лежитъ  вмѣстѣ  съ  точкой  N внѣ 
всѣхъ  многоугольниковъ,  огибаемыхъ  внутренними  контурами. 
Поэтому  точка  Р лежитъ  внутри  многоевязнаго  многоугольника 
и,  слѣдовательно,  N есть  выходящая  вершина  послѣдняго. 
Такъ  какъ  многоугольникъ  щ имѣетъ  не  менѣе  трехъ  выходя- 
щихъ вершинъ  (теор.  3 гл.  XXXVI),  то  и многосвязный  много- 
угольникъ имѣетъ  не  менѣе  трехъ  выходящихъ  вершинъ. 

Совершенно  аналогично  этому  мы  обнаружимъ,  что  каждая 
выходящая  вершина  многоугольника,  огибаемаго  внутреннимъ 
контуромъ,  служитъ  входящей  вершиной  многосвязнаго  много- 
угольника. Поэтому  послѣдній  имѣетъ  не  менѣе  трехъ  входя- 
щихъ вершинъ. 

Теорема  12.  Въ  пространствѣ  &>8  всѣ  точки  односвязнаго 
или  многоевязнаго  многоугольника , прилежащія  къ  внутреннимъ 
точкамъ  одной  и той  же  стороны  , расположены  по  одну 

сторону  прямой  МіМц.\. 

Доказательство.  Пусть  К и L будутъ  внутреннія  точки 
стороны  МіМі Пусть  LL ' будетъ  перпендикуляръ  къ  прямой 
расположенный  въ  той  полуплоскости,  которой  принад- 
лежатъ точки  многоугольника,  прилежащія  къ  L (теор.  4 гл. 
XXV  и теор.  4 b гл.  XXXIII).  Пусть  h будетъ  ариѳмети- 
ческое число  настолько  малое,  что  разстояніе  любой  точки  от- 
рѣзка KL  отъ  точки,  лежащей  на  какой-либо  другой  сторонѣ 
многоугольника,  больше  h (теор.  24  гл.  XXVIII).  Пусть  L'  бу- 
детъ точка  на  лучѣ  LL ',  отстоящая  отъ  L на  разстояніе  А.  Такъ 
какъ  разстояніе  h меньше  радіуса  круга  точки  L отъ  много- 
угольника, то  точка  V лежитъ  внутри  многоугольника.  Отрѣ- 
зокъ же  KL'  не  встрѣчаетъ  другихъ  сторонъ  многоугольника, 
такъ  какъ  иначе  на  отрѣзкѣ  KL  оказалась  бы  точка,  отстоящая 
отъ  точки  на  нѣкоторой  другой  еторонѣ  многоугольника  на  раз- 
стояніе, меньшее  А (теор.  21  гл.  XXXVII)*  иначе  говоря,  отрѣ- 
зокъ KL ' не  встрѣчаетъ  периферіи,  помимо  точки  К.  Отсюда 
слѣдуетъ,  что  всѣ  точки  отрѣзка  KL\  кромѣ  К , лежатъ  внутри 
многоугольника  (теор.  3 гл.  XXXIII).  Итакъ,  точки  многоуголь- 
ника, прилежащія  къ  К на  отрѣзкѣ  KL',  расположены  по  ту  же 
сторону  прямой  МіМ, ц_і,  что  и точка  L\  прилежащая  къ  L.  От- 
сюда вытекаетъ  (теор.  4 Ъ гл.  XXXIII),  что  и другія  точки, 
прилежащія  къ  іГ,  расположены  по  ту  же  сторону  прямой  Ж,і¥,+1. 

Опредѣленіе  5.  Если  Ж,Л/І+1  есть  сторона  односвязнаго 
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или  многосвязнаго  многоугольника  въ  пространствѣ  Qg,  то  мы 
будемъ  называть  ту  полуплоскость,  въ  которой  расположены 
точки  многоугольника,  прилежащія  къ  внутреннимъ  точкамъ 
отрѣзка  MtMi+ 1,  полуплоскостью , примыкающей  кг  сторонѣ  1 

многоугольника. 

• Теорема  13.  а)  Если  вг  пространствѣ  Qg  периферія  много- 
связнаго многоугольника  щ расположена  внутри  многосвязнаго  или 
односвязнаго  многоугольника  п , то  и всѣ  вну тренія  его  точки  рас- 
положены внутри  многоугольника  п *,  периферія  же  многоугольника 
П при  этихг  условіяхъ  расположена  внѣ  многоугольника  ш. 

Ъ)  Если  периферія  многоугольника  щ лежитъ  въ  плоскости 
многоугольника  п внѣ  его,  то  и внутреннія  точки  многоугольника 
ш расположены  внѣ  многоугольника  я. 

Доказательство  аналогично  доказательствамъ  теоремъ  1 и 
2,  относящихся  къ  одиосвязнымъ  многоугольникамъ. 

Теорема  14.  Если  нѣсколько  отрѣзковъ  въ  пространствѣ  Йѳ 
расположены  въ  одной  плоскости  такимъ  образомъ , что  о)  ни 
одна  внутренняя  точка  одного  отрѣзка  не  принадлежитъ  другому , 
Ъ ) каждая  крайняя  точка  одною  отрѣзка  служитъ  въ  то  же  время 
крайней  точкой  еще  одного  и только  одного  отрѣзка , с)  два  от- 
рѣзка, имѣюгціе  общую  вершину , наклонены  другъ  къ  другу  при  этой 
вершинѣ,— то  эти  отрѣзки  образуютъ  одну  или  нѣсколько  про- 
стыхъ замкнутыхъ  ломанныхъ  линій , огибающихъ  одинъ  или  нѣ- 
сколько односвязныхъ  или  многосвязныхъ  многоугольниковъ . 

Доказательство.  Пусть  М0М1  будетъ  одинъ  изъ  отрѣзковъ. 
Точка  Мг,  по  условію,  служитъ  крайней  -точкой  еще  одного  от- 
рѣзка МгМ2.  Точка  М2  не  можетъ  совпасть  съ  Ж0,  такъ  какъ 
отрѣзокъ  МХМ2  совпалъ  бы  съ  отрѣзкомъ  МХМ0.  Поэгому  М2 
служитъ  крайней  точкой  третьяго  отрѣзка  М2МѴ  Точка  Ж3  не 
можетъ  совпасть  съ  Мх,  такъ  какъ  отрѣзокъ  М2М3  совпалъ  бы 
съ  отрѣзкомъ  М2МѴ  Если  поэтому  точка  М9  не  совпадаетъ  съ 
Ж0,  то  она  служитъ  крайней  точкой  еще  одного  отрѣзка  MSM4 
и т.  д.  Такъ  какъ  число  отрѣзковъ  ограничено,  то  мы  не- 
обходимо должны  придти  къ  отрѣзку  Мп-іМн,  вторая  крайняя 
точка  котораго  Мп  служитъ  крайней  точкой  одного  изъ  преды- 
дущихъ отрѣзковъ.  Но  такъ  какъ  точка  при  0 < і < п,  слу- 
житъ уже  крайней  точкой  двухъ  отрѣзковъ,  то  точка  Мп  должна 
необходимо  совпасть  съ  точкой  Ж0.  Такимъ  образомъ  мы  полу- 
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чимъ  простую  замкнутую  ломанную  M0MtM2 . . . Ж«.  Если  этимъ 
не  исчерпаны  всѣ  отрѣзки,  то,  повторивъ  то  же  разсужденіе 
достаточное  число  разъ,  мы  получимъ  еще  одну  или  нѣсколько 
простыхъ  замкнутыхъ  ломанныхъ,  не  имѣющихъ  ни  съ  первой 
ломанной,  ни  между  собой  общихъ  точекъ.  Остается  обнаружить, 
что  эти  ломанныя  линіи  огибаютъ  одинъ  или  нѣсколько  одно- 
связныхъ или  многосвязныхъ  многоугольниковъ,  не  имѣющихъ 
общихъ  точекъ. 

Теорема  явно  справедлива,  когда  имѣется  только  одна  ло- 
манная : она  огибаетъ  односвязный  многоугольникъ.  Въ  виду 
этого  допустимъ,  что  теорема  справедлива,  когда  число  ломан- 
ныхъ не  превышаетъ  п,  и докажемъ,  что  она  справедлива, 
когда  этихъ  ломанныхъ  (п-{-1),  именно 


будутъ  огибаемые  ими  односвязные  многоугольники.  Если  ка- 
кая либо  ломанная  въ  системѣ  (3)  лежитъ  внѣ  многоугольни- 
ковъ, огибаемыхъ  остальными^  ломанными,  то  мы  будемъ  ее 
называть  внѣшней  ломанной  въ  ряду  (3).  Если  ломанная  Я,  ле- 
житъ внутри  многоугольниковъ  tty, [то  [’ломанная  Я,-  лежитъ  внѣ 
многоугоугольника  tttj  (теор.  Іа).  Отсюда^легко заключить,  что 
въ  ряду  (3)  имѣется  по  крайней  мѣрѣ]  одна  внѣшняя  ломан- 
ная. Допустимъ  поэтому  сначала,  что  въ  ряду  (3)  имѣется 
только  одна  внѣшняя  ломанная  Я,  такъ  что  многоугольники  ш 
всѣ  расположены  внутри  многоугольника  ш *). 

Пусть  Ях,  Я2 . . . Ял  будутъ  внѣшнія  ломанныя  ряда 


такъ  что  каждая  ломанная  Ял_|_,  расположена  внутри  нѣкотораго 
многоугольника  тд  Ясно  также,  что  каждая  изъ  ло- 

манныхъ Я1,  Я2 . . . Ял  лежитъ  внѣ  многоугольниковъ,  огибаемыхъ 


*)  Это  утвержденіе,  собственно,  также  нуждается  въ  доказательствѣ; 
но  мы  предоставляемъ  его  читателю  (теор.  1). 


(•*) 


Пусть 


ш,  tty,  m2  ...  m« 


(4) 
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остальными  изъ  этихъ  k ломанныхъ,  ибо  въ  противномъ  слу- 
чаѣ это  не  были  бы  внѣшнія  ломанныя  въ  ряду  (4). 

Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  ломанныя 

Я,  Aj,  Aj}  . • • ЯЛ 


огибаютъ  многосвязный  многоугольникъ  (опр.  2),  который  мы 
обозначимъ  черезъ  я. 

Что  касается  остальныхъ  ломанныхъ  ЯА+г . . . Яя,  то  каждая 
изъ  нихъ  заключается  внутри  одного  изъ  многоугольниковъ 
m,  Въ  каждомъ  изъ  этихъ  многоугольниковъ  содер- 

жится менѣе  п ломанныхъ.  Онѣ  огибаютъ  поэтому  одинъ  или 
нѣсколько  многосвязныхъ  многоугольниковъ. 

Пусть 


п, 


(1)  П(е2) 


>(3) 


. . и 


(Яе) 

е 


( пе  ^ 0)  будутъ  тѣ  многоугольники,  которые,  согласно  допущенію, 
огибаются  ломанными,  расположенными  внутри  многоугольника  Ше 
и не  имѣютъ  общихъ  точекъ  {е^д).  Тогда  многоугольники  пи  всѣ 
п[1)  въ  совокупности  удовлетворяютъ  требованію.  Чтобы  это  до- 
казать, нужно  только  обнаружить,  что  эти  многоугольники  не 
имѣютъ  общихъ  точекъ.  Такъ  какъ  периферія  многоугольника  п(в° 
расположена  внутри  многоугольника  ше,  то  она  лежитъ  внѣ  много- 
угольника п (опр.  2),  а потому  и весь  многоугольникъ  пе(,)  ле- 
житъ внѣ  многоугольника  п (теор.  13  Ь).  Далѣе  два  многоугольника 
и п?,  согласно  допущенію,  не  имѣютъ  общихъ  точекъ 
Остается  разсмотрѣть  два  многоугольника  и П/]  , гдѣ  е^/. 
Такъ  какъ  многоугольникъ  расположенъ  цѣликомъ  внутри 
многоугольника  ше,  а многоугольникъ  расположенъ  внутри 
многоугольника  щ/  (теор.  13  а),  то  они  общихъ  точекъ  не  имѣ- 
ютъ, ибо  ихъ  не  имѣютъ  и многоугольники  ше  и ш/  (теор.  2). 

Итакъ,  теорема  доказана,  когда  въ  ряду  (3)  имѣется 
только  одна  внѣшняя  ломанная.  Допустимъ  теперь,  что  въ  этомъ 
ряду  имѣется  нѣсколько  внѣшнихъ  ломанныхъ.  Въ  такомъ  случаѣ 
каждая  внѣшняя  ломанная  вмѣстѣ  съ  тѣми  ломанными,  которыя 
расположены  съ  внутренней  стороны  ея,  огибаетъ  одинъ  или  нѣ- 
сколько односвязныхъ  или  многоевязныхъ  многоугольниковъ.  Въ 
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виду  теоремы  13  Ь,  многоугольники,  огибаемые  такимъ  образомъ 
ломанными,  не  имѣютъ  общихъ  точекъ. 

Теорема  15.  Положимъ , что  въ  пространствѣ  Q8  въ  одной 
плоскости  расположены  нѣсколько  односвязныхъ  или  многосвязныхъ 
многоугольниковъ , не  имѣюгцихъ  общихъ  точекъ. 

a)  Если  лучъ , расположенный  въ  этой  плоскости , выходитъ 
изъ  точки , не  принадлежащей  ни  одному  многоугольнику , то  онъ 
пересѣкаетъ  совокупность  периферій  всѣхъ  многоугольниковъ  четное 
число  разъ . 

b)  Если  же  онъ  выходитъ  изъ  точки , расположенной  внутри 
одного  изъ  многоугольниковъ , торнъ  пересѣкаетъ  ихъ  периферіи  нечет- 
ное число  разъ. 

c)  Если  вершина  луча , расположеннаго  въ  плоскости  много- 
угольниковъ,, не  принадлежитъ  ихъ  периферіямъ  и лучъ  пересѣкаете 
совокупность  периферій  четное  число  разъ , то  вершина  лежитъ 
внѣ  всѣхъ  этихъ  многоугольниковъ. 

d ) Если  же  онъ  пересѣкаетъ  периферіи  нечетное  число  разъ , 
то  вершина  лежитъ  внутри  одного  изъ  многоугольниковъ. 

Доказательство,  а)  Это  слѣдуетъ  изъ  того,  что  лучъ  пере- 
сѣкаетъ четное  число  разъ  периферію  каждаго  многоугольника. 

Ь)  Это  слѣдуетъ  изъ  того,  что  лучъ  пересѣкаетъ  нечетное 
число  разъ  периферію  того  многоугольника,  внутри  котораго 
лежитъ  его  вершина, — и четное  число  разъ  периферію  каждаго 
изъ  остальныхъ  многоугольниковъ. 

Теоремы  с)  и d ) доказываются  отъ  противнаго. 


ГЛАВА  XL. 

Дѣленіе  пространства  плоскостью. 

Теорема  1.  Какъ  бы  ни  были  расположены  три  точки 
А , Ь*,  С въ  пространствѣ  й8,  плоскость , не  содержаіцая  ни  одной 
изъ  нихъ , либо  не  встрѣчаетъ  ни  одного  изъ  отрѣзковъ  АВ , ВС  и 
САУ  либо  встрѣчаетъ  два  и только  два  изъ  нихъ. 

Доказательство.  Пусть  Q будетъ  плоскость,  проходящая 
черезъ  точки  Л,  В и С (любая  изъ  этихъ  плоскостей,  если 
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трп  точки  лежатъ  на  одной  прямой  (теор.  17  гл.  XXV)).  Если 
данная  плоскость  не  встрѣчаетъ  плоскости  Q,  то  она  не  встрѣ- 
чаетъ нп  одного  пзъ  отрѣзковъ  АВ , ВС  и СА.  Если  же  она 
встрѣчаетъ  плоскость  по  прямой  MN  (теор.  14  гл.  XXV),  то 
она  встрѣчаетъ  эти  отрѣзки  въ  тѣхъ  и только  въ  тѣхъ  точкахъ, 
въ  которыхъ  пхъ  встрѣчаетъ  прямая  MN.  Наша  теорема  при- 
водится такимъ  образомъ  къ  теоремѣ  4 гл.  XXIV. 

Опредѣленіе  1.  Если  точки  А и В въ  пространствѣ  Q8  не 
принадлежатъ  плоскости  Q и отрѣзокъ  АВ  этой  плоскости  не 
встрѣчаетъ,  то  мы  будемъ  говорить,  что  точки  А и В распо- 
ложены по  одну  сторону  плоскости  Q.  Если  же  при  тѣхъ  же 
условіяхъ  отрѣзокъ  А В встрѣчаетъ  плоскость  Q,  то  мы  будемъ 
говорить,  что  точки  А и В расположены  по  разныя  стороны  пло- 
скости Q. 

Теорема  2.  Если  точки  А и А'  въ  пространствѣ  Qs  распо- 
ложены по  разныя  стороны  плоскости  Q , а точка  В лежитъ  съ 
А по  одну  сторону  плоскости  Q , то  съ  А'  она  лежитъ  по  разныя 
стороны  ея. 

Теорема  3 Если  точки  А и А'  въ  пространствѣ  Qs  рас- 
положены по  разныя  стороны  плоскости  Q , а точки  В и А' 
также  лежатъ  по  разныя  стороны  ея , то  точки  А и В ле- 
жатъ по  одну  сторону  плоскости  Q. 

Теорема  4 Если  три  точки  А,  А ' и А"  въ  пространствѣ 
Q8  расположены  такимъ  образомъ , что  точки  А'  и А " лежатъ  съ 
А по  одну  сторону  плоскости  Q , то  точки  А'  и А п также  ле- 
жатъ по  одну  сторону  ея. 

Теорема  5.  Если  точка  А въ  пространствѣ  Q8  не  лежитъ 
на  плоскости  Q,  то  въ  пространствѣ  имѣются  какъ  точки , рас- 
положенныя съ  А по  одну  сторону  плоскости  Q,  такъ  и точки , 
расположенныя  съ  А по  разныя  стороны  этой  плоскости. 

Теорема  6.  Всѣ  точки  въ  пространствѣ  Q8,  не  принадле- 
жащія нѣкоторой  плоскости  Q,  могутъ  бытъ  раздѣлены  на  двѣ 
категоріи  такъ , что  любыя  двѣ  точки  одной  и той-же  категоріи 
расположены  по  одну  сторону  плоскости  Q , а любыя  двѣ  точки , 
изъ  которыхъ  одна  принадлежитъ  одной , а другая  другой  кате- 
горіи, лежатъ  по  разныя  стороны  этой  плоскости.  Такое  дѣленіе 
можетъ  бытъ  произведено  только  однимъ  способомъ. 
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Доказательства  всѣхъ  этихъ  теоремъ  вполнѣ  аналогичны 
доказательствамъ  соотвѣтствующихъ  теоремъ  6 — 10  главы 

XXIV. 

Опредѣленіе  2.  Тѣ  двѣ  категоріи  точекъ,  на  которыя  пло- 
скость въ  пространствѣ  Qg,  согласно  предыдущей  теоремѣ,  дѣ- 
литъ остальныя  точки  пространства,  мы  будемъ  называть  сто- 
ронами пространства  относительно  этой  плоскости.  Придержи- 
ваясь этой  терминологіи,  мы  можемъ  Формулировать  предыдущее 
предложеніе  слѣдующимъ  образомъ : 

Теорема  7.  Каждая  плоскость  Q въ  пространствѣ  Q8  дѣ- 
лите остальныя  точки  пространства  па  двѣ  стороны.  Отрѣзокъ, 
соединяющій  двѣ  точки  одной  и той  же  стороны , не  встрѣчаетъ 
плоскости  Q \ отрѣзокъ  же , который  соединяетъ  двѣ  точки , при- 
надлежаѵЛіія  различнымъ  сторонамъ , встрѣчаетъ  эту  плоскость. 

Теорема  8.  Всякая  прямая  въ  пространствѣ  Qb.  встрѣ- 
чающая плоскость  Q въ  одной  точкѣ  О,  переходитъ  при  этомъ 
съ  одной  стороны  плоскости  на  другую.  Это  значитъ : двѣ  сто- 
роны прямой  относительно  точки  О принадлежатъ — одна  одной 
сторонѣ  пространства  относительно  плоскости  Q,  другая  другой 
сторонѣ. 

Доказательство  аналогично  доказательству  теоремы  12 
гл.  XXIV. 

Теорема  9.  Если  двѣ  плоскости  Р и Q имѣютъ  общую  пря- 
мую MN , но  не  совпадаютъ , то  каждая  плоскость  по  общей  пря- 
мой переходитъ  съ  одной  стороны  второй  плоскости  на  другую. 
Это  значитъ : двѣ  стороны  каждой  плоскости  относительно  пря- 
мой MN  принадлежатъ  — одна  одной  сторонѣ  пространства  отно- 
сительно второй  плоскости , другая — другой  сторонѣ. 

Доказательство.  Двѣ  плоскости  не  имѣютъ,  помимо  пря- 
мой MN,  общихъ  точекъ.  Если  К и L суть  двѣ  точки,  принад- 
лежащія одной  сторонѣ  плоскости  Р относительно  прямой  іШѴ, 
то  отрѣзокъ  KL  не  встрѣчаетъ  этой  прямой,  а потому  не  встрѣ- 
чаетъ и плоскости  Q.  Точки  К и L расположены,  стало  быть, 
по  одну  сторону  плоскости  Q.  Если  точки  К и L расположены 
въ  плоскости  Р по  разныя  стороны  прямой  MN , то  отрѣзокъ 
KL  встрѣчаетъ  прямую  MN,  а стало  быть,  и плоскость  Q \ точки 
К п L лежатъ,  слѣдовательно,  по  разныя  стороны  плоскости  Q. 


Гл.  XL. 


518 


Опредѣленіе  3.  Имѣя  это  въ  виду,  мы  будемъ  говорить, 
когда  двѣ  плоскости  имѣютъ  общую  прямую,  но  не  совпадаютъ, 
что  онѣ  пересѣкаются  по  этой  прямой. 

Опредѣленіе  4.  Геометрическое  мѣсто  въ  пространствѣ  Q8, 
состоящее  изъ  нѣкоторой  плоскости  Q и одной  стороны  про- 
странства относительно  этой  плоскости,  мы  [будемъ  называть 
полупространствомъ : плоскость  Q мы  будемъ  называть  гранью 
полупространства,  а остальныя  его  точки-- внутренними  точками 
полупространства. 

Въ  этой  терминологіи  теорема  9 можетъ  быть  выражена 
слѣдующимъ  образомъ  : 

Теорема  10.  Каждая  плоскость  въ  [пространствѣ  Q8  дѣ- 
литъ  ею  на  два  полупространства , имѣющія  эту  плоскость  об- 
щей гранью. 

Опредѣленіе  5.  Относительно  двухъ  полупространствъ, 
на  которыя  одна  и та  же  плоскость,  согласно  предыдущей  тео- 
ремѣ, дѣлитъ  пространство,  мы  будемъ  говорить,  что  они  со- 
ставляютъ продолженія  другъ  друга. 

Теорема  11.  Каждому  полупространству  въ  пространствѣ 
Q8  отвѣчаетъ  одно  и только  одно  полупространство , составляю- 
щее его  продолженіе. 

Доказательство.  Это  будетъ  то  полупространство,  которое 
образовано  тою  же  гранью  и другой  стороной  пространства  от- 
носительно нея. 

Опредѣленіе  6.  Полупространство,  въ  которомъ  плоскость 
^4ВС  служитъ  гранью,  а D есть  внутренняя  точка,  мы  будемъ 
называть  полу  пространствомъ  А BCD. 

Теорема  12.  Если  въ  пространствѣ  Q8  D'  есть  внутренняя 
точка  полупространства  А BCD,  то  полупространство  ABCD ' 
совпадаетъ  съ  полупространствомъ  ABCD. 

Доказательство.  Это  непосредственно  вытекаетъ  изъ  тео- 
ремы 10. 

Теорема  13.  а)  Если  точка  М въ  пространствѣ  й8  есть  внут- 
ренняя точка  полупространства  ABCD,  а точка  N лежитъ  съ 
нею  по  одну  сторону  плоскости  АВС , то  она  также  лежитъ 
внутри  полупространства  ABCD. 
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Ь)  Если  же  при  тѣх ъ же  прочихъ  условіяхъ  точки  М и 
У лежатъ  по  разныя  стороны  плоскости  ЛВС , то  точка  У ле- 
житъ внутри  полупространства , составляющаго  продолженіе  полу- 
пространства ABCD. 

Доказательство  вполнѣ  аналогично  доказательству  теоремы 
18  гл.  ХХІУ. 

Теорема  14.  а)  Если  въ  пространствѣ  Q8  двѣ  точки  М и 
У принадлежатъ  полупространству  ABCD , то  и весь  отрѣзокъ 
принадлежитъ  этому  полупространству . 

b ) Если  при  этомъ  точки  М и N лежатъ  внутри  полупро 
странства , то  и весь  отрѣзокъ  MN  лежитъ  внутри  полупро 
странства. 

c)  Если  точка  М лежитъ  на  грани  полупространства , а 
точка  У внутри  его , то  всѣ  точки  отрѣзка , кромѣ  М , располо- 
жены внутри  полупространства. 

Доказательство.  Ь)  Точки  М и N лежатъ  по  одну  сторону 
плоскости  АВС , т.  е.  отрѣзокъ  MN  не  встрѣчаетъ  плоскости. 
Если  поэтому  точка  Р лежитъ  внутри  отрѣзка  MN , то  она  рас- 
положена съ  М и У по  одну  сторону  плоскости  АВС , т.  е ле- 
житъ внутри  полупространства  ABCD  (теор.  13  а). 

с)  Если  точка  М лежитъ  на  плоскости  АВС , а точка  У 
внутри  полупространства  ABCD , и Р есть  внутренняя  точка  от- 
рѣзка МУ,  то  отрѣзокъ  РУ  плоскости  уже  не  встрѣчаетъ ; точки 
Р и У лежатъ  поэтому  внутри  полупространства  ABCD  (теор. 
13  а). 

а)  Если  къ  сказанному  прибавимъ,  что  отрѣзокъ  МУ  ле- 
житъ весь  на  грани  АВС  полупространства,  если  на  ней  ле- 
жатъ точки  М и У,  то  теорема  а ) также  будетъ  доказана  сполна. 

Теорема  15.  Если  вершина  О луча  ОМ  въ  пространствѣ  Q8 
лежитъ  на  грани  полупространства  ABCD , а внутренняя  его 
точка  М принадлежитъ  этому  полупространству , то  весь  лучъ 
принадлежитъ  полупространству  ABCD.  Если  же  точка  М ле- 
житъ внутри  полупростанства  ABCD,  то  всѣ  внутреннія  точки 
луча  лежатъ  внутри  полупространства . 

Доказательство.  Ом.  доказательство  теор  19  гл.  XXIV. 

Теорема  16.  Если  въ  пространствѣ  Q8  вершина  О луча  ОМ 
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лежитъ  на  грани  АВС  полупространства  ABCD , а самый  лучъ 
весь  лежитъ  въ  томъ  же  полупространствѣ , то  продолженіе  ОМ' 
луча  ОМ  лежитъ  въ  [ полупространствѣ  ABCD',  составляющемъ 
продолженіе  полупространства  А BCD . 

Ь)  Если  при  этомъ  лучъ  ОМ  не  лежитъ  на  грани  полупро- 
странства, то  всѣ  внутреннія  точки  луча  ОМ'  лежатъ  внутри 
полупространства  ABCD \ 

Доказательство.  См.  доказательство  теор.  20  гл.  XXIV. 

Теорема  17.  а)  Если  ребро  MN  полуплоскости  MNP  въ 
пространствѣ  Q8  лежитъ  на  грани  АВС  полупространства  ABCD , 
а какая  либо  внутренняя  точка  Р полуплоскости  принадлежитъ 
тому-же  полупространству , то  полуплоскость  MNP  принадле- 
житъ цѣликомъ  полупространству  ABCD. 

Ъ)  Если  при  этомъ  какая  либо  внутренняя  точка  полупло- 
скости расположена  внутри  полупространства , то  всѣ  внутрен- 
нія точки  полуплоскости  MNP  лежатъ  внутри  полупростран- 
ства ABCD. 

Теорема  18.  а)  Если  ребро  MN  полуплоскости  MNP  въ 
пространствѣ  Q8  лежитъ  на  грани  АВС  полупространства  ABCD 
и если  при  этомъ  вся  полуплоскость  MNP  принадлежитъ  полу- 
пространству ABCD , то  полуплоскость  MNP',  составляющая 
продолженіе  полуплоскости  MNP , принадлежитъ  цѣликомъ  полу- 
пространству ABCD',  составляющему  продолженіе  полупростран- 
ства ABCD. 

Ь)  Если  при  этомъ  полуплоскость  MNP  не  лежитъ  цѣли- 
комъ на  грани  полупространства , то  всѣ  внутреннія  точки  полу- 
плоскости MNP’  лежатъ  внутри  полу  пространства  А BCD'. 

Доказательства  этихъ  двухъ  теоремъ  вполнѣ  аналогичны 
доказательствамъ  двухъ  предыдущихъ  теоремъ.  Можно  также 
и вести  доказательство  такъ,  чтобы  оно  основывалось  на  этихъ 
теоремахъ. 

Теорема  19.  Если  прямая  ( или  лучъ ) MN  въ  пространствѣ 
Q8  имѣетъ  общую  точку  съ  полупространствомъ  ABCD  и не  встрѣ- 
чаетъ его  грани , то  всѣ  ея  (его)  точки  лежатъ  внутри  полупро- 
странства (Док.  аналог,  теор.  21  гл.  XXIV). 
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Теорема  20.  Если  плоскость  или  полуплоскость  MNP  имѣ- 
етъ съ  полупространствомъ  ABCD  общую  точку  и не  встрѣчаетъ 
ею  грани , то  она  расположена  цѣликомъ  внутри  полупространства 
ABCD. 

Доказательство  опирается  на  предыдущую  теорему. 

Теорема  21.  Если  прямая  MN  въ  пространствѣ  Q8  имѣетъ 
съ  полупространствомъ  ABCD  общую  точку  О,  то  по  крайней 
мѣрѣ  одинъ  изъ  лучей , на  которые  точка  О дѣлитъ  прямую  MN , 
расположенъ  весь  въ  полупространствѣ  ABCD. 

Доказательство.  Если  прямая  вовсе  не  встрѣчаетъ  ребра, 
то  она  принадлежитъ  полупространству  цѣликомъ  (теор.  19). 
То  же  имѣетъ  мѣсто,  если  прямая  лежитъ  цѣликомъ  на  грани 
полупространства.  Намъ  остается  только  разсмотрѣть  тотъ  слу- 
чай, когда  прямая  встрѣчаетъ  грань  въ  одной  точкѣ  М.  Если 
точка  М не  совпадаетъ  съ  О,  то  одинъ  изъ  двухъ  лучей,  на 
которые  точка  О дѣлитъ  прямую,  принадлежитъ  цѣликомъ  полу- 
пространству (теор.  19).  Если  же  точка  М совпадаетъ  съ  точ- 
кой О,  то  тотъ  же  выводъ  вытекаетъ  изъ  теоремы  16. 

Теорема  22.  Черезъ  каждую  точку  А на  грани  полупро- 
странства ABCD  проходитъ  одинъ  и только  одинъ  лучъ , перпенди- 
кулярный къ  грани  АВС  и расположенный  въ  полупространствѣ 
ABCD. 

Доказательство.  Согласно  теоремѣ  13  гл.  XXV,  черезъ 
точку  А проходитъ  одна  и только  одна  прямая  AM , перпенди- 
кулярная къ  плоскости  АВС . Лучъ,  перпендикулярный  къ  пло- 
скости АВС  въ  точкѣ  А долженъ  принадлежать  прямой  AM. 
Точка  А дѣлитъ  прямую  AM  на  два  луча,  изъ  которыхъ  одинъ 
и только  одинъ  принадлежитъ  полупространству  ABCD  (теор. 
21  и 16). 

Теорема  23.  Положимъ , что  движеніе  S въ  пространствѣ  Q8 
приводитъ  плоскость  Q и точки  С и D,  ей  не  принадлежащія , 
въ  совмѣщеніе  съ  плоскостью  Q'  и точками  Cf  и D’. 

a)  Если  точки  С и D расположены  по  разныя  стороны 
плоскости  Q,  то  точки  Сг  и D ' расположены  по  разныя  стороны 
плоскости  Q1. 

b)  Если  точки  С и D расположены  по  одну  сторону  пло- 
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скости  Q,  то  точки  С и В ’ 'расположены  по  одну  сторону  пло- 
скости Q'. 

c)  Если  точки  С ’ и D’  расположены  по  разныя  стороны  пло- 
скости Q',  то  точки  С и D расположены  по  разныя  стороны  пло- 
скости Q. 

d)  Если  точки  С ’ и В’  расположены  по  одну  сторону  пло- 
кости  Q',  то  точки  С и D лежатъ  по  одну  сторону  плоскости  Q. 

Доказательство  вполнѣ  аналогично  доказательству  тео- 
ремы 28  гл.  XXIV. 

Теорема  24.  Если  плоскость  АВС  и точка  D , внѣ  ея  лежа- 
щая, въ  пространствѣ  Q8  приходятъ  соотвѣтственно  въ  совмѣщеніе 
съ  плоскостью  А'В’С 1 и точкой  В’,  то  полупространство  ABCD 
совмѣщается  съ  полупространствомъ  А’В’С’В’  (см.  теор.  29  гл. 
XXIV). 

Теорема  25.  Если  нѣкоторое  движеніе  S въ  пространствѣ^ 
совмѣщаетъ  полупространство  ABCD  съ  полупространствомъ 
А’В’С' В\  то  при  этомъ  гранъ  АВС  приходитъ  въ  совмѣщеніе  съ 
гранью  А'В'С  второго  полупространства. 

Доказательство  можно  провести  вполнѣ  аналогично  дока- 
зательству теоремы  30  гл.  XXIV.  Проще,  однако,  вести  его  слѣ- 
дующимъ образомъ.  Если  точка  К 1 лежитъ  внутри  полупро- 
странства А'В'С’ В1,  то  всѣ  точки,  отстоящія  отъ  К’  на  раз 
стояніе,  меньшее  длины  перпендикуляра  г,  опущеннаго  изъ  точки 
К ' на  плоскость  А'В'С,  лежатъ  внутри  полупространства  А’В'С  В' 
(теор  13  а).  Еслибы  движеніе  S совмѣстило  съ  точкой  К'  точку  К, 
принадлежащую  грани  АВС  полупространства  А’В'С,  то  всѣ 
точки,  отстоящія  отъ  К на  разстояніе,  меньшее  г,  пришли  бы 
въ  совмѣщеніе  съ  точками,  лежащими  внутри  полупространства 
А’В'С  В’.  Но  такъ  какъ,  въ  силу  теоремы  16  Ъ,  сколь  угодно 
близко  къ  точкѣ  К имѣются  точки,  не  принадлежащія  полупро- 
странству АВСВ,  то  движеніе  S совмѣстило  бы  съ  точками 
полупространства  А’В’СВ’  точки,  не  принадлежащія  полу- 
пространству АВСВ . 

Движеніе  S совмѣщаетъ  поэтому  точки  плоскости  АВС  съ 
точками  плоскости  А’В’С,  а потому  совмѣщаетъ  плоскость  А ВС 
съ  плоскостью  А’В’С  (теор  24  гл.  XXIV). 
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Теорема  26.  Пустъ  ABCD  и АВС1 У будутъ  два  полупро . 
странства , «а  которыя  плоскость  АВС  дѣлитъ  пространство 
(Qo).  Если  нѣкоторое  движеніе  S приводитъ  гранъ  АХВХСХ  полу- 
пространства A^BXC1D1  въ  совмѣщеніе  съ  плоскостью  АВСЛ  то 
оно  совмѣщаетъ  полупространство  A1BXC1D1  либо  съ  полупро- 
странствомъ ABCD , либо  съ  полупространствомъ  ABCD'. 

Доказательство.  Если  движеніе  S приводитъ  точку  Dt  въ 
совмѣщеніе  съ  точкой,  принадлежащей  полупространству  ABCD, 
то  оно  совмѣщаетъ  полупространство  AlBxC1Dt  съ  полупро- 
странствомъ ABCD.  Въ  противномъ  случаѣ  оно  совмѣщаетъ  его 
съ  полупространствомъ  ABCD'  (теор.  24). 

Теорема  27.  Если  нѣкоторое  движеніе  S въ  пространствѣ  Йѳ 
приводитъ  полупространство  ABCD  въ  совмѣщеніе  съ  полупро- 
странствомъ A'B'C'D если  при  этомъ  точка  О на  грани  перваго 
полупространства  совмѣщается  съ  точкой  О ' на  грани  второго 
полупространства , то  лучъ  ОМ,  проходящій  въ  первомъ  полупро- 
странствѣ перпендикулярно  къ  грани  АВС , совмѣстится  съ  лу- 
чемъ  О'М',  проходящимъ  во  второмъ  полупространствѣ  перпенди- 
кулярно къ  грани  А'В'С. 

Доказательство  Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  тео- 
ремы 22  и теоремы  23  а гл.  XXII. 

Теорема  2В.  Въ  пространствѣ  Q8  всякое  полупространство 
можетъ  бытъ  приведено  въ  совмѣщеніе  съ  любымъ  полупростран- 
ствомъ A'B'C'D'  такимъ  образомъ 5 чтобы  любая  полуплоскость 
JBC,  принадлежащая  грани  перваго  полупространства , пришла 
въ  совмѣщеніе  съ  любой  полуплоскостью  А'В'С , принадлежащей 
грани  второю  полупространства , и чтобы  любая  точка  А на  ребрѣ 
полуплоскости  АВС  пришла  въ  совмѣщеніе  съ  любой  точкой 
А'  на  ребрѣ  полуплоскости  А'В'С. 

Доказательство.  Изъ  точки  А въ  полуплоскости  АВС  про- 
ведемъ лучъ  НС1),  перпендикулярный  къ  прямой  А В (теор.  4 
гл.  XXV),  а въ  полупространствѣ  ABCD  лучъ  НО,  перпен- 


*)  То  обстоятельство,  что  мы  пользуемся  для  упрощенія  вторично 
буквою  С,  а ниже  буквою  D безъ  надлежащаго  обоснованія,  конечно,  не  вы- 
зоветъ затрудненія. 
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дикулярный  къ  плоскости  АВС  (теор.  22).  Такимъ  же  образомъ 
изъ  точки  А проведемъ  въ  полуплоскости  А'В'С'  лучъ  АС,  пер- 
пендикулярный къ  прямой  АВ',и  въ  полупространствѣ  АВ'СВ' 
лучъ  АВ\  перпендикулярный  къ  плоскости  А'В'С’.  Прямой 
уголъ  ВАС  совмѣстимъ  съ  прямымъ  угломъ  В' АС.  Такъ  какъ 
при  этомъ  прямая  АВ  совмѣстится  съ  прямой  А'В\  то  перпен- 
дикулярныя къ  нимъ  плоскости  АВС  и А'В'С  также  совмѣ- 
стятся (теор.  5 гл.  XXV  и теор.  23  а гл.  XXII).  Прямыя  АВ 
и АВ’,  перпендикулярныя  къ  совпавшимъ  прямымъ  АС  и АС 
въ  совпавшихъ  плоскостяхъ,  таійке  совмѣстятся.,  Отсюда  слѣ- 
дуетъ, что  полуплоскость  АВС  совмѣстится  съ  полуплоскостью 
А В' С (теор.  29  гл.  XXIV)  и полупространство  АВСВ  совмѣ- 
стится съ  полупространствомъ  АВ'С В'  (теор.  24). 

Теорема  29.  Если  движеніе  S въ  пространствѣ  Q8  совмѣ- 
щаетъ полупространства  АВСВ  и А В' С В',  то  оно  совмѣщаетъ 
также  ихъ  продолженія  (см.  док  теор.  31  гл.  XXIV). 

Теорема  30.  Если  движеніе  S въ  пространствѣ  Qg  совмѣ - 
щаетъ  полупространство  АВСВ  съ  самимъ  собой  и всѣ  точки , ле- 
жащія на  его  грани , остаются  при  этомъ  въ  покоѣ,  то  движеніе 
S оставляетъ  въ  покоѣ  все  пространство. 

Доказательство.  Пусть  Е будетъ  произвольная  внутрен- 
няя точка  полупространства  ; положимъ,  что  движеніе  S приво- 
дитъ ее  въ  совмѣщеніе  съ  точкой  Е' . Черезъ  точки  Е , Е'  и произ- 
вольную точку  К на  грани  АВС  проведемъ  плоскость.  Если  ока- 
жется возможнымъ  провести  безчисленное  множество  такихъ  пло- 
скостей (чтб  можетъ  имѣть  мѣсто,  когда  точки  К,  Е и Е'  рас- 
положены на  одной  прямой  или  когда  точки  Ей  Е'  совпадаютъ), 
то  мы  выберемъ  одну  изъ  нихъ  совершенно  произвольно.  Пусть 
KL  будетъ  прямая,  по  которой  эта  плоскость  пересѣкаетъ  пло- 
скость АВС.  Такъ  какъ  точки  Е и Е расположены  по  одну 
сторону  плоскости  АВС,  то  отрѣзокъ  ЕЕ  не  встрѣчаетъ  пря- 
мой KL\  точка  Е'  принадлежитъ  поэтому  полуплоскости  KLE. 

Съ  другой  стороны,  движеніе  S оставляетъ  прямую  KL  въ 
покоѣ.  Поэтому  она  совмѣщаетъ  полуплоскость  KLE  съ  полу- 
плоскостью KLE',  т.  е.  съ  самою  собой  (теор.  29  гл.  XXI V).  Въ 
силу  теоремы  21  гл.  XV,  отсюда  слѣдуетъ,  что  вся  полуплоскость 
остается  въ  покоѣ  • слѣдовательно,  остается  въ  покоѣ  и точка  Е. 
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Такъ  какъ  движеніе  S совмѣщаетъ  съ  самимъ  собой  также 
полупространство  ЛВСІ)Х,  которое  составляетъ  продолженіе  полу- 
пространства  ABCD  (теор.  29),  то  мы  можемъ  такимъ  же  обра- 
зомъ доказать,  что  и всѣ  точки,  принадлежащія  полупростран- 
ству ABCD j,  остаются  въ  покоѣ. 

Теорема  31.  Если  движеніе  S въ  пространствѣ  Q8  остав- 
ляетъ въ  покоѣ  четыре  точки  Л,  В,  С,  D,  не  лежаѵн/ія  въ  одной 
плоскости , то  оно  оставляетъ  въ  покоѣ  все  пространство. 

Доказательство.  Такъ  какъ  точки  і,  В,  С и D не  лежатъ 
въ  одной  плоскости,  то  окѣ  не  расположены  и на  одной  пря- 
мой. Пусть  і,  В и С будутъ  три  изъ  этихъ  точекъ,  не  распо- 
ложенныя на  одной  прямой.  Согласно  теоремѣ  27  гл.  XXIV, 
движеніе  $ оставляетъ  въ  покоѣ  плоскость  АВС , а вмѣстѣ  съ 
тѣмъ,  въ  виду  теоремы  24,  совмѣщаетъ  полупространство  ABCD 
съ  самимъ  собой.  Оно  оставляетъ  поэтому,  согласно  предыду- 
щей теоремѣ,  все  пространство  въ  покоѣ. 

Теорема  32.  Если  нѣкоторое  движеніе  S въ  пространствѣ  Qs 
оставляетъ  въ  покоѣ  нѣкоторую  плоскость  АВС , то  оно  либо 
оставляетъ  въ  покоѣ  все  пространство , либо  замѣщаетъ  другъ  дру- 
гомъ два  полупространства  ABCD  и ABCD\  на  которыя  пло- 
скость АВС  дѣлитъ  пространство. 

Доказательство.  Если  движеніе  S приводитъ  нѣкоторую 
внутреннюю  точку  D полупространства  ABCD  въ  совмѣщеніе 
съ  точкой  того-же  полупространства,  то  оно  совмѣщаетъ  полу- 
пространство ABCD  съ  самимъ  собой  (теор.  24)  и,  въ  силу 
теоремы  30,  оставляетъ  въ  покоѣ  все  пространство.  Если  же 
оно  совмѣщаетъ  точку  D съ  точкой  D\  принадлежащей  полу- 
пространству ABCD\  то  оно  совмѣщаетъ  полупространство  ABCD 
съ  полупространствомъ  ABCD1  ^теор.  24)-—  и обратно  (теор.  29). 

Опредѣленіе  7.  Если  въ  пространствѣ  существуетъ 
движеніе,  оставляющее  въ  покоѣ  плоскость  АВС  и замѣщаю- 
щее другъ  другомъ  тѣ  полупространства,  на  которыя  плоскость 
АВС  дѣлитъ  пространство,  то  мы  будемъ  это  движеніе  называть 
симметричнымъ  перемѣгценіемъ  пространства  относительно  пло- 
скости АВС. 

Теорема  33.  Въ  пространствѣ  Q8  каждому  движенію  отвѣ- 
чаетъ обратное  движеніе. 


Гл.  XL. 


526 


Доказательство.  Пусть  Л,  В и С будутъ  трл  точки,  не  ле- 
жащія на  одной  прямой,  В и ГУ  двѣ  точки,  расположенныя  по 
равныя  стороны  плоскости  АВС.  Пусть  А р Bt,Ct,  Вх  и В\  будутъ 
точки,  съ  которыми  движеніе  S совмѣщаетъ  точки  А,  В, С,  В и D'. 
Движеніе  S совмѣщаетъ,  слѣдовательно,  полупространства  АВСВ  и 
АВСВ'  съ  полупространствами  AiB1C1Dx  и А^^В^.  Пусть  S' 
будетъ  движеніе,  обратное  S относительно  плоскости  АВС  (теор. 
25  гл.  XXIV).  Это  движеніе  совмѣщаетъ  плоскость  A1BlCt 
съ  плоскостью  АВС.  Согласно  теоремѣ  26,  здѣсь  могутъ  пред- 
ставиться два  случая,  которые  мы  разсмотримъ  отдѣльно. 

а)  Движеніе  S совмѣщаетъ  полупространство  A1B1C1D1  съ 
полупространствомъ  АВСВ.  Въ  такомъ  случаѣ  движеніе  SS' 
оставляетъ  плоскость  АВС  въ  покоѣ  (теор.  11  гл.  II)  и совмѣ- 
щаетъ полупространство  АВСВ  съ  самимъ  собой.  Поэтому  оно 
оставляетъ  все  пространство  въ  покоѣ  (теор.  30)  и,  слѣдова- 
тельно, S'  есть  движеніе,  обратное  S (теор.  4 гл.  XIV  и теор.  12 
гл.  II). 

б)  Движеніе  S'  совмѣщаетъ  полупространство  A1B1CxDt  съ 
полупространствомъ  АВСВ'.  Въ  этомъ  случаѣ  движеніе  SS'  (кото- 
рое мы  будемъ  обозначать  буквой  Т)  совмѣщаетъ  полупространство 
АВСВ  съ  полупространствомъ  АВСВ'  и оставляетъ  плоскость 
АВС  въ  покоѣ.  Инымп  словами,  Т есть  симметрическое  перемѣ- 
щеніе пространства  относительно  плоскости  АВС.  Пусть  S"  бу- 
детъ движеніе  S'T.  Движеніе  S'T  совмѣщаетъ  плоскость  AtBtCt 
съ  тѣми  же  точками  плоскости  АВС , что  и движеніе  S' , а полу- 
пространство AlB1ClDl  съ  полупространствомъ  АВСВ.  Мы  на- 
ходимся, слѣдовательно,  въ  условіяхъ  разсмотрѣннаго  уже  слу- 
чая, и S"  есть  движеніе,  обратное  движенію  S. 

Теорема  34.  Если  въ  пространствѣ  Qg  образъ  о въ  простран- 
ствѣ Q8  конгруэнтенъ  образу  г,  то  и образъ  г,  въ  свою  очередь , 
конгруэнтенъ  образу  а. 

Доказательство.  Если  движеніе  S совмѣщаетъ  образъ  а съ' 
образомъ  г,  то  обратное  движеніе  (предыд.  теор.)  совмѣщаетъ  об- 
разъ т съ  образомъ  о. 

Опредѣленіе  8.  Въ  виду  предыдущей  теоремы  мы  будемъ 
въ  подлежащихъ  случаяхъ  говорить:  < образы  а и т конгруэнтны », 
не  указывая,  который  образъ  конгруэнтенъ  другому. 
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Теорема  35.  Если  въ  пространствѣ  Qg  имѣется  симметрии 
ное  перемѣщеніе  S относительно  плоскости  АВС , то  это  дви- 
женіе обратно  самому  себѣ. 

Доказательство.  [Движеніе  S оставляетъ  плоскость  АВС 
въ  покоѣ  и замѣщаетъ  полупространства  ABCD  и ABCD\  соста- 
вляющія продолженія  другъ  друга,  одно  другимъ.  Поэтому  дви- 
женіе SS  также  оставляетъ  плоскость  АВС  въ  покоѣ  и въ  то 
же  время  совмѣщаетъ  полупространство  ABCD  съ  самимъ  собой. 
Поэтому  движеніе  SS  оставляетъ  все  пространство  въ  покоѣ 
(теор.  30)  и S есть  движеніе,  обратное  самому  себѣ  (теор.  12 
гл.  II). 

Теорема  36.  Если  въ  пространствѣ  Qs  полупространствоАВСБ 
приходитъ  въ  совмѣщеніе  съ  полупространствомъ  A'B'C'D'  такимъ 
образомъ , что  опредѣленная  полуплоскость  АВС  на  грани  перваго 
полупространства  приходитъ  въ  совмѣщеніе  съ  опредѣленною  полупло- 
скостью А'В'С  на  ірани  второго  полупространства  и опредѣленный 
лучъ  А В на  ребрѣ  полуплоскости  АВС  приходитъ  въ  совмѣщеніе 
съ  опредѣленнымъ  лучемъ  А'В 1 на  ребрѣ  полуплоскости  А'В'С\  то 
каждая  точка  пространства  приходитъ  въ  совмѣщеніе  съ  одной 
опредѣленной  точкой. 

Доказательство.  Допустимъ,  что  существуютъ  два  движе- 
нія S и S\  воспроизводящія  указанныя  совмѣщенія.  Согласно 
теоремѣ  22  гл.  XXV,  оба  движенія  совмѣщаютъ  каждую  точку 
плоскости  АВС  съ  одной  и той  же  точкой  плоскости  А'В'С'. 
Если  поэтому  движеніе  St  есть  движеніе,  обратное  движенію  £, 
то  движеніе  S'\  замѣняющее  послѣдовательное  производство  дви- 
женій St  и S\  оставляетъ  въ  покоѣ  всѣ  точки  плоскости  А'В'С'. 
Еслибы  поэтому  движеніе  S совмѣщало  нѣкоторую  внутрен- 
нюю точку  D полупространства  ABCD  съ  точкой  D1  полу- 
пространства A'B'C'D’)  а движеніе  S'  приводило  бы  точку  D въ 
другую  точку  D'\  то  движеніе  S"  привело  бы  точку  D'  въ  точку 
D ".  Согласно  теоремѣ  30,  это  не  можетъ  имѣть  мѣста. 

Замѣчаніе.  Доказательство  это  обнаруживаетъ,  что  два  дви- 
женія, производящія  требуемыя  совмѣщенія,  не  могутъ  быть  раз- 
личны (см.  опр.  5 гл  II).  Поэтому  мы  можемъ  Формулировать 
предыдущую  теорему  такъ  : 

Теорема  37.  Въ  пространствѣ  Q8  существуетъ  не  болѣе  одного 
движенія,  совмѣщающаго  опредѣленное  полупространство  ABCD 
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съ  опредѣленнымъ  полупространствомъ  A'B'C'D ' такъ , что  нѣкото- 
рая полуплоскость  АВС  на  грани  перваго  полупространства  при- 
ходитъ въ  совмѣщеніе  съ  опредѣленной  полуплоскостью  А'В'С'  на 
грани  второго  полупространства  и опредѣленный  лучъ  А В на 
ребрѣ  полуплоскости  АВС  приходитъ  въ  совмѣщеніе  съ  опредѣ- 
леннымъ лучемъ  А’  В*  на  ребрѣ  полуплоскости  А'В'С. 

Теорема  38.  Въ  пространствѣ  Q8  не  можетъ  быть  двухъ  раз- 
личныхъ движеній , представляющихъ  собой  симметричныя  пере- 
мѣщенія относительно  одной  и той  же  плоскости . 

Доказательство.  Это  непосредственно  вытекаетъ  изъ  пре 
дыдущѳй  теоремы. 

Теорема  39.  Если  въ  нѣкоторомъ  пространствѣ  Q8  суще- 
ствуетъ симметричное  перемѣщеніе  относительно  одной  пло- 
скости, то  въ  этомъ  пространствѣ  существуетъ  также  сим- 
метричное перемѣщеніе  относительно  всякой  другой  плоскости. 

Доказательство.  Пусть  Т будетъ  симметрическое  перемѣ- 
щеніе пространства  относительно  плоскости  АВС.  Движеніе  Т 
замѣщаетъ,  слѣдовательно,  полупространства  ABCD  и ABCD\ 
составляющія  продолженія  другъ  друга,  одно  другимъ*  Пусть 
А1В1С1  будетъ  произвольная  другая  плоскость,  AtBlC1D1  и 
AxBxCrD\  будутъ  полупространства,  на  которыя  плоскость 
А1В1С1  дѣлитъ  все  пространство.  Наконецъ,  черезъ  S обозна- 
чимъ какое  либо  движеніе,  совмѣщающее  полупространство 
ABCD  съ  полупространствомъ  AlBlC1D1  (теор.  28),  а черезъ  S' 
обратное  ему  движеніе  (теор.  33).  Не  трудно  видѣть,  что  дви- 
женіе Тг,  замѣняющее  послѣдовательное  производство  движеній 
S\  Т и $,  есть  симметрическое  перемѣщеніе  пространства  отно- 
сительно плоскости  Д1Б1С1. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  пусть  будетъ  произвольная  точка 
плоскости  А{ВгС^  •,  пусть  М будетъ  та  точка  плоскости,  которую 
движеніе  S приводитъ  въ  точку  Мѵ  Тогда  движенія  Т и S 
производятъ  слѣдующія  совмѣщенія : 
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(S') 


(Tj 


(«) 


полупр.  AXBXCXDX  полупр.  AxBtCxDx'  точку  Mx 

съ  полупр.  ABCD  съ  полупр.  ABCD'  съ  точкой  М 

полупр.  J.RCD  полупр.  ABCD ' точку  М 

съ  полупр.  ABCD1  съ  полупр.  ABCD  съ  точкой  Л/ 

полупр.  ABCD ' полупр  ABCD  точку  М 

съ  полупр.  AXBXCXD'X  съ  полупр.  yljBiCjDj  съ  точкой  Mj 


Поэтому  движеніе  Т\  замѣняющее  послѣдовательное  произ- 
водство этихъ  движеній,  совмѣщаетъ : 


. СП 


полупр.  AXBXCXD1  полупр.  AXBXCXD\  точку  Мх 
съ  полупр.  AXBXCXD\  съ  полупр.  AXBXCXDX  съ  точкой  Мх 


Такъ  какъ  точка  Мх  выбрана  совершенно  произвольно  въ 
плоскости  АХВХСХ,  то  движеніе  V оставляетъ  всю  эту  плоскость 
въ  покоѣ  и замѣщаетъ  полупространства  AXBXCXDX  и AXBXCXD\ 
другъ  другомъ. 


ГЛАВА  ХТЛ . 

О двугранныхъ  углахъ. 

Опредѣленіе  1.  Если  двѣ  полуплоскости  АВС  и ABD  въ 
пространствѣ  й8  имѣютъ  общее  ребро,  но  не  принадлежатъ 
одной  и той  же  плоскости,  то  мы  будемъ  говорить,  что  онѣ  на- 
клонены другъ  къ  другу. 

Опредѣленіе  2.  Если  полуплоскости  АВС  и ABD  въ  про- 
странствѣ Й8  наклонены  другъ  къ  другу,  и нѣкоторая  точка  М 
лежитъ  какъ  внутри  полупространства  CABD , такъ  и внутри 
полупространства  DBAC , то  мы  будемъ  говорить,  что  точка  М 
расположена  между  полуплоскостями  АВС  и ABD. 

з* 
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Опредѣленіе  3.  Если  двѣ  полуплоскости  АВС  и ABD  съ 
общимъ  ребромъ  наклонены  другъ  къ  другу,  то  геометрическій 
образъ,  состоящій  изъ  этихъ  двухъ  полуплоскостей  и всѣхъ 
точекъ  пространства,  между  ними  расположенныхъ,  мы  будемъ 
называть  двуграннымъ  угломъ  CABD.  Общее  ребро  двухъ  полу- 
плоскостей мы  будемъ  называть  ребромъ  двуграннаго  угла,  а са- 
мыя полуплоскости  его  гранями.  Мы  будемъ  также  иногда  гово- 
рить, что  полуплоскости  АВС  и ABD  образуютъ  двугранный 
уголъ  CABD.  Совокупность  двухъ  граней  мы  будемъ  называть 
поверхностью  двуграннаго  угла*  точку  же,  расположенную  между 
гранями,  мы  будемъ  называть  внутренней  точкой  двуграннаго 
угла. 

Опредѣленіе  4.  Если  двѣ  плоскости  въ  пространствѣ  Q& 
пересѣкаются  по  прямой  АВ , то  четыре  полуплоскости  АВС  и 
ABC,  ABD  и ABD',  на  которыя  прямая  АВ  дѣлитъ  эти  пло- 
скости, даютъ  шесть  паръ  полуплоскостей ; двѣ  пары  не  обра- 
зуютъ двугранныхъ  угловъ,  а остальныя  четыре  пары  обра- 
зуютъ двугранные  углы 

CABD , CABD',  CABD , CABD'. 

Мы  будемъ  это  обстоятельство  выражать  такъ : Деѣ  пере- 
сѣкающіяся плоскости  образуютъ  при  прямой  пересѣченія  четыре 
двугранныхъ  угла. 

Опредѣленіе  5.  Два  другранныхъ  угла  въ  пространствѣ 
й8  мы  будемъ  называть  смежными,  если  они  имѣютъ  общую 
грань,  а остальныя  двѣ  грани  составляютъ  продолженія  другъ 
друга.  Такъ  какъ  смежные  углы  имѣютъ  общую  грань,  то 
ребро  этой  грани  служитъ  общимъ  ребромъ  обоихъ  угловъ. 

Теорема  1.  Каждому  двугранному  углу  въ  пространствѣ  Q8 
отвѣчаютъ  два  и только  два  смежныхъ  съ  нимъ  двугранныхъ  угла. 

Доказательство.  Если  CABD  есть  данный  двугранный 
уголъ,  а АВС  и ABD'  суть  продолженія  полуплоскостей  АВС 
и ABD,  то  смежными  съ  CABD  углами  будутъ  CABD  и CABD'. 

Опредѣленіе  6.  Два  двугранныхъ  угла  въ  пространствѣ 
Qg  мы  будемъ  называть  вертикальными,  если  обѣ  грани  одного 
угла  составляютъ  продолженія  граней  другого  угла. 
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Теорема  2.  Каждому  двугранному  углу  въ  пространствѣ  Q8 
отвѣчаетъ  одинъ  и только  одинъ  вертикальный  съ  нимъ  уголъ. 

Доказательство  аналогично  доказательству  теоремы  1. 

Опредѣленіе  7.  Если  изъ  точки  О на  ребрѣ  А В двугран- 
наго угла  САВВ  проведемъ  въ  граняхъ  угла  лучи  ОК  и OL, 
перпендикулярные  къ  ребру  (теор.  4 гл.  XXV),  то  они  накло- 
нены другъ  къ  другу,  ибо  въ  противномъ  случаѣ  грани  двугран- 
наго угла  были  бы  расположены  въ  одной  плоскости  •,  уголъ 
KOL  мы  будемъ  называть  линейнымъ  угломъ  двуграннаго  угла 
CABD  въ  точкѣ  0 на  ею  ребрѣ.  Мы  всегда  будемъ  называть 
стороны  линейнаго  угла  въ  томъ  же  порядкѣ,  въ  какомъ  мы 
называемъ  соотвѣтствующія  грани  двуграннаго  угла,  т.  е.  если 
мы  будемъ  говорить,  что  KOL  есть  линейный  уголъ  двугран- 
наго угла  САВВ , то  мы  будемъ  разумѣть,  чтд  лучъ  ОК  распо- 
ложенъ въ  грани  АВС,  а лучъ  0L  въ  грани  АВВ. 

Теорема  3.  Линейные  углы  двухъ  смежныхъ  двугранныхъ  угловъ 
въ  общей  точкѣ  на  общемъ  ребрѣ  смежны. 

Доказательство.  Пусть  САВВ  и САВВ ' будутъ  смежные 
двугранные  углы,  такъ  что  полуплоскости  АВВ  и АВВ ' со- 
ставляютъ продолженія  другъ  друга.  Пусть  KOL  будетъ  ли- 
нейный уголъ  двуграннаго  угла  САВВ  въ  точкѣ  О на  ребрѣ 
АВ.  Если  OL'  составляетъ  продолженіе  луча  OL,  то  это  и есть 
лучъ,  перпендикулярный  къ  ребру  АВ  въ  точкѣ  О и располо- 
женный въ  полуплоскости  АВВ ' (теор.  20  гл.  XXIV).  Поэтому 
KOL'  есть  линейный  уголъ  двуграннаго  угла  САВВ'  въ  точкѣ 
О на  ребрѣ  АВ. 

Теорема  4.  Вертикальнымъ  двуграннымъ  угламъ  въ  про- 
странствѣ Q8  въ  общей  точкѣ  на  общемъ  ребрѣ  отвѣчаютъ  вер- 
тикальные линейные  углы. 

Доказательство  аналогично  предыдущему. 

Теорема  5.  Если  въ  пространствѣ  &>8  одинъ  линейный  уголъ 
двуграннаго  угла  прямой , то  и всѣ  его  линейные  углы  прямые. 

Доказательство.  Пусть  АВС  будетъ  прямой  линейный 
уголъ  двуграннаго  угла  въ  точкѣ  В,  а А1В1С1  линейный  уголъ 
того  же  двуграннаго  угла  въ  точкѣ  Bt  на  ребрѣ  ВВГ  Прямая 
АВ,  будучи  перпендикулярна  къ  BBt  п ВС,  перпендикулярна 
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къ  плоскости  BBfi.  Въ  силу  теоремы  26  гл.  XXV,  прямая  В1А1 
также  перпендикулярна  къ  плоскости  BBfi , а потому  перпен- 
дикулярна къ  прямой  Bfit . 

Опредѣленіе  8.  Двугранный  уголъ  въ  пространствѣ  Q8, 
у котораго  линейные  углы  прямые,  называется  прямымъ  дву- 
граннымъ угломъ. 

Теорема  6.  Если  въ  пространствѣ  Q8  одинъ  изъ  двугранныхъ 
угловъ , образуемыхъ  двумя  пересѣкающимися  плоскостями , прямой , 
то  всѣ  четыре  угла  прямые. 

Доказательство.  Изъ  точки  на  прямой  пересѣченія  пло- 
скостей проведемъ  къ  ней  въ  этихъ  плоскостяхъ  перпендику- 
лярныя прямыя.  Четыре  угла,  образуемые  этими  прямыми,  суть 
линейные  углы  двугранныхъ  угловъ,  образуемыхъ  плоскостями. 
Согласно  теоремѣЛ2  гл.  XXII,  если  одинъ  изъ  этихъ  линейныхъ 
угловъ  прямой,  то  всѣ  четыре  угла  прямые. 

Опредѣленіе  9.  Двѣ  пересѣкающіяся  плоскости,  образую- 
щія при  пересѣченіи  прямые  двугранные  углы,  мы  будемъ  на- 
зывать взаимно  перпендикулярными.  Мы  будемъ  также  говорить, 
что  каждая  полуплоскость  при  прямой  пересѣченія  перпендику- 
лярна ко  второй  плоскости  или  даже  къ  ея  полуплоскостямъ  при 
общемъ  ребрѣ. 

Теорема  7.  Если  плоскость  въ  пространствѣ  Q8  проходитъ 
черезъ  прямую , перпендикулярную  къ  другой  плоскости , то  она  пер- 
пендикулярна къ  послѣдней. 

Доказательство  обычное. 

Теорема  8.  Если  прямая  PQ  въ  пространствѣ  Q8  располо- 
жена въ  одной  изъ  двухъ  взаимноперпендикулярныхъ  плоскостей  и 
перпендикулярна  къ  линіи  пересѣченія  ихъ , то  она  перпендику- 
лярна ко  второй  плоскости. 

Доказательство  обычное. 

Теорема  9.  Черезъ  каждую  прямую  PQ  въ  пространствѣ  Q8, 
расположенную  въ  плоскости  PQR , проходитъ  одна  и только  одна 
плоскость , перпендикулярная  къ  PQR. 

Доказательство.  Изъ  любой  точки  Р на  прямой  PQ  про- 
ведемъ перпендикуляръ  PS  къ  плоскости  PQR.  Плоскость 
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согласно  теоремѣ  7,  перпендикулярна  къ  PQR.  Еслибы,  кромѣ 
PQS , черезъ  PQ  проходила  другая  плоскость  PQS\  перпендику- 
лярная къ  PQR , то  прямая  Р$',  проходящая  въ  плоскости  PQS ' 
черезъ  точку  Р перпендикулярно  къ  PQ,  была  бы,  согласно 
теоремѣ  8,  перпендикулярна  къ  плоскости  PQR  • а такъ  какъ 
прямая  PS'  не  совпадала  бы  съ  PS,  то  это  противорѣчило  бы 
теоремѣ  7 гл.  XXV. 

Теорема  10.  Въ  пространствѣ  перпендикуляръ  къ  одной 
изъ  двухъ  взаимно  перпендикулярныхъ  плЬскостей , проходящій  че- 
резъ гпочку , принадлежащую  второй  плоскости , весь  расположенъ 
въ  послѣдней. 

Теорема  11.  Въ  пространствѣ  Q8  двѣ  прямыя , перпендику 
лярныя  къ  одной  и той  же  плоскости , расположены  въ  одной  пло 
скости , перпендикулярной  къ  первой. 

Доказательства  обычныя. 

Теорема  12.  Въ  пространствѣ  -:Q8  всѣ  линейные  углы  одного 
и того  же  двуграннаго  угла  равны  между  собой . 

Доказательство,  Пусть  АВС  и A1BtC1  будутъ  линейные 
углы  двуграннаго  угла  ABBfi  въ  точкахъ  В и Вѵ  Пусть  М 
будетъ  середина  отрѣзка  ВВ^  а LMN  линейный  уголъ  нашего 
двуграннаго  угла  въ  точкѣ  М.  Пусть  5 будетъ  движеніе,  замѣ- 
щающее лучи  ML  и MN  другъ  другомъ  (теор.  4 гл.  XXII). 
Это  движеніе  совмѣщаетъ  плоскость  LMN  съ  самою  собой  (теор. 
23  и 24  гл.  XXIV)  и прямую  ВВІ5  къ  ней  перпендикулярную, 
также  съ  самою  собой  (теор.  23  а гл.  XXII  и теор.  7 гл.  XXV). 
Лучи  МВ  и МВ^'составляютъ  продолженія  другъ  друга  (теор. 
12  d гл.  XI).  Движеніе  S совмѣщаетъ  лучъ  МВ  либо  съ  самимъ 
собой,  либо  съ  его  продолженіемъ  МВ1  (теор.  18  гл.  XVI). 
Эти  два  случая  мы  разсмотримъ  отдѣльно. 

а)  Если  лучъ  МВ  совмѣщается  съ  лучемъ  МВП  то  точка 
В совмѣщается  съ  точкой  Вг  Такъ  какъ  полуплоскость  ВВ^ 
(т.  е одна  грань  угла)  совмѣщается  съ  полуплоскостью  BBtN 
(теор.  29  гл.  XXIV),  то  лучъ  ВА  совмѣщается  съ  лучемъ  ВгСг 
(теор.  20  гл.  XXV).  Такимъ  же  образомъ  покажемъ,  что 
лучъ  ВС  совмѣщается  съ  лучемъ  В1А1.  Отсюда  видно,  что 
L ABC—  L CXBXAX=  L AtBtCt. 
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Ь)  Если  лучъ  МВ  совмѣщается  съ  самимъ  собой,  то  онъ 
остается  въ  покоѣ  (теор.  19  гл.  XIV).  Такъ  какъ  бисеекторъ 
МР  угла  LMN  также  остается  въ  покоѣ  (теор.  11  гл.  XXIX), 
то  вся  плоскость  ВВ,Р  остается  въ  покоѣ  (теор.  27  гл.  XXIV). 
Но  все  пространство  не  остается  въ  покоѣ,  ибо  лучи  ML  и MN 
замѣщаютъ  другъ  друга  •,  слѣдовательно,  S есть  симметричное 
перемѣщеніе  относительно  плоскости  BBtP  (теор.  32  гл.  XL).  Но 
въ  такомъ  случаѣ  въ  нашемъ  пространствѣ  существуетъ  также 
симметричное  перемѣщеніе  Т относительно  плоскости  LMN  (теор. 
39  гл.  XL).  Легко  видѣть,  что  движеніе  ST  замѣщаетъ  лучи  ML 
и MN  другъ  другомъ,  а лучъ  МВ  совмѣщаетъ  съ  лучемъ  МВ± . 
Мы  находимся  такимъ  образомъ  въ  условіяхъ  уже  разсмот- 
рѣннаго случая. 

Теорема  13.  а)  Если  какая  либо  точка  М въ  простран - 
ствѣ  Qg  принадлежитъ  двугранному  углу  ABBfi , то  она  принад- 
лежитъ какъ  полупространству  ABBfi , такъ  и полупростран- 
ству CBtBA. 

Ь)  Если  какая  либо  точка  М въ  пространствѣ  принад- 
лежитъ полупространствамъ  ABBfi  и CBtBA , образующимъ  дву- 
гранный уголъ , то  она  принадлежитъ  этому  двугранному  углу. 

Доказательство,  а)  Если  точка  М лежитъ  внутри  двугран- 
наго угла,  то  она  лежитъ  внутри  обоихъ  названныхъ  полупро- 
странствъ въ  силу  опредѣленія.  Если  точка  М лежитъ  на  ребрѣ 
двуграннаго  угла,  то  она  лежитъ  на  граняхъ  обоихъ  назван- 
ныхъ полупространствъ.  Положимъ  поэтому,  что  точка  М ле- 
житъ внутри  одной  изъ  граней  угла,  скажемъ  внутри  полупло- 
скости ВВХА.  Въ  этомъ  случаѣ  точка  ІИ,  во  первыхъ,  лежитъ 
на  грани  полупространства  ABBfi \ во-вторыхъ,  она  находится 
внутри  полупространства  СВХВА,  ибо  точки  М и J,  располо- 
женныя по  одну  сторону  прямой  ВВѴ  лежатъ  также  по  одну 
сторону  плоскости  СВХВ  (теор.  13  а гл.  XL). 

Ь)  Если  точка  М лежитъ  внутри  обоихъ  полупространствъ, 
то,  согласно  опредѣленію,  она  лежитъ  внутри  двуграннаго  угла. 
Если  она  лежитъ  на  граняхъ  обоихъ  полупространствъ,  то  она  ле- 
житъ на  линіи  ихъ  пересѣченія,  т.  е,  на  ребрѣ  двуграннаго 
угла.  Если,  наконепъ,  она  лежитъ  на  грани  одного  полупро- 
странства (скажемъ  ABBfi)  п внутри  другого,  то  легко  обна- 
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ружить,  что  она  расположена  на  грани  ВВХ А двуграннаго  угла 
Въ  самомъ  дѣлѣ,  такъ  какъ  точки  Ж и А лежатъ  по  одну  сто- 
рону плоскости  BBtC,  то  онѣ  расположены  на  плоскости  ВВ{А 
по  одну  сторону  прямой  Б-Bj. 

Теорема  14.  Положим з,  что  плоскость  АВС  въ  простран - 
ствѣ  й8  пересѣкаетъ  ребро  ВВХ  двуграннаго  угла  АВВХС  въ  точкѣ 
В , а ею  грани  по  лучамъ  ВА  и ВС.  Эти  лучи  наклонены  другъ 
къ  другу. 

a)  Всякая  точка  Ж,  принадлежащая  углу  АВС , принадле- 
житъ также  двугранному  углу  АВВХС. 

b)  Всякая  точка  Ж,  лежащая  внутри  угла  АВС , лежитъ 
также  внутри  двуграннаго  угла. 

c)  Всякая  точка , расположенная  въ  плоскости  АВС  внѣ  угла 
АВС , лежитъ  также  внѣ  двуграннаго  угла. 

а')  Всякая  точка  М въ  плоскости  АВС)  принадлежащая  дву- 
гранному углу  АВВ{С,  принадлежитъ  также  углу  АВС. 

Ъ ')  Точка  Ж,  лежаіцая  въ  плоскости  угла  АВС  внутри  дву- 
граннаго угла , расположена  также  внутри  угла  АВС. 

с')  Точка  Ж,  лежащая  въ  плоскости  угла  АВС  внѣ  двугран- 
наго угла , расположена  также  внѣ  угла  АВС. 

Доказательство.  Ь)  Если  точка  Ж лежитъ  внутри  угла  АВС , 
то  она  расположена  внутри  полуплоскостей  АВС  п СВА.  Такъ 
какъ  точки  Ж и С лежатъ  по  одну  сторону  прямой  J.B,  то  онѣ  рас- 
положены также  по  одну  сторону  плоскости  АВВХ  ; иными  сло- 
вами, точка  Ж лежитъ  внутри  полупространства  ABBfi  (теор. 
13  а гл.  XL).  Такимъ  же  образомъ  обнаружимъ,  что  она  ле- 
житъ также  внутри  полупространства  СВ%ВА\  слѣдовательно, 
она  лежитъ  внутри  двуграннаго  угла  АВВХС. 

а)  Если  къ  этому  прибавимъ,  что  всякая  точка  Ж на  пе- 
риферіи угла  АВС  лежитъ  на  поверхности  двуграннаго  угла,  то 
этимъ  будетъ  доказана  также  теорема  а),  с)  Если,  наконецъ,  точка 
Ж лежитъ  въ  плоскости  АВС  внѣ  угла  АВС , то  она  располо- 
жена по  крайней  мѣрѣ  внѣ  одной  изъ  полуплоскостей  АВС  и 
СВА.  Если  точка  Ж лежитъ,  скажемъ,  внѣ  полуплоскости  АВС , 
то  точка  Ж и С расположены  по  разныя  стороны  прямой  АВ 
(оир.  4 гл.  XXIV),  а потому  и по  разныя  стороны  плоскости 
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АВВХ ; иными  словами,  точка  М лежитъ  внѣ  полупространства 
ABBfi , а слѣдовательно,  и внѣ  двуграннаго  угла  ABBfi. 

Теоремы  а'),  Ь ')  и с')  доказываются  отъ  противнаго. 

Теорема  15.  Каждый  двугранный  уголъ  въ  пространствѣ  Qs 
имѣетъ  внутреннія  точки. 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  преды- 
дущей теоремы,  такъ  какъ  имѣются  точки,  расположенныя  внутри 
прямолинейнаго  угла  АВС. 

Теорема  16.  Въ  пространствѣ  Q8  вершина  М луча  MN  ле- 
житъ на  ребрѣ  ВВХ  двуграннаго  угла  ABBfi. 

a)  Если  внутренняя  точка  N луча  MN  принадлежитъ  двугран- 
ному углу , то  и весь  лучъ  принадлежитъ  двугранному  углу. 

b)  Если  точка  N лежитъ  внутри  двуграннаго  угла , то  всѣ 
внутреннія  точки  луча  лежатъ  внутри  двуграннаго  угла. 

c ) Если  точка  N лежитъ  внѣ  двуграннаго  угла,  то  всѣ  вну- 
треннія точки  луча  лежатъ  внѣ  его. 

Доказательство.  Ъ)  Если  точка  N лежитъ  внутри  двуграннаго 
угла,  т.  е.  внутри  полупространствъ  ABBfi  и CBtBA , то,  въ  силу 
теоремы  15  а гл.  XL,  всѣ  внутреннія  точки  луча  лежатъ  внутри 
этихъ  полупространствъ,  т.  е.  внутри  двуграннаго  угла. 

а)  Если  точка  N принадлежитъ  одной  изъ  граней,  то  и 
лучъ  MN  принадлежитъ  этой  грани  (теор.  20  а гл.  XXIV).  Со- 
вмѣстно съ  предыдущимъ  это  даетъ  полное  доказательство 
теоремы  а). 

с)  Теорема  с)  доказывается  отъ  противнаго  на  основаніи 
теоремы  а). 

Теорема  17.  Въ  пространствѣ  Q8  ребро  полуплоскости  со- 
впадаетъ съ  ребромъ  двуграннаго  угла. 

a)  Если  внутренняя  точка  полуплоскости  принадлежитъ  дву 
гранному  углу , то  ему  принадлежитъ  вся  полуплоскость. 

b)  Если  внутренняя  точка  полуплоскости  лежитъ  внутри 
двуграннаго  угла , то  и всѣ  ея  внутреннія  точки  лежатъ  внутри 
двуграннаго  угла. 

c) Если  внутренняя  точка  полуплоскости  лежитъ  внѣ  дву 
граннаго  угла , той  всѣ  внутреннія  ея  точки  лежатъ  внѣ  этого  угла 
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Доказательство  ведется  аналогично  предыдущему  и опи- 
рается на  теор,  18  гл.  XLI. 

Опредѣленіе  10.  Въ  условіяхъ  теоремъ  16  Ь)  или  с)  мы 
будемъ  говорить,  что  лучъ  расположенъ  соотвѣтственно  внутри 
или  внѣ  двуграннаго  угла  (игнорируя  такимъ  образомъ  положеніе 
вершины).  Точно  такъ  же  въ  условіяхъ  теоремъ  17  Ь)  и с)  мы  бу- 
демъ говорить,  что  полуплоскость  расположена  соотвѣтственно 
внутри  или  внѣ  двуграннаго  угла. 

Теорема  18.  а)  Если  въ  пространствѣ  Q8  лучъ  МУ  выходитъ 
изъ  точки  на  ребрѣ  двуграннаго  угла  ABBfi  и весь  принадлежитъ 
двугранному  углу , то  его  продолженіе  МУ  принадлежитъ  двугран- 
ному углу  A’BBfi’,  вертикальному  относительно  даннаго  угла. 

Ь)  Если  при  этомъ  лучъ  MN  лежитъ  внутри  двуграннаго 
угла  ABBfi , то  его  продолженіе  лежитъ  внутри  вертикальнаго 
съ  нимъ  угла. 

Доказательство.  Если  лучъ  МУ  принадлежитъ  одной  изъ 
полуплоскостей  ВВХА  или  BBfi,  то  его  продолженіе  принадле- 
житъ одной  изъ  полуплоскостей  ВВХА'  пли  BBfi'  (теор.  20  а 
гл.  XXIV).  Если  лучъ  расположенъ  внутри  двуграннаго  угла, 
то  внутреннія  его  точки  расположены  внутри  полупространствъ 
ABBfi  и СВгВА.  Въ  такомъ  случаѣ  внутреннія  точки  луча 
МУ  расположены  внутри  полупространства  ABBfi  и СВВХА' 
(теор.  16  Ъ гл.  XL).  Но  эти  полупространства  совпадаютъ  съ 
полупространствами  A’BBfi'  и С'ВВХАГ\  поэтому  внутреннія 
точки  луча  МУ  расположены  внутри  двуграннаго  угла  A’BBfi'. 

Теорема  19.  Если  въ  пространствѣ  Q8  полуплоскость  ВВгУ 
принадлежитъ  двугранному  углу  ABBfi  и имѣетъ  съ  нимъ  общее 
ребро , то  полуплоскость  ВВХУ , составляющая  ея  продолженіе , 
принадлежитъ  двугранному  углу  A'BBfi\  вертикальному  относи- 
тельно ABBfi.  Если  при  этомъ  полуплоскость  расположена  внутри 
двуграннаго  угла  ABBfi,  то  полуплоскость  ВВУ  лежитъ  внутри 
двуграннаго  угла  A'BBfi. 

Доказательство  вполнѣ  аналогично  предыдущему. 

Теорема  20.  Если  двѣ  плоскости  ВВХА  и BBfi  въ  про- 
странствѣ Q8  пересѣкаются  по  прямой  линіи,  то  всякая  точка , 
не  лежащая  на  этихъ  плоскостяхъ , расположена  внутри  одного  и 
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только  одного  изъ  четырехъ  двугранныхъ  угловъ , которые  плоскости 
при  этомъ  образуютъ. 

Доказательство.  Пусть  М будетъ  произвольная  точка  про- 
странства, не  лежащая  на  плоскостяхъ  ВВХА  и ВВХС.  Черезъ 
точку  М п точку  В на  линіи  ВВХ  пересѣченія  плоскостей  (т.  е. 
черезъ  прямую  МВ)  проведемъ  плоскость,  не  содержащую  пря- 
мой ВВХ  (теор.  17  гл.  XXV).  Эта  плоскость  пересѣкаетъ  двѣ 
данныя  плоскости  по  двумъ  прямымъ,  образующимъ  четыре 
угла  (теор.  14  гл.  XXV  и теор.  16  гл.  XXVI).  Легко  видѣть, 
что  каждому  изъ  этихъ  четырехъ  угловъ  соотвѣтствуетъ  одинъ 
и только  одинъ  изъ  четырехъ  двугранныхъ  угловъ,  образуе- 
мыхъ плоскостями, — соотвѣтствуетъ  въ  томъ  смыслѣ,  что  сто- 
роны угла  расположены  на  граняхъ  соотвѣтствующаго  двугран- 
наго угла..  Согласно  теоремѣ  16  гл.  XXVI,  точка  М располо- 
жена внутри  одного  и только  одного  изъ  четырехъ  прямоли- 
нейныхъ угловъ:  въ  силу  теоремъ  14 Ъ'  и сг,  она  лежитъ  по- 
этому внутри  соотвѣтствующаго  двуграннаго  угла  и внѣ  трехъ 
остальныхъ  двугранныхъ  угловъ. 

Теорема  21.  а)  Если  плоскость  ВВХВ  въ  пространствѣ  Qg  про- 
ходитъ черезъ  ребро  ВВХ  двуграннаго  угла  АВВХС  и не  содержитъ 
ни  одной  изъ  его  граней , то  она  расположена  либо  внутри  угла 
ABBtC  и вертикальнаго  угла  А'ВВХС\  либо  внутри  двугранныхъ 
угловъ  А'ВВХС  и АВВХС\  смежныхъ  съ  двуграннымъ  угломъ  ABBtC . 

Ъ)  При  этомъ  въ  пространствѣ  имѣются  какъ  плоскости , 
расположенныя  внутри  угловъ  первой  пары , такъ  и плоскости , рас- 
положенныя внутри  угловъ  второй  пары. 

Доказательство,  а)  Точка  В не  можетъ  лежать  въ  пло- 
скости одной  изъ  граней,  такъ  какъ  плоскость  ВВХВ  совпадала 
бы  съ  плоскостью  этой  грани  и,  слѣдовательно,  содержала  бы 
эту  грань.  Поэтому  точка  В лежитъ  внутри  одного  и только 
одного  изъ  четырехъ  двугранныхъ  угловъ  АВВХС А’ВВхО, 
А'ВВХС  и АВВХС  (теор.  20).  Если  точка  .D  лежитъ  внутри  одного 
изъ  первыхъ  двухъ  угловъ,  то  полуплоскость  ABBtB  располо- 
жена внутри  этого  угла,  а ея  продолженіе  внутри  второго  угла 
(теор.  19).  Такимъ  же  образомъ,  если  точка  В принадлежитъ 
одному  изъ  двугранныхъ  угловъ  А'ВВХС  и АВВХС\  то  плоскость 
лежитъ  внутри  этихъ  двухъ  угловъ 
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Ъ)  Такъ  какъ  имѣются  точки,  расположенныя  внутри  лю- 
бого изъ  этихъ  четырехъ  двугранныхъ  угловъ,  то  имѣются 
какъ  плоскости,  расположенныя  внутри  угловъ  одной  пары, 
такъ  и плоскости,  расположенныя  внутри  угловъ  второй  пары. 

Теорема  22.  Если  АВВХС  есть  двугранный  уголъ  въ  про- 
странствѣ Qg,  то  всѣ  точки  пространства,  лежащія  либо  внутри 
одного  изъ  смежныхъ  съ  нимъ  угловъ , либо  внутри  вертикальнаго  съ 
нимъ  угла , либо  на  продолженіи  одной  изъ  ею  гранёй , расположены 
внѣ  угла  ABBtC. 

Доказательство  отчасти  заключается  уже  въ  доказатель- 
ствѣ теоремы  20,  отчасти  ведется  аналогично  доказательству 
теоремы  7 гл.  XXVI. 

Теорема  23.  Въ  пространствѣ  Q8  два  смежныхъ  двугран- 
ныхъ угла  АВВ±С  и А'ВВХС  всегда  расположены  въ  одномъ  полу- 
пространстствѣ , гранью  котораго  служитъ  плоскость  ABBt,  состав- 
ленная гранями  ВВ{А  и ВВ1А1  (т.  е.  тѣми  гранями,  которыя  со- 
ставляютъ продолженія  другъ  друга). 

Доказательство.  См.  доказательство  теоремы  18  гл.  XXVL 

Опредѣленіе  11.  Полупространство,  въ  которомъ,  согласно 
предыдущей  теоремѣ,  расположены  смежные  двугранные  углы 
ABBtC  и A'BBfi  (которое  имѣетъ,  стало  быть,  гранью  пло- 
скость ABBt),  мы  будемъ  называть  полупространствомъ , опредѣ- 
ляемымъ этими  смежными  двугранными  углами. 

Теорема  24.  Если  точка  D въ  пространствѣ  Q8  принадле- 
житъ полупространству  ABBtC , опредѣляемому  двумя  смежными 
двугранными  углами  ABBfi  и A'BBtC,  то  она  лежитъ  либо  на 
одной  изъ  граней  этихъ  угловъ,  либо  внутри  одного  и только  одного 
изъ  нихъ. 

Доказательство  можетъ  быть  проведено  подобно  доказа- 
тельству теор.  19  гл.  XXVI  или  можетъ  быть  приведено  къ 
этой  теоремѣ  при  помощи  теоремы  14. 

Теорема  25.  Если  вершина  луча  въ  пространствѣ  Q8  ле- 
житъ на  общемъ  ребрѣ  двухъ  смежныхъ  двугранныхъ  угловъ  и са- 
мый лучъ  расположенъ  въ  полупространствѣ , опредѣляемомъ  этими 
смежными  углами , то  онъ  либо  лежитъ  на  одной  изъ  граней  смеж- 
ныхъ угловъ , либо  лежитъ  внутри  одного  и только  одного  изъ  нихъ, 
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Доказательство.  См.  доказательство  теоремы  20  гл.  ХХУІ. 

Теорема  26.  Если  ребро  полуплоскости  совпадаете  съ  об- 
щимъ ребромъ  двухъ  смежныхъ  двугранныхъ  угловъ , а самая  полу- 
плоскость лежитъ  въ  полупространствѣ,  опредѣляемомъ  смежными 
углами , то  она  либо  совпадаетъ  съ  одной  изъ  граней  смежныхъ 
угловъ,  либо  лежитъ  внутри  одного  изъ  нихъ. 

Доказательство  аналогично  предыдущему. 

Теорема  27.  Если  полуплоскость  BBtD  въ  пространствѣ  Q8 
расположена  внутри  двуграннаго  угла  ABBfi,  то  полуплоскость 
ВВХА  не  лежитъ  внутри  двуграннаго  угла  DBBfi. 

Доказательство.  См.  доказательство  теоремы  22  гл.  XXVI. 

Опредѣленіе  J2.  Если  въ  пространствѣ  Q8  точка  К ле- 
житъ внутри  одной  грани  двуграннаго  угла,  а точка  L внутри 
другой  его  грани,  то  мы  будемъ  говорить,  что  отрѣзокъ  К опи- 
рается на  грани  двуграннаго  угла . 

Теорема  28.  а)  Если  двѣ  точки  К и Ьвъ  пространствѣ  Q8 
принадлежатъ  двугранному  углу  АВВгС , то  ему  принадлежитъ 
весь  отрѣзокъ  KL. 

b ) Если  при  этомъ  обѣ  точки  К и L расположены  внутри 
угла , то  весь  отрѣзокъ  KL  расположенъ  внутри  угла. 

c)  Если  точка  К лежитъ  на  поверхности  двуграннаго  угла , 
а точка  L внутри  его , то  всѣ  точки  отрѣзка , кромѣ  К , распо- 
ложены внутри  угла. 

d ) Если , наконецъ , отрѣзокъ  KL  опирается  на  грани  угла , 
то  всѣ  внутреннія  точки  отрѣзка  расположены  внутри  двугран- 
наго угла. 

Доказательство  опирается  на  теорему  14  гл.  XL  и ве- 
дется вполнѣ  аналогично  доказательству  теоремы  5 гл.  XXVI. 

Теорема  29.  Если  отрѣзокъ  KL  въ  пространствѣ  Q8  опи- 
рается на  грани  двуграннаго  угла  ABBfi,  а плоскость  BBtD  при- 
надлежитъ другранному  углу , то  онъ  встрѣчаетъ  отрѣзокъ  KL  въ 
одной  точкѣ.  Если  полуплоскость  проходитъ  внутри  угла , то 
точка  эта  лежитъ  внутри  отрѣзка  KL » 

Доказательство.  Если  полуплоскость  BBtD  совпадаетъ 
съ  одной  изъ  граней,  то  она  встрѣчаетъ  отрѣзокъ  въ  одной 
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изъ  его  крайнихъ  точекъ.  Мы  будемъ  поэтому  предполагать,  что  она 
проходитъ  внутри  угла.  Прямыя  ВВ1  и KL  не  лежатъ  въ  одной 
плоскости,  ибо  въ  этой  плоскости  были  бы  расположены  грани 
угла,  что  не  можетъ  имѣть  мѣста.  Если  поэтому  В есть  про- 
извольная точка  на  ребрѣ  двуграннаго  угла,  то  плоскость 
BKL  пересѣкаетъ  грани  по  лучамъ  ВК  и BL,  образующимъ 
уголъ  KBL\  полуплоскость  же  BBXD  она  сѣчетъ  по  лучу  ВМ, 
расположенному  внутри  угла  KBL  (теор.  15  гл.  XXV  и теор. 
14  hf  наст.  гл.  ).  Этотъ  лучъ  встрѣчаетъ  отрѣзокъ  KL  во  внутрен- 
ней его  точкѣ  М (теор.  21  гл.  XXVI).  Это  и есть  точка  встрѣчи 
(и  при  томъ  единственная)  полуплоскости  и отрѣзка. 

Теорема  30.  Точки  К и L въ  пространствѣ  Q8  не  принад- 
лежатъ поверхности  двуграннаго  угла. 

a)  Если  точки  К и L расположены  внутри  двуграннаго  угла 
ABBfi , то  отрѣзокъ  KL  вовсе  не  встрѣчаетъ  ею  поверхности. 

b ) Если  одна  изъ  точекъ  К и L расположена  внутрщ  а дру- 
гая внѣ  двуграннаго  угла , то  отрѣзокъ  встрѣчаетъ  поверхность 
угла  въ  одной  точкѣ. 

c)  Если  точки  К и L расположены  внѣ  двуграннаго  угла , то 
отрѣзокъ  KL  либо  не  встрѣчаетъ  ни  одной  изъ  граней  угла , либо 
встрѣчаетъ  обѣ  грани  въ  общей  точкѣ  на  ребрѣ  или  каждую  от- 
дѣльно. 

а')  Если  отрѣзокъ  KL  не  встрѣчаетъ  вовсе  поверхности  дву- 
граннаго угла , то  крайнія  его  точки  расположены  обѣ  внутри  или 
обѣ  внѣ  угла. 

Ъ ')  Если  отрѣзокъ  KL  встрѣчаетъ  поверхность  угла  въ  одной 
точкѣ , не  лежащей  на  ребрѣ , то  одна  изъ  крайнихъ  точекъ  от 
рѣзка  лежитъ  внутри , а другая  внѣ  двуграннаго  угла. 

с')  Если  отрѣзокъ  KL  встрѣчаетъ  обѣ  грани  отдѣльно , то 
точки  К и L лежатъ  внѣ  двуграннаго  угла. 

Доказательство.  Теорема  а)  вытекаетъ  непосредственно 
изъ  теоремы  28  Ъ ).  При  доказательствѣ  теоремъ  бис  будемъ 
отличать  два  случая. 

А)  Прямыя  KL  и ВВІ  не  лежатъ  въ  одной  плоскости*,  въ 
такомъ  случаѣ  черезъ  точку  на  ребрѣ  и прямую  KL  проводимъ 
плоскость,  которая  даетъ  въ  сѣченіи  съ  двуграннымъ  угломъ 
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прямолинейный  уголъ.  Опираясь  на  теорему  14,  мы  приводимъ 
доказательство  къ  теоремамъ  11  гл.  XXVI. 

В)  Если  прямыя  KL  и БВХ  расположены  въ  одной  пло- 
скости и одна  изъ  полуплоскостей,  на  которыя  прямая  ВВ1 
дѣлитъ  эту  плоскость,  скажемъ  BBtD , принадлежитъ  двугран- 
ному углу,  то  другая  ( BBtD ')  расположена  внѣ  его  (теорема 
19).  Въ  случаѣ  6)  одна  изъ  точекъ  К и L лежитъ  въ  одной  изъ 
полуплоскостей,  а другая — во  второй  ; отрѣзокъ  KL  встрѣчаетъ, 
слѣдовательно,  ребро,  а вмѣстѣ  съ  тѣмъ  и поверхность  двугран- 
наго угла.  Въ  случаѣ  же  с)  обѣ  точки  К и L могутъ  быть 
также  расположены  внутри  одной  полуплоскости,  а потому  весь 
отрѣзокъ  можетъ  быть  расположенъ  внутри  этой  полуплоскости 
(теор.  22  гл.  XXVI),  т.  е.  внѣ  двуграннаго  угла  (теор.  17  с). 

Теоремы  а?),  Ь')  и с')  доказываются  отъ  противнаго. 

Опредѣленіе  13.  Если  точка  М въ  пространствѣ  Q8  не 
лежитъ  на  поверхности  двуграннаго  угла,  то  мы  будемъ  назы- 
вать СФеру,  имѣющую  центръ  въ  точкѣ  М и радіусъ,  равный 
меньшему  изъ  разстояній  точки  отъ  граней  (теор.  20  гл.  XXVIII), 
сферой  точки  относительно  двуграннаго  угла.  Если  точка  М ле- 
житъ внутри  одной  изъ  граней  угла,  то  сферой  этой  точки  от- 
носительно угла  мы  будемъ  называть  Сферу,  имѣющую  въ  М 
центръ  и радіусъ,  равный  кратчайшему  разстоянію  точки  М 
отъ  второй  грани.  Точки,  расположенныя  внутри  сферы  точки 
М относительно  двуграннаго  угла,  мы  будемъ  называть  приле- 
жащими къ  точкѣ  М относительно  этого  двуграннаго  угла. 
Если  точка  М лежитъ  на  ребрѣ  двуграннаго  угла,  то  мы  бу- 
демъ называть  всякую  точку  пространства  прилежащей  кз  ней 
относительно  этого  двуграннаго  угла. 

Теорема  31.  о)  Если  точка  М вз  пространствѣ  Qs  лежитз 
внутри  или  внѣ  друграннаго  угла , то  всѣ  прилежащія  кз  ней 
точки  также  расположены  соотвѣтственно  внутри  или  внѣ  дву- 
граннаго угла. 

Ь)  Если  точка  М лежитз  внутри  одной  из з граней  двугран- 
наго угла , то  всѣ  прилежащія  кз  ней  точки  по  одну  сторону  грани 
расположены  внутри  двуграннаго  угла , а по  другую  его  сторону — 
внѣ  его. 

Доказательство.  Теорема  а)  вытекаетъ  непосредственно 
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изъ  теоремы  30  а! , Предположимъ  поэтому,  что  точка  М лежптъ 
внутри  одной  изъ  граней,  а К и L суть  двѣ  точки,  прилежа- 
щія къ  М и расположенныя  по  одну  сторону  ея.  Согласно  тео- 
ремѣ 25  гл.  XXXI,  отрѣзокъ  KL  лежитъ  весь  внутри  сферы 
точки  М относительно  двуграннаго  угла,  а потому  не  встрѣ 
чаетъ  второй  грани ; такъ  какъ,  по  условію,  онъ  не  встрѣчаетъ 
и первой  грани,  то  точки  К и L расположены  обѣ  внутри  или- 
же  обѣ  внѣ  двуграннаго  угла  (теор,  30  а').  Пусть  N будетъ 
точка,  расположенная  внутри  второй  грани ; въ  такомъ  случаѣ 
внутреннія  точки  отрѣзка  MN  лежатъ  внутри  двуграннаго  угла, 
а на  его  продолженіяхъ — внѣ  угла  (теор.  28  d).  Поэтому  точки 
прямой  М прилежащія  къ  точкѣ  М по  одну  сторону  ея,  располо 
жены  внутри  двуграннаго  угла,  а по  другую  сторону  ея— внѣ  его. 

Замѣчаніе.  Опираясь  на  опредѣленіе  13  и предыдущую 
теорему,  можно  установить  понятіе  о прямой,  пересѣкающей  и 
не  пересѣкающей  поверхность  двуграннаго  угла  въ  точкѣ  встрѣчи, 
и установить  теорему,  вполнѣ  аналогичную  теоремѣ  12  гл.  XXXIII. 
Мы  не  будемъ,  однако,  на  этомъ  останавливаться.  Мы  ограни- 
чимся лишь  слѣдующей  теоремой. 

Теорема  32.  Если  прямая  MN  проходитъ  черезъ  точку  М, 
лежащую  внутри  одной  изъ  граней  угла , то  по  крайней  мѣрѣ  съ 
одной  стороны  точки  М всѣ  точки  этой  прямой , прилежащія  къ 
И,  принадлежатъ  двугранному  углу . 

Доказательство.  Разсмотримъ  слѣдующіе  случаи  : 

а)  Прямая  MN  цѣликомъ  расположена  въ  плоскости  той 
грани,  которой  принадлежитъ  точка  М.  Въ  этомъ  случаѣ  по 
крайней  мѣрѣ  одинъ  изъ  лучей,  на  которые  точка  М дѣлитъ 
прямую  MNy  не  встрѣчаетъ  ребра  двуграннаго  угла;  этотъ 
лучъ  расположенъ  цѣликомъ  въ  этой  грани  (теор.  21  гл.  XXIV), 
а потому  цѣликомъ  принадлежитъ  двугранному  углу. 

5)  Прямая  MN  не  лежитъ  въ  плоскости  грани,  содержа- 
щей точку  М,  и встрѣчаетъ  вторую  грань  въ  нѣкоторой  точкѣ 
N.  Въ  этомъ  случаѣ  весь  отрѣзокъ  MN  принадлежитъ  двугран- 
ному углу  (теор.  28  (Г).  Такъ  какъ  радіусъ  Сферы  точки  М от- 
носительно двуграннаго  угла  не  превышаетъ  разстоянія  A1N, 
то  всѣ  точки  луча  ЖѴ,  прилежащія  къ  вершинѣ,  принадлежатъ 
двугранному  углу. 

с)  Прямая  MN  вовсе  не  встрѣчаетъ  поверхности  двугран- 
наго угла,  помимо  точки  М.  Если  К и L суть  двѣ  точки  нашей 
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прямой,  расположенныя  по  разныя  стороны  точки  Ж,  то  одна 
изъ  нихъ  лежитъ  внутри,  другая  внѣ  двуграннаго  угла  (теор. 
30  Ь').  Пусть  L будетъ  точка,  лежащая  внутри  двуграннаго  угла. 
Если  L'  есть  другая  внутренняя  точка  луча  KL , то  отрѣзокъ 
LL'  не  встрѣчаетъ  поверхности  двуграннаго  угла  и потому 
точка  L'  также  лежитъ  внутри  двуграннаго  угла.  Поэтому  въ 
разсматриваемомъ  случаѣ  весь  лучъ  ML  принадлежитъ  двугран- 
ному углу. 


ГЛАВА  XLII. 

Сравненіе  и измѣреніе  двугранныхъ  угловъ. 

Теорема  1.  Если  нѣкоторое  движеніе  въ  пространствѣ  £>8 
приводитъ  грани  двуграннаго  угла  ABBtC  въ  совмѣщеніе  съ  гранями 
двуграннаго  угла  А'В'В\С\  то  оно  совмѣщаетъ  самые  двугранные 
углы. 

Доказательство.  Положимъ,  что  движеніе  S совмѣщаетъ 
грань  BBtA  съ  гранью  В,В\А\  Согласно  теоремѣ  30  гл.  XXIV 
ребро  ВВг  совмѣщается  при  этомъ  съ  ребромъ  В1  В tf  второго 
угла;  грань  BBtC  совмѣщается,  слѣдовательно,  согласно  условію, 
съ  гранью  В'В\С.  Положимъ,  что  точки  А и С приходятъ  при 
этомъ  въ  совмѣщеніе  съ  точками  А ! и С'.  Согласно  теоремѣ  24 
гл.  XXXIX,  полупространства  ABBtC  и CBtBA ' совмѣщаются 
съ  полупространствами  А'В'В\С'  и С'Б^Б'А'.  А слѣдовательно, 
всѣ  внутреннія  точки  двуграннаго  угла  ABBtC— со  всѣми  внутрен- 
ними точками  двуграннаго  угла  А'В'В\С. 

Теорема  2.  Если  въ  пространствѣ  Q8  два  двугранныхъ  угла 
ABBfi  и А'В'В\С'  конгруэнтны , и нѣкоторое  движеніе  S совмѣ - 
щаетъ  первый  двугранный  уголъ  со  вторымъ , то  оно  совмѣщаетъ 
ребро , грани  и внутреннія  точки  перваго  двуграннаго  угла  соот- 
вѣтственно съ  ребромъ , гранями  и внутренними  точками  второго 
двуграннаго  угла. 

Доказательство.  Прежде  всего  покажемъ,  что  движеніе  S 
приводитъ  каждую  точку  Ж,  расположенную  на  поверхности 
перваго  двуграннаго  угла,  съ  точкой  на  поверхности  второго 
двуграннаго  угла.  Дѣйствительно,  сколь  угодно  близко  къ  точкѣ 
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М имѣются  точки,  лежащія  внѣ  перваго  двуграннаго  угла 
(теор.  31  6,  16  с и 22  гл.  XLI)  ; между  тѣмъ  всѣ  точки,  прилежа- 
щія къ  внутренней  точкѣ  двуграннагз  угла,  расположены  внутри 
его  (теор.  31  а гл.  XLI).  Еслибы  поэтому  движеніе  S совмѣ- 
стило точку  М съ  внутренней  точкой  второго  угла,  то  оно 
совмѣстило  бы  точки,  не  принадлежащія  первому  двугранному 
углу,  съ  точками,  принадлежащими  второму. 

Покажемъ  теперь,  что  каждая  точка  В на  ребрѣ  перваго 
двуграннаго  угла  совмѣщается  съ  точкой,  лежащей  на  ребрѣ 
второго  двуграннаго  угла.  Пусть  BD  будетъ  лучъ,  расположен- 
ный внутри  двуграннаго  угла  ABBtC смежнаго  съ  АВВХС\ 
его  продолженіе  BD ' расположено  внутри  угла  также 

смежнаго  съ  угломъ  ABBfi  (теор.  18  Ь гл.  XLI).  Поэтому  всѣ 
точки  прямой  BD,  кромѣ  В , расположены  внѣ  двуграннаго  угла 
АВВіС  (теор.  22  гл.  XLI).  Допустимъ  теиерь,  что  движеніе  S 
приводитъ  точку  В въ  совмѣщеніе  съ  точкой  6г,  лежащей 
внутри  грани  второго  угла,  а прямую  BD  съ  прямой  GH.  Со- 
гласно теоремѣ  32  гл.  XLI,  на  прямой  GI1  имѣются  точки,  |при- 
надлежащія  второму  двугранному  углу  •,  движеніе  S совмѣщаетъ, 
слѣдовательно,  съ  ними  точки,  не  принадлежащія  первому  дву- 
гранному углу, — что  противно  условію. 

Итакъ,  движеніе  S совмѣщаетъ  ребро  ВВХ  съ  ребромъ  В,В\ 
(теор.  15  гл.  XVI).  Поэтому  внутренняя  точка  А на  грани  BBtA  со- 
вмѣщается съ  внутренней  точкой  А'  на  грани  второго  угла,  а 
вмѣстѣ  съ  тѣмъ  совмѣщаются  и эти  грани  (теор.  29  гл.  XXIV).  А 
такъ  какъ  точка  С внутри  второй  грани  также  должна  совмѣ- 
ститься съ  точкой  на  поверхности  второго  угла,  то  она  совмѣ- 
стится съ  внутренней  точкой  другой  грани;  иными  словами, 
вторыя  грани  также  совмѣстятся. 

Отсюда  слѣдуетъ,  что  внутреннія  точки  перваго  двугран- 
наго угла  совмѣстятся  съ  внутренними  точками  второго. 

Теорема  3-  а)  Если  двугранные  углы  ABBtC  и А'В'В'гС  въ 
пространствѣ  Q8  конгруэнтны , то  и линейные  уілы  ихъ  АВС  и 
А’ В' С конгруэнтны. 

Ъ ) Если  линейные  углы  конгруэнтны , то  и держанные  углы 
конгруэнтны. 

Доказательство  а)  Положимъ,  что  движеніе  S совмѣщаетъ 
двугранный  уголъ  ABBtC  съ  двуграннымъ  угломъ  А'В'В\0 
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и при  этомъ  точка  В приходитъ  въ  совмѣщеніе  съ  точкой  В\ 
а грани  BBlA  и BBtC  совмѣщаются  съ  гранями  В'В\А'  и 
В'В\С \ Согласно  теоремѣ  20  гл.  XXV,  лучи  ВА  и ВС  совмѣ- 
стятся при  этомъ  съ  лучами  В' А ' и В’С\  а потому  уголъ  АВС 
совмѣстится  съ  угломъ  А'В'С  (теор.  26  гл.  XXVI). 

Ь)  Если  линейный  уголъ  АВС  конгруэнтенъ  линейному 
углу  А'В'С1  второго  двуграннаго  угла,  то  они  могутъ  быть  со- 
вмѣщены такимъ  образомъ,  чтобы  лучи  В А и ВС  совмѣсти- 
лись съ  лучами  В' А1  и В'О  (теор.  27  и 30  гл.  XXVI).  Такъ  какъ 
при  этомъ  плоскость  АВС  совмѣстится  съ  плоскостью  А'В'С 
(теор.  24  гл.  XXIV),  то  и перпендикулярныя  къ  нимъ  прямыя 
ВВ{  и В'В\  совмѣстятся  (теор.  23  гл.  XXII  и теор.  13  гл.  XXV), 
а потому  полуплоскости  BBtA  и BBfi  совмѣстятся  съ  полу- 
плоскостями B'B\Af  и B'B'fi'  (теор.  29  гл.  XXIV),  а вмѣстѣ  съ 
тѣмъ  совмѣстятся  и двугранные  углы  (теор.  1). 

Теорема  4.  Въ  пространствѣ  Qs  всѣ  прямые  двугранные  углы 
конгруэнтны. 

Доказательство.  Въ  виду  предыдущей  теоремы,  это  вы- 
текаетъ непосредственно  изъ  опредѣленія  прямыхъ  двугран- 
ныхъ угловъ  (опр.  8 гл.  XLI). 

Теорема  5.  Въ  пространствѣ  Qs  вертикальные  двугранные 
углы  конгруэнтны. 

Доказательство.  Въ  виду  теоремы  4 гл.  XLI  и теор.  Зі 
гл.  XXVI,  ихъ  линейные  углы  конгруэнтны. 

Теорема  6.  Въ  пространствѣ  £>8  любой  двугранный  уголъ 
ABBtC  можетъ  бытъ  приведенъ  въ  совмѣщеніе  съ  нѣкоторымъ  дву- 
граннымъ угломъ.,  который  принадлежитъ  любому  полупространству 
А'В'В\С , и при  томъ  такъ , чтобы  любая  гранъ  двуграннаго  угла 
совмѣстилась  съ  любой  полуплоскостью , принадлежащей  грани 
А'В'В'г  полупространства  A’B’B'fl. 

Доказательство.  Согласно  теоремѣ  28  гл.  XL,  мы  имѣ- 
емъ возможность  многообразно  совмѣстить  полупространство 
ABBtC  съ  полупространствомъ  А'В'В\С  такъ,  чтобы  при  этомъ 
полуплоскость  ВВ^А  совмѣстилась  съ  любой  полуплоскостью 
В'В\А\  принадлежащей  грани  второго  полупространства.  Если 
полуплоскость  ВВХС  совмѣстится  при  этомъ  съ  полуплоскостью 
В'В\\У , то  двугранный  уголъ  АВВХС  будетъ  совмѣщенъ  съ 
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двуграннымъ  угломъ  А'В'В\Ъ\  принадлежащимъ  полу простран 
ству  А'В'В\С \ 

Опредѣленіе  1.  Если  мы  произведемъ  движеніе  въ  про- 
странствѣ Q8,  совмѣщающее  двугранный  уголъ  АВВХС  съ  нѣ- 
которымъ двуграннымъ  угломъ,  принадлежащимъ  полупро- 
странству А’В'В\С\  такъ,  что  грань  ВВХА  совмѣстится  съ 
полуплоскостью  В'В\А ',  то  мы  будемъ  говорить,  что  мы  отло - 
жили  двугранный  уголъ  ABBtC  на  полупространствѣ  А'В'В'ХС 
при  полуплоскости  В'В\А'.  Замѣтимъ,  что  это  опредѣленіе  ста- 
витъ процессъ  отложенія  въ  зависимость  отъ  порядка,  въ  кото- 
ромъ мы  называемъ  грани  угла. 

Теорема  7.  Если  въ  пространствѣ  Q8  АВС  и А'В'С'  суть 
линейные  углы  двугранныхъ  угловъ  АВВХС  и A'B'B'fi1  при  точ- 
кахъ В и Б',  то  движеніе  Б,  откладывающее  двугранный  уголъ 
АВВХС  на  полупространствѣ  А'В'В\С  при  полуплоскости  В'В\А’ 
такимъ  образомъ , что  точка  В падаетъ  въ  точку  Б’,  отклады- 
ваетъ въ  то  же  время  уголъ  АВС  на  полуплоскости  А'В'С  при 
лучѣ  В'А'. 

Доказательство.  Движеніе  S совмѣщаетъ  плоскость  АВС 
съ  плоскостью  А'В'С  (теор.  23  а гл.  XXII  и теор.  5 гл.  XXV) 
и при  томъ  такъ,  что  лучъ  В А совмѣщается  съ  лучемъ  В'А' 
(теор.  20  гл.  XXV).  Полуплоскость  АВС  совмѣщается,  слѣдова- 
тельно, либо  съ  полуплоскостью  А'В'С\  либо  съ  ея  продолженіемъ. 
Но  продолженіе  полуплоскости  А'В'С  не  принадлежитъ  полу- 
пространству A'B'B'  fi'  (теор.  18  6 гл.  XL);  поэтому  полупло- 
скость АВС  совмѣщается  съ  полуплоскостью  А'В'С\  лучъ  ВС 
совмѣщается  съ  нѣкоторымъ  лучемъ  B'D\  а уголъ  АВС  съ 
угломъ  A'B'D\  принадлежащимъ  полуплоскости  А'В'С. 

Теорема  8.  Какими  бы  движеніями  мы  ни  производили  от- 
ложеніе двуграннаго  угла  ABBfi  въ  пространствѣ  Q8  на  полу- 
пространствѣ А'В'В\С  при  полуплоскости  В'В\А\  вторая  гранъ 
ВВХС  двуграннаго  угла  совмѣстится  съ  одной  и той-же  полупло- 
скостью \ иными  словами , двугранный  уголъ  АВВХС  всегда  совмѣ- 
стится съ  однимъ  и тѣмъ  же  двуграннымъ  угломъ , 

Доказательство.  Положимъ,  что  движеніе  Б,  производящее 
требуемое  отложеніе,  совмѣщаетъ  грань  ВВХС  съ  полу  плоско- 
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стью  B'B'fi'.  Такъ  какъ  углы  ABBfi  и A'B'B\D'  конгруэнтны, 
то  линейные  ихъ  углы  также  конгруэнтны  (теор.  За).  Поло- 
жимъ, что  нѣкоторое  другое  движеніе  S\  производящее  то  же 
отложеніе  и совмѣщающее,  слѣдовательно,  также  полуплоскость 
ВВХА  съ  полуплоскостью  В’В\А\  приводитъ  точку  В въ  точку 
В1.  Если  АВС  и A'B'D'  суть  линейные  углы  двугранныхъ  угловъ 
ABBfi  и A'B'B\D\  то  движеніе  Sf  откладываетъ,  согласно  преды- 
дущей теоремѣ,  уголъ  АВС  на  полуплоскости  A'B'D'  при  лучѣ 
В1  А'.  А такъ  какъ  углы  A'B'D'  и АВС  равны  (теор.  3 гл. 
XXVIII),  то  лучъ  ВС  совмѣстится  съ  лучемъ  B'Df,  а стало 
быть,  полуплоскость  BBfi  по  прежнему  совмѣстится  съ  полу- 
плоскостью B'B\D\ 

Опредѣленіе  2.  Положимъ,  что  намъ  даны  два  двугран- 
ныхъ угла  ABBfi  и A'B'B'fi'  въ  пространствѣ  Q8.  Отложимъ 
двугранный  уголъ  ABBfi  на  полупространствѣ  А'В'В\С  при 
полуплоскости  B'B\A\  Если  полуплоскость  B'B\D\  съ  кото- 
рой при  этомъ  совмѣщается  полуплоскость  BBfi , лежитъ  внутри 
двуграннаго  угла  A'B'B'fi ',  то  мы  будемъ  говорить,  что  дву- 
гранный уголъ  ABBfi  меньше  двуграннаго  угла  A'B'B'fi'  *,  если 
полуплоскость  B'B\D'  совпадаетъ  съ  полуплоскостью  B’B'fi', 
то  мы  будемъ  говорить,  что  двугранный  уголъ  ABBfi  равенъ 
двугранному  углу  A'B'B'fi' \ если,  наконецъ,  полуплоскость 
B'B\D'  лежитъ  внѣ  двуграннаго  угла  A’B'B'fi',  то  мы  будемъ 
говорить,  что  двугранный  уголъ  ABBfi  больше  двуграннаго 
угла A'B'B'fi'. 

Теорема  9.  Если  двугранный  уголъ  ABBfi  въ  пространствѣ 
Qs  меньше , равенъ  или  больше  двуграннаго  угла  A’B'B'fi ',  то  со- 
отвѣтственно этому  и линейный  уголъ  АВС  перваго  двуграннаго 
угла  меньше , равенъ  или  больше  линейнаго  угла  А'В'С  второго 
двуграннаго  угла . 

Доказательство.  Отложимъ  двугранный  уголъ  ABBfi  на  полу- 
пространствѣ A'B’B’fi1  при  полуплоскости  В’В\А'  и допустимъ,  что 
грань  BBfi  совпадаетъ  при  этомъ  съ  полуплоскостью  B'B\D ', 
а точка  В съ  точкой  В’.  Двугранные  углы  ABBfi  и А’В’В\В ' 
въ  такомъ  случаѣ  конгруэнтны,  а стало  быть,  ихъ  линей- 
ные углы  равны.  Пусть  В’ А\  B'D\  В' С будутъ  лучи,  пер- 
пендикулярные къ  прямой  В'В\  и расположенные  въ  подупло- 
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скостяхъ  В'В\А',  B'B\D'  и В'ВХ'С,  такъ  что  А'В'С  и A,B,Dt 
суть  линейные  углы  двугранныхъ  угловъ  A'B'B'fi'  и A'B'B\T)f. 
Согласно  предыдущей  теоремѣ,  уголъ  АВС  будетъ  при  этомъ 
отложенъ  на  полуплоскости  А'В'С  при  лучѣ  В'А'-,  B'D ' есть 
тотъ  лучъ,  съ  которымъ  совмѣстится  лучъ  ВС.  Если  двугран- 
ный уголъ  ABBfi  меньше  двуграннаго  угла  A'B'B'fi',  то  полупло- 
скость B'B'tD'  расположена  между  полуплоскостями  В'В\А ' и 
B'B'fi'.  Согласно  теоремѣ  14  Ь ' гл.  XLI,  лучъ  B'D'  лежитъ,  стало 
быть,  между  лучами  В' А'  и В' О,  а потому  уголъ  A'B'D',  равно 
какъ  и равный  ему  линейный  уголъ  АВС  двуграннаго  угла 
ABBfi , меньше  линейнаго  угла  А'В'С  двуграннаго  угла 
A'B'B'fi'.  Если  двугранный  уголъ  ABBfi  равенъ  двугранному 
углу  A'B'B'fi',  то  двугранный  уголъ  A'B'B\D ' совпадаетъ  съ 
двуграннымъ  угломъ  A'B'B'fi',  а потому  (теор.  3 а) 

ААВС=/_  A'B'D'^L  А'В'С. 

Если,  наконецъ,  двугранный  уголъ  ABBfi  больше  двугран- 
наго угла  A'B'B'fi ',  то  полуплоскость  B'Bt'D ' расположена  внѣ 
двуграннаго  угла  A'B'B'fi \ Согласно  теоремѣ  14  с'  предыдущей 
главы,  лучъ  B'D'  лежитъ  внѣ  угла  А'В'С'.  Стало  быть,  уголъ 
A'B'D’  (и  равный  ему  угодъ  АВС ) больше  угла  А'В'С. 

Теорема  10.  Если  линейный  уголъ  АВС  двуграннаго  угла 
ABBfi  меньше,  равенъ  или  больше  линейнаго  угла,  А'В’С  дву- 
граннаго угла  A'B'B’fi ',  то  двугранный  уголъ  ABBfi  соотвѣт- 
ственно меньше,  равенъ  или  больше  двуграннаго  угла  A'B'B'fi'. 

Доказательство  ведется  отъ  противнаго  и опирается  на 
предыдущую  теорему. 

Теорема  11.  Устанавливаемые  опредѣленіемъ  2 критеріи  срав- 
ненія двугранныхъ  угловъ  удовлетворяютъ  постулатамъ  сравненія , 
иными  словами,  при  этихъ  критеріяхъ  сравненія  совокупность  дву- 
гранныхъ угловъ  представляетъ  собою  величину. 

Доказательство.  Если  двугранные  углы  равны  или  не- 
равны между  собой,  то  соотвѣтствующее  соотношеніе  имѣетъ 
мѣсто  между  ихъ  линейными  углами.  Еслибы  поэтому  какое 
либо  соотношеніе,  требуемое  постулатами  сравненія,  не  имѣло 
мѣста  для  двугранныхъ  угловъ,  то  оно  не  могло  бы  имѣть 
мѣста  для  соотвѣтствующихъ  линейныхъ  угловъ.  Совокупность 
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двугранныхъ  угловъ  при  критеріяхъ  сравненія,  содержащихся 
въ  опредѣленіи  2,  образуютъ  поэтому  геометрическую  величину. 

Замѣтимъ,  что,  по  смыслу  опредѣленій  1 и 2,  ABBfi и СВгВА 
суть  различные  элементы  этой  величины. 

Теорема  12.  Въ  пространствѣ Q8  двугранные  углы  АВВХС  и 
С BtBA  равны. 

Доказательство.  Это  слѣдуетъ  изъ  того,  что  равны  ихъ 
линейные  углы  (при  надлежащемъ  обозначеніи  АВС  и СВА ). 

Опредѣленіе  3.  Двугранный  уголъ,  меньшій  прямого  дву- 
граннаго угла,  называется  острымъ , а большій  прямого  назы- 
вается тупымъ  двуграннымъ  угломъ. 

Теорема  13.  Острому  двугранному  углу  въ  пространствѣ  Q8 
отвѣчаетъ  острый  линейный  уголъ — и обратно ; тупому  двугран- 
ному углу  отвѣчаетъ  тупой  линейный  уголъ — и обратно. 

Доказательство  это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  тео- 
ремъ 9 и 10. 

Опредѣленіе  4.  Если  нѣсколько  двугранныхъ  угловъ  въ 
пространствѣ  Q8  расположены  такимъ  образомъ,  что  ни  одна 
внутренняя  точка  одного  двуграннаго  угла  не  принадлежитъ 
другому,  то  мы  будемъ  говорить,  что  эти  двугранные  углы  не 
покрываютъ  другъ  друга. 

Опредѣленіе  5.  Если  двугранные  углы 
А'В'В.Ѵ,  A"B"Bt"G*.  А,,,Вт Вг,пС,п  . . .А^В^В^С^  (1) 

въ  пространствѣ  Q8  не  покрываютъ  другъ  друга  и расположены 
относительно  двуграннаго  угла  АВВѴС  такимъ  образомъ,  что 
каждая  точка  любого  изъ  угловъ  (1)  принадлежитъ  углу  ABBfi, 
и обратно — каждая  точка  угла  ABBtC  принадлежитъ  по  край- 
ней мѣрѣ  одному  изъ  угловъ  (1),  то  мы  будемъ  говорить,  что 
двугранный  уголъ  АВВХС  состоитъ  изъ  двугранныхъ  угловъ  (1)’,  эти 
послѣдніе  мы  будемъ  называть  составляющими  углами. 

Теорема  14.  Если  двугранный  уголъ  АВВ  С въ  простран- 
ствѣ Qs  состоитъ  изъ  нѣсколькихъ  составляющихъ  двугранныхъ 
угловъ,  то  каждая  внутренняя  точка  любого  изъ  составляющихъ 
угловъ  расположена  внутри  угла  АВВХС. 
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Доказательство.  Еслибы  внутренняя  точка  М одного  изъ 
составляющихъ  двугранныхъ  угловъ  лежала  на  поверхности 
угла  ABBfi , то  всѣ  точки,  прилежащія  къ  М относительно  со 
ставляющаго  угла,  принадлежали  бы  двугранному  углу  АВВ±С 
(теор.  31  а гл.  XLI).  Между  тѣмъ,  сколь  угодно  близко  къ  точкѣ  на 
поверхности  двуграннаго  угла  имѣются  точки,  ему  не  при- 
надлежащія. 

Теорема  15.  Если  двугранный  уголъ  АВВгС  въ  пространствѣ 
Q8  состоитъ  изъ  нѣсколькихъ  двугранныхъ  угловъ , то  каждая 
точка  на  его  поверхности  лежитъ  на  поверхности  каждаго  изъ 
тѣхъ  составляющихъ  двугранныхъ  угловъ , которымъ  она  принад- 
лежитъ. 

Доказательство  ведется  отъ  противнаго  и основано  на 
предыдущей  теоремѣ. 

Теорема  16,  Если  двугранный  уголъ  ABBtC  въ  простран- 
ствѣ Q8  состоитъ  изъ  нѣсколькихъ  составляющихъ  угловъ , то  по- 
слѣдніе всѣ  имѣютъ  съ  нимъ  общее  ребро . 

Доказательство.  Пусть  В будетъ  произвольная  точка  на 
ребрѣ  двуграннаго  угла  ABBfi.  Допустимъ,  что  имѣются  со- 
ставляющіе двугранные  углы,  на  ребрахъ  которыхъ  точка  В не 
лежитъ.  Въ  такомъ  случаѣ  раздѣлимъ  составляющіе  углы  на  двѣ 
категоріи : къ  первой  категоріи  отнесемъ  тѣ  углы,  на  ребрахъ 
которыхъ  точка  В лежитъ,  ко  второй  — тѣ  углы,  на  ребрахъ 
которыхъ  она  не  лежитъ.  Покажемъ  прежде  всего,  что  точка  В 
не  принадлежитъ  вовсе  ни  одному  изъ  угловъ  второй  категоріи. 
Въ  самомъ  дѣлѣ,  еслибы  точка  В принадлежала  одному  изъ 
угловъ  второй  категоріи,  то  она,  согласно  предыдущей  теоремѣ, 
лежала  бы  внутри  его  грани.  Проведемъ  черезъ  точку  В пря- 
мую, лежащую  внутри  угловъ,  смежныхъ  съ  двуграннымъ  угломъ 
АВВгС.  На  этой  прямой  нѣтъ  точекъ,  кромѣ  В,  принадлежащихъ 
двугранному  углу  ABBtC':  между  тѣмъ,  еслибы  точка  В лежала 
внутри  грани  составляющаго  угла,  то  на  ней  были  бы  точки, 
принадлежащія  этому  составляющему  углу  (теор.  32  глг  XLI), 
а потому  и углу  АВВ± С.  Сдѣланное  допущеніе,  слѣдовательно, 
неправильно,  т.  е.  точка  В лежитъ  внѣ  всѣхъ  угловъ  второй 
категоріи.  Пусть  М будетъ  внутренняя  точка  одного  изъ  угловъ 
второй  категоріи;  она  расположена  также  внутри  угла  ABBfi 
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(теор.  14),  а потому  внутри  его  лежитъ  весь  лучъ  ВМ  (теор. 
16  Ъ гл.  XLI).  Но  такъ  какъ  составляющіе  углы  не  покры* 
ваютъ  другъ  друга,  то  точка  М лежитъ  внѣ  угловъ  первой 
категоріи,  а потому  и весь  лучъ  лежитъ  внѣ  этихъ  угловъ 
(теор.  16  с гл.  XLI).  Такимъ  образомъ  точки  луча  ВМ , приле- 
жащія къ  В относительно  всѣхъ  угловъ  второй  категоріи,  рас- 
положены какъ'внѣ  угловъ  второй  категоріи  (теор.  31  а гл.  XLI), 
« такъ  и внѣ  угловъ  первой  категоріи.  Но  это  невозможно,  по- 

тому что  онѣ  принадлежатъ  двугранному  углу  АВВХС. 

Итакъ,  сдѣланное  предположеніе  невозможно,  т.  е.  каждая 
точка  ребра  двуграннаго  угла  ABBtC  лежитъ  на  ребрахъ  всѣхъ 
составляющихъ  двугранныхъ  угловъ. 

Опредѣленіе  6.  Совокупность  полуплоскостей  въ  простран- 
ствѣ Q8,  имѣющихъ  общее  ребро,  мы  будемъ  называть  пучкомъ 
полуплоскостей. 

Опредѣленіе  7.  Если  въ  пространствѣ  £)8  двѣ  полупло- 
скости ВВуС  и HBjC'  наклонены  другъ  къ  другу  и третья  полу- 
плоскость ВВХС"  расположена  внутри  двуграннаго  угла  CBBtC\ 
то  мы  будемъ  говорить,  что  полуплоскость  BBtC"  расположена 
между  полуплоскостями  BBtC  и ВВХС. 

Опредѣленіе  8 Если  въ  пучкѣ  полуплоскостей  въ  про- 
странствѣ й8  имѣются  двѣ  полуплоскости,  между  которыми  рас- 
положены всѣ  остальныя,  то  мы  будемъ  называть  нашъ  пучекъ 
замкнутымъ. 

Теорема  17.  Положимъ , что  въ  пространствѣ  Q8  три  полу- 
плоскости BBtC,  BBjC'  и BBtC"  имѣютъ  общее  ребро , а нѣко- 
торая плоскость  Q пересѣкаетъ  ребро  въ  точкѣ  В,  а полуплоско- 
сти по  лучамъ  ВС , ВС ' и ВС". 

a)  Если  полуплоскости  образуютъ  замкнутый  пучекъ , при- 
чемъ полуплоскость  ВВХС"  лежитъ  между  полуплоскостями  В Bfi' 
и BBjC,  то  лучи  ВС,  ВС-  и ВС"  образуютъ  замкнутый  плоскій 
пучекъ , причемъ  лучъ  ВС"  расположенъ  между  лучами  ВС ' и ВС. 

b)  Если  лучи  образуютъ  замкнутый  плоскій  пучекъ , причемъ 
лучъ  ВС"  лежитъ  между  лучами  ВС 1 и ВС , то  полуплоскости 
также  образуютъ  замкнутый  пучекъ  и полуплоскость  BBfi"  рас- 
положена между  полуплоскостями  BBtC'  и ВВ±С. 
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Доказательство,  а)  Если  полуплоскость  ВВгС"  расположена 
между  полуплоскостями  BBtC'  и ВВгС , то  и принадлежащій  ей 
лучъ  ВС"  расположенъ  внутри  двуграннаго  угла  CBBfi' ; поэтому 
онъ  расположенъ  также  внутри  прямолинейнаго  угла  СВС 9 
(теор.  14  гл.  XLI),  т.  е.  между  лучами  ВС  и ВС'. 

b ) Если  лучъ  ВС"  расположенъ  внутри  угла  СБС',  то  онъ 
лежитъ  также  внутри  двуграннаго  угла  СББ1С',  (теор.  14  b гл. 
ХЫ);  поэтому  и полуплоскость  ВВХС"  расположена  внутри  дву- 
граннаго угла  СВВХС  (теор.  17  Ъ гл.  XLI). 

Теорема  18.  Если  въ  пучкѣ  полуплоскостей  въ  пространствѣ 
Q8  имѣется  полуплоскость , съ  которой  всѣ  остальныя  полупло- 
скости образуютъ  острые  углы , то  это  пучекъ  замкнутый. 

Доказательство.  Пересѣчемъ  пучекъ  плоскостью,  перпен- 
дикулярной къ  ребру;  мы  получимъ  въ  сѣченіи  пучекъ  лучей. 
Между  этими  лучами  имѣется  одинъ,  съ  которымъ  остальные 
лучи  образуютъ  острые  углы  (теор.  13).  Слѣдовательно,  это 
замкнутый  пучекъ  лучей  (теор.  40  гл.  XXX),  а потому  и полу- 
плоскости образуютъ  замкнутый  пучекъ  (теор.  17  6). 

Замѣчаніе.  Исходя  изъ  теоремы!  7,  можно  было  бы  построить 
теорію  расположенія  полуплоскостей  въ  замкнутомъ  пучкѣ, 
какъ  это  сдѣлано  въ  главѣ  XXVII  для  пучка  лучей.  Опираясь 
на  это,  можно  было  бы  построить  теорію  сложенія  двугранныхъ 
угловъ,  установить  понятія  объ  отношеніи  двухъ  двугранныхъ 
угловъ  и,  наконецъ,  при  помощи  всего  этого  матеріала  развить 
теорію  измѣренія  двугранныхъ  угловъ  такъ,  какъ  это  сдѣлано 
въ  главѣ  XXX  для  прямолинейныхъ  угловъ.  Слѣдующій  путь 
ведетъ,  однако,  быстрѣе  къ  этой  цѣли. 

Теорема  19.  Двугранный  уголъ  АВВХС  въ  пространствѣ  Qe, 
а также  двугранные  углы 

А'ВВхО  A"BBtC " A'"BBtCm  . . . A^BBfi^  (2) 

имѣютъ  общее  ребро  ВВѴ  Плоскость  Q пересѣкаетъ  въ  точкѣ  В 
общее  ребро  и даетъ  въ  сѣченіи  съ  двуграннымъ  угломъ  ABBtC 
прямолинейный  уголъ  ИБС,  а въ  сѣченіи  съ  двугранным, и углами  (2) 
прямолинейные  углы 
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А'ВС\  А"ВС'\  А'" ВС"'  . . . Аіп)В&\  (3) 

a)  Если  двугранный  уголъ  ABBfi  состоитъ  изъ  двугранныхъ 
угловъ  (2),  то  прямолинейный  уголъ  АВС  состоитъ  изъ  пр нмоли- 
нейныхъ  угловъ  (3). 

b ) Если  прямолинейный  уголъ  АВС  состоитъ  изъ  угловъ  (3), 
то  двугранный  уголъ  ABBfi  состоитъ  изъ  двугранныхъ  угловъ  (2). 

Доказательство,  а)  Прежде  всего  покажемъ,  что  прямоли- 
нейные углы  (З)^не  покрываютъ  другъ  друга.  Дѣйствительно,  вся- 
кая точка  М,  расположенная  внутри  прямолинейнаго  угла А^ВС^\ 
лежитъ  также  внутри  двуграннаго  угла  A^BBfi^  (теор.  14  b 
гл.  XLI).  Еслибы  точка  М принадлежала  еще  одному  изъ  пря- 
молинейныхъ угловъ  (3),  то  она  принадлежала  бы  также  еще 
одному  изъ  двугранныхъ  угловъ  (2)  (теор.  14  а'  гл.  XLI),  что  не 
можетъ  имѣть  мѣста,  такъ  какъ  послѣдніе  не  покрываютъ 
другъ  друга. 

Далѣе,  каждая  точка  прямолинейнаго  угла  АВС  принад- 
лежитъ также  двугранному  углу  ABBfi  (теор.  14  а гл.  XLI)*, 
она  принадлежитъ,  слѣдовательно,  по  крайней  мѣрѣ  одному 
изъ  двугранныхъ  угловъ  (2),  а слѣдовательно,  по  крайней  мѣрѣ 
одному  изъ  прямолинейныхъ  угловъ  (3)  (теор.  14  аг  гл.  XLI). 

Такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что  каждая  точка  любого 
изъ  угловъ  (3)  принадлежитъ  углу  АВС. 

Ь)  Въ  этомъ  случаѣ  покажемъ,  что  двугранные  углы  (2)  не 
покрываютъ  другъ  друга.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  пусть  М будетъ  вну- 
тренняя точка  двуграннаго  угла  A^BBfiW-,  въ  такомъ  случаѣ  полу- 
плоскость ВВХМ  расположена  внутри  этого  двуграннаго  угла 
(теор.  17  Ъ гл.  XLI).  Лучъ  BN , по  которому  ее  сѣчетъ  плоскость 
Q,  былъ  бы  поэтому  расположенъ  внутри  прямолинейнаго  угла 
А{і)В&д  (теор.  14  Ъ'  гл.  XLI).  Еслибы  точка  М принадлежала  так- 
же двугранному  углу  A(iWBfiU\  то  полуплоскость  BBtM  также 
принадлежала  бы  этому  двугранному  углу,  а потому  лучъ  BN 
принадлежалъ  бы  еще  одному  изъ  прямолинейныхъ  угловъ  (3).  Но 
это  невозможно,  потому  что  прямолинейные  углы  (3)  не  по- 
крываютъ другъ  друга. 

Пусть  теперь  М будетъ  произвольная  точка  двуграннаго 
угла  ABBfi.  Въ  такомъ  случаѣ  полуплоскость  ВВ1М  при- 
надлежитъ цѣликомъ  этому  двугранному  углу,  а лучъ  BN 
( прежнее  обозначеніе  ) принадлежитъ  прямолинейному  углу 


555 


Гл.  XLII. 


ЛВС  (теор  14  а1  гл.  XLI).  Поэтому  лучъ  BN  принадлежитъ 
также  нѣкоторому  углу  А^ВС^\  а вмѣстѣ  съ  тѣмъ  и двугран- 
ному углу  A^BBfiW  (теор.  14  а гл.  XLI).  Вмѣстѣ  съ  тѣмъ 
этому  двугранному  углу  принадлежитъ  вся  полуплоскость  ВВХМ 
и въ  частности  точка  М.  Такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что 
каждая  точка  любого  изъ  двугранныхъ  угловъ  (2)  принадле- 
житъ двугранному  углу  ABBfi. 

Опредѣленіе  9.  Установитъ  систему  измѣренія  двугран- 
ныхъ угловъ  значитъ  отнести  каждому  двугранному  углу  ариѳме- 
тическое число  такимъ  образомъ,  чтобы  конгруэнтнымъ  дву- 
граннымъ угламъ  отвѣчали  одинаковыя  числа,  а двугранному 
углу,  составленному  изъ  нѣсколькихъ  двугранныхъ  угловъ, 
всегда  отвѣчало  число,  равное  суммѣ  чиселъ,  отнесенныхъ 
къ  составляющимъ  угламъ.  Число,  отнесенное  въ  нѣкоторой 
системѣ  измѣренія  двугранному  углу,  называется  числомъ , из- 
мѣряющимъ этотъ  двугранный  уголъ  или  числовымъ  значеніемъ  дву- 
граннаго угла. 

Теорема  20.  Для  того,  чтобы  въ  пространствѣ  &>8  устано- 
витъ систему  измѣренія  двугранныхъ  угловъ , необходимо  и доста- 
точно отнести  каждому  двугранному  углу  число , пропорціональное 
числовому  значенію  ею  линейнаго  угла. 

Доказательство.  Предположимъ,  что  мы  отнесемъ  каждому 
двугранному  углу  число,  пропорціональное  числовому  значенію 
его  линейнаго  угла.  Согласно  теоремѣ  3 а,  конгруэнтнымъ  двугран- 
нымъ угламъ  будетъ  отвѣчать  одно  и то-же  число.  Положимъ 
теперь,  что  нѣкоторый  двугранный  уголъ  ABBfi  состоитъ  изъ 
нѣсколькихъ  составляющихъ  двугранныхъ  угловъ.  Согласно 
теоремѣ  16,  всѣ  эти  двугранные  углы  имѣютъ  общее  ребро 
ББГ  Плоскость,  перпендикулярная  къ  ребру  въ  нѣкоторой 
точкѣ  Б,  даетъ  въ  сѣченіи  съ  ними  ихъ  линейные  углы.  Въ 
силу  теоремы  19  а,  линейный  уголъ  двуграннаго  угла  ABBfi 
въ  точкѣ  Б состоитъ  изъ  линейныхъ  угловъ  составляющихъ 
двугранныхъ  угловъ  при  точкѣ  Б.  Поэтому  число,  отнесенное 
къ  двугранному  углу  ABBfi,  равно  суммѣ  чиселъ,  отнесен- 
ныхъ къ  составляющимъ  двуграннымъ  угламъ. 

Положимъ  теперь  обратно,  что  установлена  нѣкоторая  си- 
стема измѣренія  двугранныхъ  угловъ.  Каждому  прямолинейному 
углу  отвѣчаетъ  одинъ  двугранный  уголъ,  имѣющій  этотъ  пря- 
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молинейный  уголъ  своимъ  линейнымъ  угломъ.  Отнесемъ  теперь 
каждому  прямолинейному  углу  число,  равное  числовому  значе- 
нію соотвѣтствующаго  двуграннаго  угла.  При  помощи  разсуж- 
денія, совершенно  аналогичнаго  предыдущему,  мы  обнаружимъ, 
что  этимъ  будетъ  установлена  система  измѣренія  прямолиней- 
ныхъ угловъ.  Въ  виду  теоремы  34  гл.  XXX,  отсюда  слѣдуетъ, 
что  числа,  измѣряющія  двугранные  углы  въ  нашей  еистемѣ, 
пропорціональны  числамъ,  измѣряющимъ  прямолинейные  углы 
въ  принятой  нами  системѣ  измѣренія  ихъ  (опр.  8 гл.  XXX). 

Опредѣленіе  9.  Въ  виду  предыдущей  теоремы,  мы  усло- 
вимся измѣрять  двугранные  углы  тѣми-же  числами,  что  и со- 
отвѣтствующіе имъ  линейные  углы  (опр.  8 гл.  XXX).  Прямой 
двугранный  уголъ  выразится,  слѣдовательно,  тѣмъ -же  числомъ 
d,  что  и прямой  прямолинейный  уголъ. 

Теорема  21.  Внутри  каждаго  двуграннаго  угла  ABBfi  въ 
пространствѣ  Q8  проходитъ  одна  и только  одна  полуплоскость 
BBXD,  дѣлящая  его  на  два  равныхъ  двугранныхъ  угла  ABBlD  и 
DBBfi. 

Доказательство.  Черезъ  точку  В проведемъ  плоскость,  пер- 
пендикулярную къ  ребру  ВВѴ  Она  разсѣчетъ  грани  по  лучамъ  В А 
и ВС,  образующимъ  линейный  уголъ  АВС  нашего  двуграннаго 
угла.  Пусть  BD  будетъ  биссекторъ  угла  АВС.  Согласно  тео- 
ремѣ 14  Ъ гл.  XLI,  онъ  проходитъ  внутри  двуграннаго  угла,  а 
потому  полуплоскость  BBtD  проходитъ  внутри  двуграннаго 
угла  (теор.  17  Ъ гл.  ХЫ).  Такъ  какъ  линейные  углы  ABD  и CBD 
двугранныхъ  угловъ  ABBtD  и DBBXC  равны,  то  и двугранные 
углы  равны.  Въ  виду  теоремы  І9  Ь,  двугранный  уголъ  ABBtC 
состоитъ  изъ  двугранныхъ  угловъ  ABBtD  и DBBtC. 

Еслибы  внутри  двуграннаго  угла  проходила  еще  одна  полу- 
плоскость BBtD\  удовлетворяющая  требованію,  то  лучъ  ВВ\  по  ко- 
торому она  сѣчетъ  плоскость  АВС.  былъ  бы  расположенъ  внутри 
угла  АВС  (теор.  14  Ъ ' гл.  XLI)  и дѣлилъ  бы  его  на  равные  углы 
ABD'  и D'BC  (теор.  3 а).  Поэтому  лучъ  BD ' долженъ  совпадать 
съ  лучемъ  BD  (теор.  10  гл.  XXIX),  и полуплоскость  BBtD ' не 
можетъ  отличаться  отъ  полуплоскости  BBt  D ' (теор.  17  гл. 
XXIV). 

Опредѣленіе  10.  Полуплоскость  BBtD  въ  пространствѣ  Q8, 
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дѣлящую  двугранный  уголъ  АВВХС  на  два  равныхъ  двугранныхъ 
угла,  мы  будемъ  называть  равнодѣлящей  полуплоскостью  этого 
двуграннаго  угла. 

Теорема  22.  Если  BBXD  есть  равнодѣлящая  полуплоскость 
двугранною  угла  АВВХС , то  полуплоскость  BBXD\  составляющая 
ея  продолженіе , служите  равнодѣлящей  полуплоскостью  двугран- 
наго угла  А'ВВХС , вертикальнаго  относительно  ВВХС. 

Доказательство.  Такъ  какъ  полуплоскость  ВВХВ  прохо- 
дитъ внутри  двуграннаго  угла  АВВХС:  то  полуплоскость  ВВХВ 1 
проходитъ  внутри  двуграннаго  угла  АГВВХСГ  (теор.  19  гл.  XLI). 
Такъ  какъ  двугранные  углы  АВВХВ  и ВВВХС  равны,  то  и 
вертикальные  относительно  нихъ  двугранные  углы  А'ВВХВГ  и 
B'BBfi  также  равны  (теор.  5). 


ГЛАВА  XLIII. 

Связки  лучей. 

Опредѣленіе  1.  Совокупность  лучей  въ  пространствѣ  Qg, 
выходящихъ  изъ  одной  точки  О,  мы  будемъ  называть  связкой 
лучей \ точку  О мы  будемъ  называть  вершиной  связки.  Связка 
лучей  отличается,  слѣдовательно,  отъ  пучка  лучей  тѣмъ,  что 
лучи  связки  могутъ  быть  расположены  въ  различныхъ  пло- 
скостяхъ. 

Опредѣленіе  2.  Если  черезъ  вершину  связки  лучей  въ 
пространствѣ  Qs  проходитъ  по  крайней  мѣрѣ  одна  плоскость, 
по  одну  сторону  которой  расположены  всѣ  ея  лучи,  то  мы  бу- 
демъ называть  такую  связку  замкнутой. 

Теорема  1.  а)  Въ  пространствѣ  £>8  замкнутый  плоскій  пу- 
ченъ (опред.  3 гл.  XXVII)  представляетъ  собой  замкнутую  связку . 

Ъ)  Замкнутая  связка , всѣ  лучи  которой  расположены  въ 
одной  плоскости , представляетъ  собой  замкнутый  плоскій  пучекъ. 

Доказательство,  а)  Если  ОК  есть  прямая  въ  плоскости 
пучка,  по  одну  сторону  которой  расположены  всѣ  его  лучи 
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(теор  13  гл.  ХХѴІГ),  то  они  расположены  также  по  одну  сто- 
рону любой  плоскости,  проходящей  черезъ  эту  прямую  и не 
содержащей  пучка. 

6)  Если  лучи  связки  расположены  по  одну  сторону  нѣкото- 
рой плоскости,  проходящей  черезъ  точку  О,  то  они  расположены 
также  по  одну  сторону  прямой,  по  которой  эта  плоскость  сѣчетъ 
плоскость  пучка  Согласно  теоремѣ  14  гл.  XXVII,  отсюда  слѣдуетъ, 
что  наша  связка  образуетъ  замкнутый  пучекъ. 

Теорема  2.  Если  въ  пространствѣ  Q8  всѣ  лучи  связки  об- 
разуютъ острые  углы  съ  нѣкоторымъ  лучемъ  ОМ , выходящимъ  изъ 
ея  вершины  ( одинъ  изъ  лучей  связки  можетъ  совпадать  съ  ОМ), 
то* это  связка  замкнутая. 

Доказательство.  Пусть  PQR  будетъ  плоскость,  проходящая 
черезъ  вершину  пучка  перпендикулярно  къ  лучу  ОМ.  Всѣ  точки 
этого  луча,  кромѣ  вершины,  лежатъ  внутри  полупространства 
PQRM.  Мы  покажемъ,  что  внутри  того  же  полупространства 
лежатъ  и лучи  нашей  связки. 

Пусть  ОА  будетъ  лучъ  связки,  не  совпадающій  съ  ОМ. 
Плоскость  АОМ  пересѣкаетъ  плоскость  PQR  по  прямой  OS.  Со- 
гласно теоремѣ  10  гл.  XXVIII,  лучъ  ОА  (кромѣ  вершины)  лежитъ 
внутри  полуплоскости  SOM , а стало  быть,  и внутри  полупро- 
странства PQRM  (теор.  17  гл.  XL). 

Теорема  3.  Всѣ  лучи  замкнутой  связки  въ  пространствѣ 
Q8  образуютъ  острые  углы  съ  нѣкоторымъ  лучемъ,  принадлежащимъ 
или  не  принадлежащимъ  этой  связкѣ . 

Доказательство.  Пусть  PQR  будетъ  плоскость,  проходящая 
черезъ  вершину  О пучка,  по  одну  сторону  которой  расположены 
всѣ  лучи  пучка.  Пусть  ОМ  будетъ  лучъ,  перпендикулярный  къ 
этой  плоскости  и проходящій  съ  той  стороны  ея,  съ  которой 
расположены  лучи  пучка.  Пусть  ОА  будетъ  произвольный  лучъ 
пучка,  не  совпадающій  съ  ОМ.  Если  плоскость  АОМ  пересѣкаетъ 
плоскость  PQR  по  прямой  OS,  то  лучъ  О А принадлежитъ  полу- 
плоскости SOM , а не  ея  продолженію  (теор.  18  6 гл.  XL),  а по- 
тому онъ  лежитъ  либо  внутри  угла  SO М,  либо  внутри  смежнаго  съ 
нимъ  угла  S'OM  (теор.  20  гл.  XXVI).  Такъ  какъ  это  углы  пря- 
мые, то  уголъ  АОМ  острый. 

Теорема  4.  Въ  пространствѣ  всѣ  лучи  замкнутой  связки 
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могутъ  быть  пересѣчены  плоскостью , не  проходящей  черезъ  ихъ 
вершину.  Такихъ  сѣкущихъ  плоскостей  имѣется  безчисленное  мно- 
жество : между  ними  имѣются  такія , разстоянія  котюрыхъ  отъ 
вершины  сколь  угодно  малы. 

Доказательство.  Пусть  ОМ  будетъ  лучъ,  съ  которымъ 
всѣ  лучи  связки 

ОАѵ  ОН2,  OAz.  . . ОАп  (1) 

(или  всѣ  остальные  лучи,  если  лучъ  ОМ  также  принадлежитъ 
связкѣ)  образуютъ  острые  углы  (теор.  3).  Выберемъ  разстояніе 
ОМ  настолько  малымъ,  чтобы  перпендикуляры  къ  прямой  ОМ 
изъ  точки  N на  лучѣ  ОМ,  отстоящей  отъ  О на  разстояніе 
ОА<ОМ,  въ  полуплоскостяхъ 

ОМАи  ОМА2  . . . ОМ  Ап 

встрѣчали  каждый  соотвѣтствующій  лучъ  ряда  (1)  (теор.  20 
гл.  XXXVII).  Всѣ  эти  перпендикуляры  расположены  въ  одной 
плоскости  (теор.  6 гл.  XXV),  проходящей  черезъ  точку  N и, 
слѣдовательно,  встрѣчающей  всѣ  лучи. 

Къ  этому  слѣдуетъ  прибавить,  что  точка  N можетъ  быть 
выбрана  сколь  угодно  близко  къ  точкѣ  О. 

Теорема  5.  Если  всѣ  лучи  связки  въ  пространствѣ  мо- 
гутъ бытъ  пересѣчены  плоскостью  PQR , не  проходящей  черезъ  вер- 
шину, то  это  связка  замкнутая. 

Доказательство.  Пусть  ОР  будетъ  прямая,  перпендикулярная 
къ  плоскости  PQR  \ пусть  PfQ'R ' будетъ  плоскость,  перпендикуляр- 
ная къ  прямой  ОР  въ  вершинѣ  связки  О.  Такъ  какъ  плоскость 
PQR  не  встрѣчаетъ  плоскости  P'QfR'  (теор,  29  гл.  XXV),  то 
она  расположена  цѣликомъ  внутри  полупространства  P'Q'R'P 
(теор.  20  гл.  XL).  Каждый  лучъ  связки  имѣетъ,  слѣдовательно, 
точку  внутри  полупространства  P’Q'R'P  а потому  весь  (кромѣ 
вершины)  лежитъ  внутри  этого  полупространства  (теор.  15  гл. 
XL).  Иными  словами,  всѣ  лучи  лежатъ  по  одну  сторону  пло- 
скости P'Q'R'. 

Теорема  6.  Лучи  замкнутой  связки  Ѳ въ  пространствѣ 
расположены  по  одну  сторону  плоскости  PQR , проходящей  черезъ 
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вершину  связки  О.  Если  на  этой  плоскости  возьмемъ  замкнутый 
плоскій  пучекъ  лучей  (0),  имѣющій  my-же  вершину , то,  присоеди- 
нивъ ихъ  къ  прежнимъ  лучамъ , получимъ  замкнутую  связку. 

Доказательство.  Положимъ,  что  лучи  плоскаго  пучка 
расположены  въ  плоскости  PQR  по  одну  сторону  прямой  PQ, 
проходящей  черезъ  вершину  пучка,  — и именно  въ  полупло- 
скости PQR  (теор.  13  гл.  XXVII).  Если  ОМ  есть  одинъ  изъ 
лучей  связки  Ѳ,  то  онъ  опредѣляетъ  съ  прямой  PQ  полупло- 
скость PQM , образующую  съ  полуплоскостью  PQR  двугранный 
уголъ  MPQR.  Пусть  PQR ' будетъ  та  изъ  этихъ  полуплоскостей, 
которая  образуетъ  съ  полуплоскостью  PQR  наибольшій  уголъ. 
Тогда  всѣ  лучи  связки  (Ѳ,  #)  расположены  либо  на  граняхъ, 
либо  внутри  двуграннаго  угла  R'PQR.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  лучи 
пучка  # расположены  въ  грани  PQR.  Пусть  ОМ  будетъ  одинъ 
изъ  лучей  связки  Ѳ ; если  онъ  не  лежитъ  на  грани  PQR',  то  дву- 
гранный уголъ  MPQR  меньше  двуграннаго  угла  R'PQR  •,  полу- 
плоскость PQM,  а стало  быть  и лучъ  ОМ  лежатъ  внутри  дву- 
граннаго угла  R'PQR.  Если  PQS  есть  плоскость,  проходящая 
внутри  угловъ,  смежныхъ  съ  двуграннымъ  угломъ  R'PQR , то 
всѣ  лучи  связки  (Ѳ,  3)  расположены  по  одну  сторону  ея.  Дѣй- 
ствительно, если  К и L суть  двѣ  точки  на  одномъ  или  на  двухъ 
изъ  этихъ  лучей,  не  совпадающія  съ  О,  то  отрѣзокъ  KL  весь 
принадлежитъ  двугранному  углу  (теор.  28  а гл.  XLI)  и не  встрѣ- 
чаетъ его  ребра  (теор.  18  а гл.  XLI).  Этотъ  отрѣзокъ  не  встрѣ- 
чаетъ, слѣдовательно,  плоскости  PQR  (теор.  22  гл.  ХЫ),  и точки 
К и L расположены  по  одну  сторону  плоскости  PQR. 


ГЛАВА  XLIV. 

0 проекціяхъ. 

Теорема  1.  Черезъ  каждую  прямую  въ  пространствѣ  Qg,  не 
перпендикулярную  къ  данной  плоскости , проходитъ  одна  и только 
одна  плоскость , перпендикулярная  къ  данной  плоскости. 

Доказательство.  Черезъ  любую  точку  М на  данной  пря- 
мой LM  проводимъ  прямую  MN , перпендикулярную  къ  данной 
плоскости.  Согласно  теор.  10  гл.  XLI,  прямая  MN  необходимо 
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лежитъ  въ  плоскости,  проходящей  черезъ  точку  М и перпен 
дикулярной  къ  данной  плоскости.  Такъ  какъ  прямыя  ML  и MN  •> 
по  условію,  не  совпадаютъ,  то  онѣ  опредѣляютъ  одну  и только 
одну  плоскость,  удовлетворяющую  требованію  (теор  7 гл.  XLI) 

Опредѣленіе!.  Проекціей  точки  на  плоскость  въ  простран- 
ствѣ Q6  называется  точка  пересѣченія  этой  плоскости  съ  пер- 
пендикулярной къ  ней  прямой,  проходящей  черезъ  данную  точку, 
эта  прямая  называется  проектируюгцей  прямой , а данная  пло- 
скость— плоскостью  проекцій. 

Теорема  2.  Въ  пространствѣ  Q8  проекція  точки , лежагцей 
на  плоскости  проекцій , совпадаетъ  съ  проектируемой  точкой. 

Теорема  3.  Въ  пространствѣ  Q8  проекціи  всѣхъ  точекъ , 
расположенныхъ  на  прямой , перпендикулярной  къ  плоскости  проек- 
цій, представляютъ  собой  одну  и my-же  точку.  Проекціи-же  двухъ 
точекъ , не  лежащихъ  на  прямой , перпендикулярной  къ  плоскости 
проекцій , не  совпадаютъ . 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  опре- 
дѣленія 1. 

Теорема  4.  Если  три  точки  въ  пространствѣ  &>8  располо- 
жены на  одной  прямой , не  перпендикулярной  къ  плоскости  проек- 
цій, то  ихъ  проекціи  лежатъ  также  на  одной  прямой. 

Доказательство.  Согласно  теор.  10  гл.  XL1,  три  проекти- 
рующихъ перпендикуляра  расположены  въ  плоскости,  проходя- 
щей черезъ  прямую,  на  которой  лежатъ  данныя  точки,  перпен- 
дикулярно къ  плоскости  проекцій.  Три  проекціи  лежатъ,  стало 
быть,  на  прямой,  по  которой  пересѣкаются  эти  двѣ  плоскости. 

Теорема  5.  Проекціи  всѣхъ  точекъ  прямой  въ  пространствѣ 
Qa  на  одну  и my-же  плоскость  лежатъ  на  одной  прямой. 

Доказательство.  Это  непосредственно  вытекаетъ  изъ 
предыдущей  теоремы. 

Опредѣленіе  2.  Прямая  M'Nf  въ  пространствѣ  Q8,  на  ко- 
торой расположены  проекціи  всѣхъ  точекъ  прямой  MN  на  одну 
я ту  же  плоскость,  называется  проекціей  этой  прямой  на  пло- 
скость проекцій. 

Замѣтимъ,  что  предыдущая  теорема  ни  въ  какомъ  слу- 
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чаѣ  не  даетъ  права  утверждать,  что  каждая  точка  на  проекціи 
прямой  служитъ  проекціей  нѣкоторой  точки  проектируемой 
прямой. 

Теорема  6.  Если  три  точки  А.  В и С въ  пространствѣ  Q8 
не  расположены  на  одной  прямой , и плоскость , ими  опредѣляемая , 
не  перпендикулярна  къ  плоскости  проекцій , то  проекціи  ихъ  а,  6,  с 
не  расположены  на  одной  прямой. 

Доказательство.  Еслибы  точки  а,  6,  с были  расположены 
на  одной  прямой,  то  проектирующіе  перпендикуляры  были  бы 
расположены  въ  плоскости,  проходящей  черезъ  эту  прямую  и 
перпендикулярной  къ  плоскости  проекцій  (теор.  10  гл.  XLI)  *, 
поэтому  и точки  А,  В,  С были  бы  расположены  въ  плоскости, 
перпендикулярной  къ  плоскости  проекцій,  что  противно  условію. 

Теорема  7.  Прямая  въ  пространствѣ  Q8,  не  перпендику- 
лярная къ  плоскости  проекціи  и не  лежащая  въ  ней  цѣликомъ , 
расположена  со  своей  проекціей  въ  одной  плоскости , перпендику- 
лярной къ  плоскости  проекціи. 

Доказательство.  Если  А и В суть  двѣ  точки  на  ’данной 
прямой,  то  проектирующіе  ихъ  перпендикуляры,  какъ  мы  ви- 
дѣли при  доказательствѣ  теоремы  5,  расположены  въ  плоскости, 
проходящей  черезъ  прямую  АВ  перпендикулярно  къ  плоскости 
проекцій.  Въ  этой  плоскости  лежатъ,  стало  быть,  и проекціи  а 
и b точекъ  А и В,  а стало  быть,  и проекція  аЬ  прямой  АВ. 

Теорема  8.  Если  три  точки  А,  В и С въ  пространствѣ  Q8 
расположены  на  одной  прямой , не  перпендикулярной  къ  плоскости 
проекцій , при  чемъ  точка  В лежитъ  между  точками  А и С,  то 
проекція  Ъ точки  В лежитъ  между  проекціями  а и с точекъ 
А и С. 

Доказательство  Проектирующіе  перпендикуляры  Аа , В6,  Сс, 
какъ  мы  видѣли  при  доказательствѣ  теоремы  4,  расположены 
въ  одной  плоскости,  проходящей  черезъ  прямую  АВ  перпен- 
дикулярно къ  плоскости  проекцій.  Такъ  какъ  они  и сами  пер- 
пендикулярны къ  плоскости  проекцій,  то  никакія  два  изъ  нихъ 
не  встрѣчаются  (теор.  28  гл.  XXV).  Вслѣдствіе  этбго  каждая 
пзъ  прямыхъ  Аа  и Сс  расположена  цѣликомъ  по  одну  сторону 
прямой  ВЬ  (теор.  21  гл.  XXIV)*,  а такъ  какъ  точки  А и С ле- 
жатъ по  разныя  стороны  прямой  В6,  то  точки  а и с также  ле- 
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жатъ  по  разныя  стороны  этой  прямой,  т.  е.  прямая  ВЬ  встрѣ- 
чаетъ отрѣзокъ  ас  во  внутренней  его  точкѣ.  Но  6 есть  един- 
ственная точка  пересѣченія  прямой  ВЪ  съ  прямой  ас\  поэтому 
она  лежитъ  между  а и с. 

Теорема  9.  Проекціи  всѣхъ  точекъ  въ  пространствѣ  Qg,  рас- 
положенныхъ на  лучѣ , не  перпендикулярномъ  къ  плоскости  проек- 
цій, лежатъ  на  лучѣ , вершиной  котораго  служитъ  проекція  вер- 
шины проектируемаго  луча. 

Доказательство,  Пусть  АВ  будетъ  проектируемый  лучъ, 
а и Ъ проекціи  точекъ  А и В.  Пусть  С будетъ  произвольная 
третья  точка  луча  АС  и с ея  проекція.  Смотря  по  тому,  ле- 
житъ ли  точка  С между  А и Вили  точка  В между  А и С,  точка 
с лежитъ  между  а и Ъ или  точка  b лежитъ  между  а и с (теор. 
8).  Во  всякомъ  случаѣ  точки  Ъ и с лежатъ  по  одну  сторону 
точки  а ; иначе  говоря,  точка  с принадлежитъ  лучу  аЪ. 

Опредѣленіе  3*  Лучъ  на  которомъ  лежатъ  проекціи 
точекъ  луча  АВ  въ  пространствѣ  Q8,  мы  будемъ  называть  проек- 
ціей луча  АВ. 

Здѣсь  умѣстно  замѣчаніе,  аналогичное  тому,  которое  было 
сдѣлано  при  опредѣленіи  2. 

Теорема  10.  а)  Если  три  луча  ОЛ,  ОВ,  ОС  расположены 
въ  плоскости , не  перпендикулярной  къ  плоскости  проекцій , и обра- 
зуютъ замкнутый  тучекъ , то  ихъ  проекціи  оа,  об,  ос  также  об- 
разуютъ замкнутый  тучекъ. 

Ъ ) Если  при  этомъ  лучъ  ОВ  лежитъ  между  лучами  О А и ОС, 
то  лучъ  оЪ  лежитъ  между  лучами  оа  и ос. 

Доказательство,  о)  Разсѣчемъ  лучи  пучка  ОЛ,  ОВ,  ОС 
прямой,  не  проходящей  черезъ  вершину  (теор.  8 гл.  XXVII). 
Положимъ,  что  эта  прямая  встрѣчаетъ  лучи  въ  точкахъ  Л,  В 
и С.  Пусть  о,  а,  Ь,  с будутъ  проекціи  точекъ  О,  Л,  В,  О, 
такъ  что  лучи  оа,  о&,  ос  представляютъ  собой  проекціи  лучей 
ОЛ,  ОВ,  ОС.  Такъ  какъ  прямая  АС  не  перпендикулярна  къ 
плоскости  проекціи  (теор.  7 гл.  XLI),  то  точки  а,  6,  с лежатъ 
на  одной  прямой  (теор.  4).  Въ  силу  теоремы  6 , эта  прямая  не 
проходитъ  черезъ  точку  о,  а потому  лучи  оа,  оЪ  ос  образуютъ 
замкнутый  пучекъ  (теор  11  гл.  XXVII). 
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6)  Если  лучъ  ОВ  лежитъ  между  лучами  О А и ОС,  то  точка 
В лежитъ  между  точками  А и С (теор.  9 гл.  XXVII)*  поэтому 
и точка  Ъ лежитъ  между  точками  а и с (теор.  8),  а лучъ  оЪ  ле- 
житъ между  лучами  оа  и ос  (теор.  10  гл.  XXVII). 

Теорема  11.  Если  лучъ  ОА  въ  пространствѣ  выходитъ 
изъ  точки  О на  плоскости  проекцій , но  не  перпендикуляренъ  къ 
ней  и не  лежитъ  въ  ней  г^ѣликомъ,  то  онъ  образуетъ  со  своей 
проекціей  Оа  острый  уголъ. 

Доказательство.  Если  а есть  проекція  точки  А,  то  тре- 
угольникъ ^40о  имѣетъ  прямой  уголъ  при  вершинѣ  о,  а потому 
уголъ  АОа  острый  (теор.  11  гл.  XXVIII). 

Теорема  12.  Если  лучъ  О А въ  пространствѣ  выходитъ 
изъ  точки  О на  плоскости  проекцій  и образуетъ  острый  уголъ  съ 
лучемъ  Оа,  расположеннымъ  въ  плоскости  проекцій,  а плоскость 
АОа  перпендикулярна  къ  плоскости  проекцій,  то  Оа  есть  проек- 
ція луча  ОА. 

Доказательство.  Если  мы  изъ  точки  А опустимъ  перпен- 
дикуляръ на  прямую  Оа,  то  основаніе  а этого  перпендикуляра, 
въ  силу  теоремы  11  гл.  XXVIII,  упадетъ  на  лучъ  Оа.  Такъ 
какъ  прямая  Аа  перпендикулярна  къ  плоскости  проекцій  (теор.  8 
гл.  XLI),  то  а есть  проекція  точки  А,  и стало  быть,  лучъ  Оа 
есть  проекція  луча  ОА. 

Теорема  13.  Если  прямая  ОА  въ  пространствѣ  Q8  пересѣ- 
каетъ плоскость  проекцій  въ  точкѣ  О,  но  не  перпендикулярна  къ 
ней , то  прямая  ОВ,  проходящая  въ  плоскости  проекцій  черезъ 
точку  О перпендикулярно  къ  проекціи  О а прямой  О А,  перпендику- 
лярна къ  плоскости  АОа. 

Доказательство.  Такъ  какъ  плоскость  АОа  перпендику- 
лярна къ  плоскости  проекцій  (теор.  7),  то  прямая  ОВ,  прохо- 
дящая въ  одной  изъ  этихъ  плоскостей  перпендикулярно  къ  линіи 
ихъ  пересѣченія,  перпендикулярна  также  къ  другой  плоскости 
(теор.  8 гл.  XLI). 

Теорема  14.  Лучъ  ОА  въ  пространствѣ  выходитъ  изъ 
точки  О,  лежащей  на  плоскости  проекцій,  но  къ  этой  плоскости 
не  перпендикуляренъ,  а потому  имѣетъ  проекціей  лучъ  Оа. 
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a)  Если  лучъ  ОБ  располоокет  въ  плоскости  проекцій  и об- 
разуетъ съ  лучемъ  Оа  острый , прямой  или  тупой  уголъ , то  от 
образуетъ  соотвѣтственно  острый , прямой  или  тупой  уголъ  и съ 
проектируемымъ  лучемъ  О А. 

b)  Если  лучъ  ОБ  расположенъ  въ  плоскости  проекцій , но  не 
совпадаетъ  ни  съ  лучемъ  Оа , ни  съ  ею  продолженіемъ  и образуетъ 
острый , прямой  или  тупой  уголъ  съ  лучемъ  О А , то  оиз  образуетъ 
также  соотвѣтственно  острый , прямой  или  тупой  уголъ  съ  его 
проекцій  Оа. 

Доказательство.  Разсмотрѣнію  подлежитъ,  конечно,  только 
тотъ  случай,  когда  лучъ  ОА  не  совпадаетъ  со  своей  проекціей 
Оа,  т.  е.  не  лежитъ  въ  плоскости  проекцій. 

Прежде  всего  изъ  предыдущей  теоремы  непосредственно 
вытекаетъ,  что  лучъ  ОБ,  проходящій  въ  плоскости  проекцій 
перпендилулярно  къ  проекціи  Оа,  перпендикуляренъ  также  къ 
проектируемому  лучу  ОА. 

Положимъ  теперь,  что  лучъ  ОБ  образуетъ  острый  уголъ 
съ  лучемъ  Оа.  Пусть  нѣкоторая  точка  а луча  Оа  есть  про- 
екція внутренней  точки  А луча  Оа.  Изъ  точки  А проведемъ 
перпендикуляръ  къ  прямой  ОБ ; основаніе  этого  перпендику- 
ляра, согласно  теоремѣ  11  гл.  XXVIII,  падаетъ  во  внутреннюю 
точку  Б луча  ОБ.  Тогда  лучъ  Ба  представляетъ  собой  проек- 
цію луча  БИ,  и прямая  ОБ , перпендикулярная  къ  проекціи  Ба, 
перпендикулярна  также  къ  проектируемому  лучу  БА , Треуголь- 
никъ АОВ  имѣетъ  поэтому  прямой  уголъ  при  вершинѣ  Б,  а 
потому  уголъ  АО  Б — острый. 

Если  лучъ  ОБ  образуетъ  съ  лучемъ  Оа  тупой  уголъ,  то 
его  продолженіе  ОБ'  образуетъ  съ  лучемъ  Оа  острый  уголъ. 
Поэтому,  согласно  доказанному,  уголъ  АОВ'  острый,  а смежный 
съ  нимъ  уголъ  АОВ — тупой. 

Вторая  часть  предложенія  доказывается  отъ  противнаго. 

Теорема  15.  Лучъ  ОА  выходитъ  изъ  точки  О на  плоскости 
проекцій , но  не  перпендикуляренъ  къ  этой  плоскости  и не  лежитъ 
въ  ней  цѣликомъ ; Оа  есть  проекція  луча  О А.  Если  ОБ  есть  про- 
извольная прямая , проходящая  въ  плоскости  проекцій  черезъ  точку 
О,  но  не  совпадающая  съ  Оа , то  полуплоскости  ОБА  и ОВа  об- 
разуютъ острый  двугранный  уголъ  АОВа. 
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Доказательство.  Пусть  а будетъ  проекціей  точки  А.  Изъ 
точки  а опустимъ  перпендикуляръ  аО ' на  прямую  ОБ;  О’  осно- 
ваніе этого  перпендикуляра.  Лучи  О1  А и О'а  расположены  въ 
полуплоскостяхъ  ОБА  и ОВа  (теор.  19  гл.  XXIV);  при  этомъ 
лучъ  О'а  представляетъ  собой  проекцію  луча  О1  А.  Прямая  ОБ, 
перпендикулярная  къ  проекціи  О'а  въ  точкѣ  О',  перпендику- 
лярна также  къ  лучу  О'А.  Поэтому  АО'а  есть  линейный  уголъ 
двуграннаго  угла  АОВа.  Въ  силу  же  теоремы  11,  это  уголъ 
острый. 

Теорема  16.  Если  полуплоскости  ОВА  и ОВа  въ  простран- 
ствѣ образуютъ  при  ребрѣ  ОБ  острый  двугранный  уголъ , то 
проекція  луча , выходящаго  изъ  точки  на  ребрѣ  и расположеннаго 
въ  одной  грани , на  плоскость  другой  грани  лежитъ  именно  въ  этой 
грани. 

И обратно , если  проекція  луча , выходящаго  изъ  точки  на 
ребрѣ  и расположеннаго  въ  плоскости  первой  грани , на  плоскость 
второй  грани  лежитъ  именно  въ  этой  грани , то  проектируемый 
лучъ  лежитъ  въ  первой  грани. 

Доказательство.  Разсмотрѣнію  подлежитъ,  конечно,  только 
тотъ  случай,  когда  проектируемый  лучъ  и его  проекція  не  ле- 
жатъ на  ребрѣ  двуграннаго  угла. 

Если  бы  лучъ  О А имѣлъ  проекціей  лучъ  Оа\  принад- 
лежащій продолженію  полуплоскости  ОБа,  то  угодъ  АОВа\  въ 
силу  предыдущей  теоремы,  былъ  бы  острый.  Между  тѣмъ,  изъ 
условія  слѣдуетъ,  что  онъ  тупой.  Точно  такъ  же,  если  бы  лучъ 
ОА'.  расположенный  на  продолженіи  полуплоскости  ОБИ,  имѣлъ 
проекцію  Оа  на  полуплоскости  ОБа,  то  двугранный  уголъ  А'ОВа 
былъ  бы  острый. 


Опредѣленіе  4.  Пусть  PQR  будетъ  нѣкоторая  плоскость  въ 
пространствѣ  Qe,  О точка,  внѣ  ея  лежащая,  М произвольная 
точка  пространства,  не  совпадающая  съ  О.  Если  лучъ  ОН  пере- 
сѣкаетъ плоскость  PQR  въ  точкѣ  М\  то  говорятъ,  что  точка  М 
имѣетъ  центральную  проекцію  на  плоскость  PQR  изъ  центра  О 
и что  точка  М'  представляетъ  собой  эту  проекцію.  Лучъ  ОМ 
называется  проектирующимъ  лучемъ  точки  М. 

Теорема  17.  Если  нѣсколько  точекъ  въ  пространствѣ 
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имѣютъ  центральныя,  проекціи  па  нѣкоторую  плоскость , то  проек- 
тирующіе лучи  образуютъ  замкнутую  связку. 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  тео- 
ремы 5 предьтд.  главы. 

Теорема  18.  Три  точки  if,  L,  М въ  пространствѣ  Qs  имѣютъ 
центральныя  проекціи  К\  L\  Mf  изъ  точки  О на  нѣкоторую  пло- 
скость. 

а ) Если  точки  К,  L и М расположены  на  одной  прямой , не 
проходящей  черезъ  центръ  проекцій , то  и точки  К\  L 1 и Mf  рас- 
положены на  одной  прямой. 

ft)  Если  точки  К и L расположены  при  этомъ  по  одну  или 
по  разныя  стороны  точки  Ж,  то  и точки  IV  и L 9 расположены 
соотвѣтственно  по  одну  или  по  разныя  стороны  точки  Ж' . 

Доказательство,  а)  Проектирующіе  лучи  OK,  0L  и ОМ 
расположены  въ  плоскости,  проходящей  черезъ  прямую  KL  и 
центръ  проекцій  О.  Въ  этой  плоскости  расположены,  слѣдова- 
тельно, и точки  К\  L ' и М '.  Такъ  какъ  послѣднія  точки  распо- 
ложены также  въ  плоскости  FQR , и такъ  какъ  эти  двѣ  плоско- 
сти не  совпадаютъ  (одна  изъ  нихъ  проходитъ  черезъ  точку  О, 
а другая  черезъ  нее  не  проходитъ),  то  общія  точки  этихъ  пло- 
скостей лежатъ  на  одной  прямой.  Замѣтимъ,  что  никакія  двѣ 
изъ  точекъ  К\  L'  и М ' не  совпадаютъ,  ибо  прямая  KL  не  про- 
ходитъ черезъ  точку  О. 

ft)  Если  точка  М лежитъ  между  точками  К и L,  то  лучъ 
ОМ  встрѣчаетъ  отрѣзокъ  KL , опирающійся  на  стороны  угла 
IfOL,  во  внутренней  его  точкѣ  М.  Онъ  расположенъ  поэтому 
внутри  этого  угла  (теор.  6 а гл.  XXVI),  и,  слѣдовательно,  встрѣ- 
чаетъ отрѣзокъ  K’L\  также  опирающійся  на  стороны  этого  угла, 
во  внутренней  его  точкѣ  Ж'  (теор.  21  гл.  XXVI).  Это  и есть 
проекція  точки  М. 

Опредѣленіе  5.  Изъ  предыдущей  теоремы  вытекаетъ  слѣ- 
дующее : если  двѣ  точки  К и L прямой  KL,  не  проходящей 
черезъ  центръ  проекцій,  имѣютъ  центральныя  проекціи  К1  и L ' 
на  плоскость  FQX,  то  всѣ  точки  прямой  KL , имѣющія  въ  этой 
системѣ  центральныя  проекціи,  проектируются  на  прямую  IVL'. 
Эту  прямую  IVL'  мы  будемъ  называть  центральной  проекціей  пря- 
мой KL  на  плоскость  PQR  изъ  центра  О. 
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Мы  не  можемъ,  однако,  утверждать,  что  каждая  точка  пря- 
мой KL  имѣетъ  проекцію  или  что  каждая  точка  прямой  K'L' 
служитъ  проекціей  нѣкоторой  точки  на  прямой  KL. 

Теорема  19.  Если  крайнія  точки  К и L отрѣзка  KL  въ 
пространствѣ  Qg  имѣютъ  центральныя  проекціи  К'  и L'  на  нѣ- 
которую плоскость  и прямая  KL  не  проходитъ  черезъ  центръ 
проекцій , то  всѣ  внутреннія  точки  отрѣзка  KL  проектируются 
внутрь  отрѣзка  K'L'. 

Обратно , каждая  внутренняя  точка  отрѣзка  K'L'  служитъ 
проекціей  нѣкоторой  точки  отрѣзка  KL. 

Доказательство.  Первая  часть  Цтеоремы  вытекаетъ  непо- 
средственно изъ  теоремы  18  6,  а вторая  часть  доказывается  со- 
вершенно аналогично  ей. 

Опредѣленіе  6.  Отрѣзокъ  K'L\  о которомъ  идетъ  рѣчь 
въ  предыдущей  теоремѣ,  мы  будемъ  называть  проекціей  отрѣзка 
KL  изъ  центра  О на  плоскость  проекцій. 

Теорема  20.  Если  вершина  К и внутренняя  точка  L луча 
KL  проектируются  изъ  центра  въ  двѣ  различныя  точки  К и L' 
плоскости  проекцій , то  каждая  точка  луча  KL , имѣющая  проекцію 
въ  той-же  системѣ , проектируется  на  лучъ  K'L', 

Доказательство.  При  условіяхъ  заданія  прямая  KL  не 
проходитъ  черезъ  центръ  проекцій.  Если  точка  М луча  KL 
проектируется  въ  точку  ЛГ,  то  она  лежитъ  на  прямой  K'L'  и 
по  одну  сторону  точки  К'  съ  точкой  L'  (теор.  18  6),  т.  е.  при- 
надлежитъ лучу  K'L'. 

Опредѣленіе  7.  Лучъ  K'L'.  на  которомъ  расположены  про- 
екціи точекъ  луча  KL , мы  будемъ  называть  центральной  проекціей 
луча  KL.  И здѣсь  мы  не  можемъ  утверждать,  что  каждая  точка 
луча  KL  имѣетъ  проекцію  или  что  каждая  точка  луча  K'U 
служитъ  проекціей  нѣкоторой  точки  луча  KL, 

Теорема  21.  Точки  К , L,  М въ  пространствѣ  Q8  не  лежатъ 
на  одной  прямой , а плоскость  KLM  не  проходитъ  черезъ  центръ 
проекцій.  Если  эти  точки  имѣютъ  проекціи  К\  L'  и М'  на  пло- 
скость PQR , то  послѣднія  не  расположены  на  одной  прямой. 

Доказательство.  Точки  If,  L и М представляютъ  собой 
проекціи  точекъ  If',  L'  и М'  на  плоскость  KLM  изъ  того  же 
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центра.  Еслибы  поэтому  точки  К\  L'  и М'  были  расположены 
на  одной  прямой,  то  и точки  /Г,  L и Ж были  бы  расположены 
на  одной  прямой  (теор  1В  а). 

Теорема  22,  Если  плоскость  PQR  многоугольника  m ее  про- 
странствѣ Q9  не  проходите  череве  центре  проекцій , а всѣ  вер- 
шины многоугольника  имѣюте  проекціи  на  плоскость  P'Q'R ',  то 
всѣ  точки  многоугольника  ш имѣюте  проекціи  на  плоскость  P'Q'R’ . 
Эти  проекціи  образуюте  многоугольнике  т',  вершинами  и сторо- 
нами котораго  соотвѣтственно  служите  проекціи  вершине  и сто- 
роне многоугольника  ш внутреннія  же  точки  многоугольника  ш 
проектируются  внутрь  многоугольника  mf. 

Доказательство.  Пусть  Жп  Ж2,  Ж3.  , . Ж„  будутъ  послѣ- 
довательныя вершины  многоугольника  ш, — Ж',,  Ж'2,  Ж'3  . . . М'п 
ихъ  проекціи  на  плоскость  P'Q'R'.  Отрѣзокъ  Ж/Ж'цл  состоитъ 
изъ  проекцій  точекъ  отрѣзка  М,М1+і  (теор.  19).  Не  трудно  ви- 
дѣть, что  отрѣзки  Mt'M'2 , М2'Ж3Г  , . . М'п-іМ’п  образуютъ  про- 
стую замкнутую  ломанную  линію.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  всѣ  необ- 
ходимыя для  этого  условія  (опр.  3—8  гл.  XXXII)  выполняются, 
ибо  въ  противномъ  случаѣ,  какъ  это  крайне  легко  обнаружить, 
не  выполнялось  бы  соотвѣтствующее  условіе  для  сторонъ  много- 
угольника щ.  Обозначимъ  черезъ  mf  многоугольникъ,  ограничи- 
ваемый ломанной  М\Ш\. . . Жг„,  и покажемъ,  что  каждая  вну- 
тренняя точка  Ж многоугольника  ш проектируется  внутрь 
многоугольника  т'. 

Изъ  точки  Ж въ  плоскости  PQR  проведемъ  прямую,  не 
проходящую  черезъ  вершины  многоугольника  т.  Каждый  изъ 
двухъ  лучей,  на  которые  точка  Ж дѣлитъ  прямую,  встрѣчаетъ 
периферію  многоугольника  нечетное  число  разъ.  Пусть  К и L 
будутъ  двѣ  точки  пересѣченія  (теор.  11  и 9 гл.  XXXIII)  этой  пря- 
мой съ  периферіей  многоугольника,  лежащія  по  разныя  сто- 
роны точки  Ж.  Такъ  какъ  точки  К и L имѣютъ  проекціи  К ' 
и L'  на  плоскость  P'Q'R \ то  и точка  Ж имѣетъ  проекцію  Ж'  на 
ту  же  плоскость  (теор.  19).  Точка  Ж'  не  лежитъ  на  периферіи 
многоугольника  т',  ибо  всѣ  точки  этой  периферіи  служатъ  проек- 
ціями точекъ,  принадлежащихъ  периферіи  многоугольника  т. 
Лучъ  М'К'  встрѣчаетъ  периферію  нечетное  число  разъ.  Дѣй- 
ствительно, каждая  точка  встрѣчи  луча  МК  съ  периферіей 
многоугольника  m проектируется  въ  общую  точку  луча  М'К'  и 
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периферіи  многоугольника  m'.  Обратно,  пусть  N ' будетъ  точка,  въ 
которой  лучъ  М'К'  встрѣчаетъ  периферію  многоугольника  тп'.  Эта 
точка  служитъ  проекціей  нѣкоторой  точки  N на  периферіи  много- 
угольника m ; такъ  какъ  точки  К ' и N'  расположены  по  одну 
сторону  точки  М\  то  точки  К и N лежатъ  по  одну  сторону 
точки  31  (теор.  18  6);  иными  словами,  точка  N принадлежитъ 
лучу  ЗІК.  Отсюда  слѣдуетъ,  что  лучъ  М'К'  встрѣчаетъ  перифе- 
рію многоугольника  ш'  столько  же  разъ,  сколько  разъ  лучъ 
МК  встрѣчаетъ  периферію  многоугольника  ш.  Такъ  какъ  при 
этомъ  лучъ  ЗѴК'  не  проходитъ  черезъ  вершины  многоугольника 
Шг,  то  точка  ЗѴ  лежитъ  внутри  его. 

Замѣтимъ,  что  то  же  доказательство  можетъ  быть  при- 
мѣнено и къ  многосвязнымъ  многоугольникамъ. 

Опредѣленіе  8.  Многоугольникъ  ш'  въ  пространствѣ  Qs, 
составленный  изъ  центральныхъ  проекцій  точекъ  нѣкотораго 
многоугольника  m на  плоскость,  мы  будемъ  называть  проек- 
ціей много уіолънит  ш на  эту  плоскость. 


ГЛАВА  XLV. 

Многогранные  углы. 

Опредѣленіе  1.  Положимъ,  что  въ  пространствѣ  £>8  нѣ- 
сколько прямолинейныхъ  угловъ  расположены  слѣдующимъ  об- 
разомъ. 

a)  Углы  имѣютъ  общую  вершину. 

b)  Углы  могутъ  быть  перенумерованы  такимъ  образомъ, 
чтобы  одна  сторона  каждаго  угла  служила  также  стороной 
предыдущаго  угла,  а другая  стороной  послѣдующаго;  первый 
уголъ  долженъ  имѣть  общую  сторону  со  вторымъ,  а послѣдній — - 
съ  предпослѣднимъ. 

c)  Полуплоскости,  въ  которыхъ  лежатъ  углы,  имѣющіе 
общую  сторону  и для  которыхъ  эта  сторона  служитъ  общимъ 
ребромъ,  наклонены  другъ  къ  другу. 

При  этихъ  условіяхъ  мы  будемъ  говорить,  что  углы  обра- 
зуютъ многоугольную  поверхность.  Общую  вершину  угловъ  мы 
будемъ  называть  вершиной  многоугольной  поверхности  ; самые 
углы  — плоскими  углами  или  гранями  поверхности ; стороны 
этихъ  угловъ  — ребрами  поверхности  Двугранные  углы,  обра- 
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зуемые  смежными  гранями  при  общемъ  ребрѣ,  мы  будемъ  на- 
зывать двуіранньгми  углами  поверхности.  Прямолинейные  углы, 
образованные  двумя  ребрами,  не  принадлежащими  одной  и той 
же  грани,  называются  діагональными  плоскими  углами  поверх- 
ности. 

Опредѣленіе  2.  Согласно  предыдущему  опредѣленію,  пер- 
вая грань  многоугольной  поверхности  имѣетъ  сторону,  не  при- 
надлежащую второму  углу,  а послѣдняя  грань  имѣетъ  сторону, 
не  принадлежащую  предыдущему  углу.  Эти  двѣ  стороны  мы 
будемъ  называть  крайними  ребрами  поверхности.  Если  крайнія 
ребра  многогранной  поверхности  совпадаютъ,  то  мы  будемъ  ее 
называть  сходяѵ^ейся  многоугольной  поверхностью. 

Опредѣленіе  3.  Если  ребра  сходящейся  многоугольной 
поверхности  образуютъ  замкнутую  связку,  то  мы  будемъ  ее 
называть  замкнутой  многоугольной  поверхностью. 

Опредѣленіе  4.  Мы  будемъ  называть  многоугольную  по- 
верхность простой , если  ея  грани  не  имѣютъ  иныхъ  общихъ 
точекъ,  кромѣ  тѣхъ,  которыя  онѣ  необходимо  имѣютъ,  согласно 
опредѣленіямъ  Іи  2.  Такимъ  образомъ  въ  простой  замкнутой 
многоугольной  поверхности  ни  одна  внутренняя  точка  какой- 
либо  грани  не  принадлежитъ  другой  грани,  а каждое  ребро  при- 
надлежитъ двумъ  и только  двумъ  гранямъ. 

Опредѣленіе  5.  Перенумеровавъ  грани  простой  замкнутой 
многоугольной  поверхности  такъ,  какъ  это  указано  въ  пунктѣ 
6)  опредѣленія  1,  мы  условимся  обозначать  ребра  слѣдующимъ 
образомъ w.  ту  сторону  первой  грани,  которая  принадлежитъ 
т^кже  послѣдней  грани,  будемъ  обозначать  черезъ  ОМ0  (О  вер- 
шина поверхности)  *,  вторую  сторону  первой  грани,  принадле- 
жащую, слѣдовательно,  также  второй  грани,  мы  обозначимъ  че- 
резъ 0Мг  и т.  д.  При  такомъ  наименованіи  реберъ  мы  будемъ 
обозначать  самую  поверхность  символомъ  OM0Mt,..Mn. 

Мы  не  будемъ  останавливаться  на  доказательствѣ  того 
предложенія,  что  любой  плоскій  уголъ  простой  замкнутой  много- 
угольной поверхности  можетъ  быть  принятъ  за  первый — и лю- 
бая его  сторона  за  первое  ребро. 

Теорема  1.  Въ  пространствѣ  Q8  сѣченіе  простой  замкнутой 
многоугольной  поверхности  плоскостью , не  проходящей  черезъ  вер- 
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шину , но  пересѣкающей  всѣ  ребра  (теор.  4 гл.  XLIII),  есть  про - 
стал  замкнутая  ломанная  линія. 

Доказательство.  Пусть  Mt  будетъ  точка,  въ  которой  наша 
плоскость  пересѣкаетъ  лучъ  СШ,.  Въ  такомъ  случаѣ  сѣченіе 
плоскаго  угла  М,_іОД/,  нашей  плоскостью  есть  отрѣзокъ  М<~.гМА 
(теор.  5 Ь гл.  XXYI).  Если  поэтому  поверхность  состоитъ  изъ 
п граней,  то  сѣченіе  ея  плоскостью  состоитъ  изъ  п отрѣзковъ. 
Если  мы  сообщимъ  отрѣзку  Д_іМ,  номеръ  г,  то  каждый  отрѣ- 
зокъ будетъ  имѣть  одну  крайнюю  точку,  общую  съ  преды- 
дущимъ отрѣзкомъ,  и одну  общую  точку  съ  послѣдующимъ. 
Кромѣ  того  внутренняя  точка  отрѣзка  не  можетъ  при- 

надлежать другому  отрѣзку,  ибо  она  расположена  внутри  грани 
Мі_іОМі  (та  же  теорема  5 Ъ гл.  XXYI)  и,  слѣдовательно,  не  мо- 
жетъ принадлежать  другой  грани.  Точно  такъ  же  ни  одна  изъ 
крайнихъ  точекъ  ІІ/,  не  можетъ  принадлежать  болѣе,  нежели 
двумъ  отрѣзкамъ,  такъ  какъ  въ  такомъ  случаѣ  одно  и то  же 
ребро  принадлежало  бы  болѣе,  нежели  двумъ  гранямъ.  Поэтому 
это  ломанная  простая.  Смежныя  ребра  наклонены  другъ  къ 
другу  при  общей  вершинѣ  (опр.  1с). 

Опредѣленіе  6.  Если  периферія  многоугольника  въ  про- 
странствѣ Q8  представляетъ  собой  сѣченіе  многоугольной  по 
верхности  плоскостью,  не  проходящей  черезъ  ея  вершину,  то  мы 
будемъ  говорить,  что  многоугольникъ  опирается  на  эту  поверх- 
ность или  что  поверхность  опирается  на  многоугольникъ. 

Теорема  2.  Какъ  бы  ни  были  расположены  въ  пространствѣ 
Q8  многоугольникъ  М0М±М2  . . . Мп  и точка  О внѣ  ею  плоскости , 
имъ  соотвѣтствуетъ  одна  и только  одна  многоугольная  поверх- 
ность, опирающаяся  на  этотъ  многоугольникъ. 

Доказательство.  Это  есть  многоугольная  поверхность 
OM0MtM2...Mn.  На  деталяхъ  доказательства  останавливаться  не 
будемъ. 

Теорема  3.  Два  многоугольника  въ  пространствѣ  Qe 
М0М1М2...Мп  и М'0М\М'2...М'п,  опирающіеся  на  многоугольную  по- 
верхность, представляютъ  собой  центральныя  проекціи  другъ  друга 
изъ  вершины  поверхности  на  соотвѣтствующія  плоскости. 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  тео- 
ремы 22  предыдущей  главы,  ибо  точки  Мг  и М\  представляютъ 
собой  проекціи  одна  другой  на  соотвѣтствующія  плоскости. 
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Теорема  4.  Если  нѣкоторая  точка  въ  пространствѣ  Q8 
имѣетъ  центральную  проекцію  на  плоскость  одного  многоугольника , 
опирающагося  на  многоугольную  поверхность , изъ  ею  вершины , и 
проектируется  при  этомъ  внутрь  многоугольника , то  она  проек- 
тируется внутрь  всякаго  другою  многоугольника , опираюгцаюся  на 
поверхность  того-же  угла. 

Доказательство.  Положимъ,  что  точка  М проектируется 
изъ  вершины  О многоугольной  поверхности  во  внутреннюю 
точку  т многоугольника  М0М1М2Мд...  Мя,  опирающагося  на  поверх- 
ность. Это  значитъ,  точка  т лежитъ  на  лучѣ  ОМ.  Но,  въ  виду 
предыдущей  теоремы,  точка  М проектируется  изъ  вершины 
многоугольной  поверхности  внутрь  любого  другого  многоуголь- 
ника М!0М\М\М\..  М опирающагося  на  туже  поверхность,  въ 
точку  т\  Точка  т ' лежитъ,  стало  быть,  на  лучѣ  Orw,  совпа- 
дающемъ съ  лучемъ  ОМ  (теор.  10  гл.  XI).  Поэтому  т'  есть 
проекція  точки  М изъ  вершины  О на  плоскость  многоугольника 

М'0№ХМ\М\..МѢ. 

Теорема  5.  Точки , лежагція  въ  пространствѣ  Qs  на  много- 
угольной поверхности , имѣютъ  проещіи  изъ  ея  вершины  на  пло- 
скость любою  многоугольника , на  нее  опирающагося  \ проекціи  эти 
расположены  на  его  периферіи. 

Доказательство.  Если  точка  лежитъ  на  ребрѣ,  то  она 
проектируется  въ  ту  вершину  многоугольника,  которая  лежитъ 
на  этомъ  ребрѣ.  Если  же  точка  М лежитъ  внутри  одного  изъ 
плоскихъ  угловъ,  то  лучъ  ОМ  пересѣкаетъ  сторону  многоуголъ 
ника,  опирающуюся  на  стороны  этого  угла. 

Опредѣленіе  7 . Если  точка  М въ  пространствѣ  Q8  про- 
ектируется изъ  вершины  О многоугольной  поверхности  внутрь 
многоугольниковъ,  опирающихся  на  нее,  то  мы  будемъ  гово- 
рить, что  точка  М лежитъ  внутри  этой  поверхности. 

Опредѣленіе  8.  Геометрическій  образъ  въ  пространствѣ  Q8, 
состоящій  изъ  многоугольной  поверхности  и всѣхъ  точекъ  про- 
странства, внутри  ея  лежащихъ,  мы  будемъ  называть  лшоіо- 
граннымъ  угломъ.  Самую  многоугольную  поверхность  мы  будемъ 
называть  поверхностью  этого  многограннаго  угла\  точки  же,  лежа- 
щія внутри  ея,  внутренними  точками  многограннаго  угла ; ея 
вершину,  ребра,  грани  или  плоскіе  углы  и діагональные  плоскіе 
углы  мы  будемъ  называть  вершиной , ребрами , гранями  или  пло- 
скими углами  и діагональными  плоскими  углами  многограннаго  угла. 
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Относительно  поверхности  многограннаго  угла  иногда  го- 
ворятъ, что  она  огибаетъ  этотъ  многогранный  уголъ. 

Теорема  6.  Если  точка  М въ  пространствѣ  Q8  располо- 
жена въ  плоскости  многоугольника , опираюѵ^агося  на  поверхность 
многограннаго  угла , то  она  лежитъ  внутри,  на  поверхности  или 
внѣ  многограннаго  угла , смотря  по  тому,  лежитъ  ли  она  внутри, 
на  периферіи,  или  внѣ  многоугольника. 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  того, 
что  точка  М служитъ  своей  проекцій  изъ  вершины  на  плоскость 
многоугольника. 

Теорема  7.  а)  Если  одна  внутренняя  точка  луча  въ  про- 
странствѣ Qs,  выходящаго  изъ  вершины  многограннаго  угла , распо- 
ложена внутри  послѣдняго,  то  и всѣ  внутреннія  точки  луча  рас- 
положены внутри  этого  многограннаго  угла. 

Ь ) Если  же  одна  внутренняя  точка  луча  лежитъ  внѣ  много- 
граннаго угла , то  и всѣ  внутреннія  его  гпочки  лежатъ  внѣ  его. 

cl  Если  наконецъ,  точка  И лежитъ  на  поверхности  много- 
граннаго угла,  то  весь  лучъ  ОМ  лежитъ  на  ею  поверхности. 

Доказательство.  Справедливость  теоремъ  а)  и b ) выте- 
каетъ непосредственно  изъ  опредѣленія  7.  Теорема  с)  выте- 
каетъ изъ  теоремы  6 а гл.  XXVI. 

Теорема  8.  Если  въ  пространствѣ  Q8  точка  М принадле- 
житъ многогранному  углу , но  не  совпадаетъ  съ  его  вершиной  О, 
то  внутреннія  точки  луча  ОМ',  составляющаго  продолженіе  луча 
ОМ,  лежатъ  внѣ  многограннаго  угла. 

Доказательство.  Такъ  какъ  лучъ  ОМ  встрѣчаетъ  много 
угольники,  опирающіеся  на  поверхность  многограннаго  угла, 
то  лучъ  ОМ'  ихъ  не  встрѣчаетъ. 

Теорема  9.  Если  ребра  многограннаго  угла  OM0MtMr.  МЛ  въ 
пространствѣ  расположены  по  одну  сторону  плоскости  PQR , 
проходящей  черезъ  его  вершины,  то  и весь  многогранный  уголъ  рас- 
положенъ съ  той-же  стороны. 

Доказательство.  Пусть  М0МѴ  . .Мя  будетъ  произвольный 
многоугольникъ,  опирающійся  на  поверхность  многограннаго 
угла.  Согласно  теоремѣ  14  6 гл.  XL,  сторона  М0М1  вся  распо- 
ложена съ  той  же  стороны  плоскости  PQR , что  и точки  М0  и 
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Mt  ; съ  той  же  стороны  расположена  также  сторона  MtM2 
и т.  д.  Каждая  внутренняя  точка  многоугольника  лежитъ  между 
двумя  периферическими  точками  и потому  расположена  съ  той  же 
стороны  плоскости  PQR.  Пусть  N будетъ  произвольная  точка 
многограннаго  угла,  не  совпадающая  съ  ея  вершиной.  Въ  та- 
комъ случаѣ  лучъОіѴ  встрѣчаетъ  многоугольникъ  М0Мѵ..М»въ 
точкѣ  М (теор.  5 и опр.  7).  Поэтому  точка  N расположена  съ  той 
же  стороны  плоскости  PQR,  что  и точка  М (теор.  15  гл.  XL). 

Теорема  10.  с г ) Если  вершина  угла  MQN  въ  пространствъ 
Q8  совпадаетъ  съ  вершиной  многограннаго  угла  и отрѣзокъ  MN, 
опирающійся  на  стороны  этого  угла , встрѣчаетъ  поверхность 
многограннаго  угла , то  и всякій  другой  отрѣзокъ , опирающійся  на 
стороны  тою-же  угла , встрѣчаетъ  поверхность  многограннаго  угла. 

6)  Если  же  отрѣзокъ  MN  не  встрѣчаетъ  поверхности  много- 
граннаго угла , то  ни  одинъ  изъ  отрѣзковъ , опирающихся  на  сто- 
роны того-же  угла , этой  поверхности  не  встрѣчаетъ . 

Доказательство.  Положимъ,  что  отрѣзокъ  MN  встрѣчаетъ 
поверхность  многограннаго  угла  въ  точкѣ  Е.  Тогда  весь  лучъ 
ОР  лежитъ  на  этой  поверхности  (теор.  7 с).  Съ  другой  стороны, 
такъ  какъ  лучъ  ОР  встрѣчаетъ  одинъ  изъ  отрѣзковъ,  опираю- 
щихся на  стороны  угла,  то  онъ  весь  принадлежитъ  этому  углу, 
а потому  встрѣчаетъ  и всякій  другой  отрѣзокъ,  опирающійся  на 
стороны  того  же  угла  (теор.  21  гл.  XXVI). 

Вторая  часть  теоремы  доказывается  отъ  противнаго. 

Теорема  И.  Если  черезъ  отрѣзокъ  MN  въ  пространствѣ  Q8 
проходитъ  плоскость  PQR , пересѣкающая  всѣ  ребра  многограннаго 
угла  и не  содержащая  его  вершины  \ если  при  томъ  одна  изъ  край- 
нихъ точекъ  отрѣзка  лежитъ  внутри , а другая  внѣ  многограннаго 
угла , то  отрѣзокъ  MN  встрѣчаетъ  поверхность  многограннаго  угла. 

Доказательство.  Плоскость  PQR  даетъ  въ  сѣченіи  съ  по- 
верхностью многограннаго  угла  простую  замкнутую  ломанную 
линію,  которая  ограничиваетъ  многоугольникъ  ш,  опирающійся 
на  стороны  угла  (теор.  1).  Согласно  теоремѣ  6,  одна  изъ  край- 
нихъ точекъ  отрѣзка  MN  лежитъ  внутри,  другая  внѣ  много- 
угольника ш.  Поэтому  отрѣзокъ  встрѣчаетъ  периферію  много- 
угольника, а слѣдовательно,  и поверхность  многограннаго  угла. 
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Теорема  12.  Если  точка  М въ  пространствѣ  £)8  лежитъ 
внутри  многограннаго  угла , а точка  N внѣ  его , то  отрѣзокъ  MN 
встрѣчаетъ  поверхность  многограннаго  угла. 

Доказательство.  Въ  виду  предыдущей  теоремы,  доказа- 
тельству подлежитъ  только  тотъ  случай,  когда  черезъ  отрѣзокъ 
MN  не  проходитъ  ни  одна  плоскость,  пересѣкающая  всѣ  ребра 
многограннаго  угла  во  внутреннихъ  точкахъ. 

Пусть  PQR  [будетъ  плоскость,  которая  проходитъ  черезъ 
вершину  многограннаго  угла  и по  одну  сторону  котораго  распо- 
ложены всѣ  его  ребра.  Лучъ  ОМ  расположенъ  съ  той-же  стороны 
плоскости  PQR,  съ  которой  лежатъ  ребра  (теор.  9).  Лучъ-же  ON 
можетъ  быть  расположенъ  съ  той-же  стороны  плоскости  или  на 
плоскости  PQR,  или  по  другую  ея  сторону. 

Предположимъ  сначала,  что  лучъ  ON  расположенъ  съ  той- 
же  стороны  плоскости  PQR,  что  и ребра,  или  въ  самой  плоско- 
сти. Въ  томъ  и другомъ  случаѣ  лучи  ОМ  и ON  образуютъ  съ 
ребрами  многограннаго  угла  замкнутую  связку  (теор.  6 гл.  ХЫІІ). 
Мы  можемъ  поэтому  провести  плоскость,  не  проходящую  черезъ 
вершину  многограннаго  угла,  пересѣкающую  всѣ  его  ребра,  а 
также  лучи  ОМ  и ON.  Пусть  ИГ  и N'  будетъ  пересѣченіе  этой 
плоскости  съ  лучами  ОМ  и ON.  Такъ  какъ  точка  М лежитъ 
внутри,  а точка  N внѣ  многограннаго  угла,  то  и точка  М'  ле- 
житъ внутри,  а точка  N*  внѣ  многограннаго  угла  (теор.  7].  Въ 
силу  предыдущей  теоремы  отрѣзокъ  MrN}  встрѣчаетъ  поверх 
ность  многограннаго  угла,  а потому  и отрѣзокъ  MN  встрѣчаетъ 
поверхность  многограннаго  угла  (теор.  10  а). 

Предположимъ  теперь,  что  лучи  ОМ  и ON  расположены 
по  разныя  стороны  плоскости  PQR  \ въ  такомъ  случаѣ  отрѣзокъ 
MN  пересѣкаетъ  плоскость  PQR  въ  нѣкоторой  точкѣ  К.  Въ 
сиду  теоремы  9,  точка  К лежитъ  внѣ  многограннаго  угла.  Отно- 
сительно точекъ  М и К мы  находимся  такимъ  образомъ  въ 
условіяхъ  уже  разобраннаго  случая.  Отрѣзокъ  МК  встрѣчаетъ 
поверхность  многограннаго  угла  (случай,  уже  разсмотрѣнный), 
а слѣдовательно,  ее  встрѣчаетъ  и отрѣзокъ  MN. 

Теорема  13.  Если  отрѣзокъ  MN  въ  пространствѣ  Q8  не 
имѣетъ  общихъ  точекъ  съ  поверхностью  многограннаго  угла,  то  обѣ 
крайнія  его  точки  лежатъ  либо  внѣ , либо  внутри  многограннаго 
угла. 


577 


Гл.  XLV. 


Доказательство  ведется  отъ  противнаго  и основывается  на 
предыдущей  теоремѣ. 

Опредѣленіе  9.  Если  г есть  кратчайшее  разстояніе  точки 
М отъ  тѣхъ  граней  многограннаго  угла,  которымъ  она  не  при- 
надлежитъ (теор.  21  гл.  XXVIII),  то  сферу,  описанную  изъ  точки 
М радіусомъ  равнымъ  г,  мы  будемъ  называть  сферой  точки  М 
относительно  этого  многограннаго  угла  ; точки,  расположенныя 
внутри  этой  сферы,  мы  будемъ  называть  прилежащими  кг  М 
относительно  многограннаго  угла. 

Теорема  14.  ч)  Если  точка  М вг  пространствѣ  Q8  распо- 
ложена внутри  или  внѣ  многограннаго  угла , то  и всѣ  прилежа- 
щія кг  ней  точки  расположены  соотвѣтственно  внутри  или  внѣ 
многограннаго  угла. 

b ) Если  точка  М расположена  внутри  одной  изг  граней 
многограннаго  угла , то  прилежащія  кг  ней  точки , расположенныя 
по  одну  сторону  грани , лежатг  всѣ  внутри  или  всѣ  внѣ  много- 
граннаго угла. 

c)  Если  точка  М лежитг  на  ребрѣ  многограннаго  угла , но 
не  совпадаетг  сг  вершиной,  то  прилежащія  кг  ней  точки , распо- 
ложенныя внутри  двуграннаго  угла  при  этомг  ребрѣ , лежатг  всѣ 
внутри  или  всѣ  внѣ  многограннаго  угла. 

Доказательство  опирается  на  теорему  13  и вполнѣ  ана 
логично  доказательству  соотвѣтствующихъ  частей  теоремы  4 
гл.  XXXIII. 

Опредѣленіе  10.  Если  точка  М въ  пространствѣ  Q8  ле- 
житъ внутри  ребра  многограннаго  угла  и точки,  прилежащія 
къ  М и расположенныя  внутри  двуграннаго  угла  при  этомъ 
ребрѣ,  лежатъ  внутри  многограннаго  угла,  то  мы  будемъ  гово- 
рить, что  М есть  выходящая  точка  на  этомъ  ребрѣ. 

Теорема  J5.  Если  вершина  Мі  многоугольника  М0МѴ..М„,  опи- 
рающагося на  поверхность  многограннаго  угла , представляетг  со- 
бой выходящую  точку  на  его  ребрѣ , то  она  представляетг  собой 
также  выходящую  вершину  многоугольника . Если-же  есть  вхо- 
дящая точка  на  ребрѣ , то  она  представляетг  собою  и входящую 
вершину  многоугольника. 

Доказательство.  Пусть  М будетъ  точка  многоугольника 
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расположенная  внутри  угла  і МіМц.і.  Она  лежитъ,  слѣдова- 
тельно, внутри  двуграннаго  угла  Де_]ОМ,Д/,_|л  (теор.  14  Ъ гл.  XLI). 
Если  поэтому  она  достаточно  близка  къ  точкѣ  М,  и послѣдняя 
представляетъ  собой  выходящую  точку  на  ребрѣ  многограннаго 
угла,  то  она  (точка  М)  лежитъ  внутри  многограннаго  угла,  а 
потому  и внутри  многоугольника  (теор.  6).  Слѣдовательно,  Mt 
есть  выходящая  вершина  многоугольника.  Такимъ-же  образомъ 
разбирается  и второй  случай,  когда  Мг  есть  входящая  точка 
на  ребрѣ  многограннаго  угла. 

Теорема  16.  Вз  пространствѣ  Q8  на  одномз  и томз  же 
ребрѣ  многограннаго  угла  лежатз  либо  исключительно  выходящія , 
либо  исключительно  входящія  точки. 

Доказательство.  Пусть  М*  и М будутъ  произвольныя  двѣ 
внутреннія  точки  на  ребрѣ  ОМ  многограннаго  угла,  при  чемъ 
ОМ'<С  ОМ.  Пусть  rf  и г будутъ  радіусы  сферъ  этихъ  точекъ 
относительно  многогранныхъ  угловъ.  Внутри  двуграннаго  угла 
при  ребрѣ  ОМ  выберемъ  точку  IV,  настолько  близкую  къ  М, 
чтобы  разстояніе  MN  было  меньше,  нежели  г'  и г.  Если  М вхо- 
дящая вершина,  то  точка  N лежитъ  внутри  многограннаго  угла. 
Въ  виду  теор.  16  6 гл.  XLI  и теор.  7 а настоящей  главы,  всѣ 
внутреннія  точки  луча  ON  лежатъ  какъ  внутри  двуграннаго  угла 
при  ребрѣ  ОіѴ,  такъ  и внутри  многограннаго  угла.  Съ  другой 
стороны,  согласно  теоремѣ  24  гл.  XXXVII,  на  отрѣзкѣ  ON 
имѣется  точка  ІѴ'  отстоящая  отъ  М'  на  разстояніе  M'N'<CMN<rt. 
Такъ  какъ  точка  N ' прилежитъ  къ  М ' относительно  многогран- 
наго угла,  то  М'  есть  выходящая  точка  на  ребрѣ. 

Опредѣленіе  11.  Если  всѣ  внутреннія  точки  на  ребрѣ  много- 
граннаго угла  суть  выходящія  точки,  то  самое  ребро  назы- 
вается выходящимъ  ребромъ  • въ  противномъ  случаѣ  оно  назы- 
ваетея  входящимъ  ребромъ  многограннаго  угла. 

Теорема  17.  Если  многоугольникъ  въ  пространствѣ  Q8  опи- 
рается на  поверхность  многограннаго  угла , то  на  выходящихъ 
ребрахъ  лежатъ  выходящія , а на  входящихъ  входящія  вершины 
многоугольника. 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  тео- 
ремы 15. 
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Опредѣленіе  12.  Многогранный  уголъ,  имѣющій  исключи- 
тельно выходящія  вершины,  называется  выпуклымъ  многограннымъ 
угломъ. 

Теорема  18.  Многоугольникъ , опирающійся  на  поверхность 
выпуклаго  многограннаго  угла  въ  пространствѣ  Qg,  есть  выпуклый 
многоугольникъ . 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  опре- 
дѣленія выпуклаго  многограннаго  угла  и теоремы  17. 

Теорема  19.  Всѣ  точки  выпуклаго  многограннаго  угла  въ  про- 
странствѣ  Q8,  не  лежащія  ни  на  одной  изъ  его  граней , расположены 
по  одну  сторону  отъ  этой  грани. 

Доказательство.  Пусть  M0MtM2...Mn  будетъ  многоуголь- 
никъ, опирающійся  на  поверхность  этого  могограннаго  угла. 
Такъ  какъ  это  многоугольникъ  выпуклый,  одна  изъ  его  сторонъ 
лежитъ  на  грани,  а плоскость  многоугольника  не  совпадаетъ  съ 
плоскостью  грани,  то  всѣ  точки  многоугольника,  не  лежащія  на 
этой  грани,  лежатъ  по  одну  сторону  ея  (теор.  5 гл.  XXXVI).  Пусть 
М будетъ  произвольная  точка,  принадлежащая  многогранному 
углу,  но  не  лежащая  на  разсматриваемой  грани.  Она  про- 
ектируется изъ  вершины  О многограннаго  угла  на  плоскость 
многоугольника  въ  нѣкоторую  точку  М\  расположенную  внутри 
или  на  одной  изъ  сторонъ  многоугольника.  Точка  М лежитъ  по- 
этому съ  той  же  стороны  грани,  съ  которой  лежатъ  всѣ  точки 
многоугольника.  Съ  той  же  стороны  лежитъ,  слѣдовательно, 
весь  лучъ  ОМ  и,  въ  частности,  точка  М (теор.  15  гл.  XL). 

Теорема  20.  а)  Въ  пространствѣ  Q8  каждая  точка  выпуклаго 
многограннаго  угла  принадлежитъ  всѣмъ  его  двуграннымъ  угламъ ; 
точка , лежащая  внутри  многограннаго  угла , расположена  внутри 
всѣхъ  его  двугранныхъ  угловъ. 

Ъ ) Обратно , точка , принадлежащая  всѣмъ  двуграннымъ  угламъ , 
принадлежитъ  и многогранному  углу  Точка , расположенная  внутри, 
всѣхъ  двугранныхъ  угловъ,  лежитъ  внутри  многограннаго  угла . 

Доказательство.  Пусть  М будетъ  точка  многограннаго 
угла  (отличная  отъ  вершины),  М0М1М2...М„  многоугольникъ, 
опирающійся  на  его  поверхность.  Лучъ  ОМ  встрѣчаетъ  много- 
угольникъ въ  нѣкоторой  точкѣ  М'.  Такъ  какъ  нашъ  много- 
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угольникъ  выпуклый,  то  точка  М принадлежитъ  всѣмъ  его 
угламъ  (теор.  10  гл.  XXXVI).  Въ  виду  тоіч),  что  точка  М ' при- 
надлежитъ углу  Mt-iMiMf+i)  она  принадлежитъ  также  двугран- 
ному углу  Мі-іМіОМі+ 1 (теор.  14  а гл.  XLI),  т.  е.  принадле- 
житъ всякому  двугранному  углу  нашего  многограннаго  угла. 
Въ  силу  теоремы  16  а гл.  XLI,  отсюда  слѣдуетъ,  что  и точка  М 
принадлежитъ  всѣмъ  двуграннымъ  угламъ. 

Если  точка  М лежитъ  внутри  многограннаго  угла,  то  точка 
М'  лежитъ  внутри  многоугольника,  а потому  лежитъ  внутри 
всѣхъ  его  угловъ  (теор.  10  гл.  XXXVI)  и,  слѣдовательно,  внутри 
всѣхъ  двугранныхъ  угловъ  (теор.  14  6 гл.  XLI).  Вмѣстѣ  съ 
тѣмъ  и точка  М лежитъ  внутри  всѣхъ  двугранныхъ  угловъ 
(теор.  16  6 гл.  XLI). 

Ъ ) Положимъ  теперь,  что  точка  М лежитъ  внутри  всѣхъ 
двугранныхъ  угловъ  многограннаго  угла.  Пусть  N будетъ  точка, 
расположенная  внутри  многограннаго  угла.  Согласно  теоремѣ  а, 
точка  N расположена  внутри  всѣхъ  двугранныхъ  угловъ.  По- 
этому весь  отрѣзокъ  MN  расположенъ  внутри  всѣхъ  двугран- 
ныхъ угловъ  (теор.  28  Ь гл.  XL1),  слѣдовательно,  не  встрѣчаетъ 
ихъ  граней,  а потому  не  встрѣчаетъ  и граней  многограннаго 
угла.  Отсюда,  въ  силу  теоремы  13,  слѣдуетъ,  что  и точка  М 
лежитъ  внутри  многограннаго  угла. 

Если  точка  М лежитъ  на  грани  нѣкоторыхъ  двугранныхъ 
угловъ  и внутри  другихъ,  то,  въ  силу  теремъ  28  Ъ и с гл.  XLI, 
всѣ  внутреннія  точки  отрѣзка  MN  расположены  внутри  всѣхъ 
двугранныхъ  угловъ  и,  слѣдовательно,  внутри  многограннаго 
угла.  Поэтому  и точка  М принадлежитъ  многогранному  углу, 
ибо  иначе  всѣ  прилежащія  къ  ней  точки  были  бы  расположены 
внѣ  многограннаго  угла  (теор.  14  а). 

Теорема  21.  Если  вершина  Р луча  PQ  въ  пространствѣ  Q8 
лежитъ  на  поверхности  многограннаго  угла , то  точки  луча , при- 
лежащія къ  Р,  расположены  либо  всѣ  на  поверхности  многогран 
наго  угла , либо  всѣ  внутри  ею,  либо  всѣ  внѣ  его. 

Доказательство  вполнѣ  аналогично  доказательству  тео 
ремы  7 гл.  XXXIII. 

Опредѣленіе  13  Если  прямая  въ  пространствѣ  Q8  встрѣ- 
чаетъ поверхность  многограннаго  угла  въ  точкѣ  Р и точки  пря- 
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мой,  прилежащія  къ  Р,  по  одну  сторону  точки  Р принадлежатъ 
многогранному  углу,  а по  другую  сторону  ея  ему  не  принадле- 
жатъ, то  мы  будемъ  говорить,  что  прямая  пересѣкаетъ  поверх- 
ность въ  точкѣ  Р\  при  иныхъ  же  условіяхъ  мы  будемъ  говорить, 
что  прямая  не  пересѣкаетъ  поверхности  въ  точкѣ  Р. 

Теорема  22.  Если  прямая  въ  пространствѣ  Q8  расположена 
въ  плоскости  многоугольника , опирающагося  на  поверхность  много- 
граннаго угла , то  въ  каждой  точкѣ , въ  которой  она  встрѣчаетъ 
его  поверхность , она  пересѣкаетъ  или  не  пересѣкаетъ  поверхность 
послѣдняго , смотря  по  тому , пересѣкаетъ  ли  она  въ  этой  точкѣ 
периферію  многоугольника  или  нѣтъ. 

Доказательство.  Если  прямая  встрѣчаетъ  поверхность  въ 
точкѣ  Р,  то  точки  прямой,  прилежащія  къ  точкѣ  Р съ  той  или 
другой  стороны  ея  какъ  по  отношенію  къ  многогранному  углу, 
такъ  и по  отношенію  къ  многоугольнику,  либо  принадлежатъ 
и многогранному  углу  и многоугольнику,  либо  не  принадлежатъ 
ни  тому,  ни  другому  (теор.  6). 

Теорема  23.  Въ  пространствѣ  Q8  прямая  пересѣкаетъ  по- 
верхность многограннаго  угла  конечное  число  разъ. 

Доказательство.  Если  прямая  имѣетъ  съ  какой-либо  гранью 
болѣе  одной  общей  точки,  то  она  лежитъ  въ  плоскости  этой 
грани.  Если  она  при  этомъ  проходитъ  черезъ  внутреннюю  точку 
Р этой  грани,  то  она  въ  ней  не  пересѣкаетъ  поверхности,  по- 
тому что  прилежащія  къ  Р точки  прямой  по  обѣ  стороны  Р 
принадлежатъ  поверхности  многограннаго  угла.  Точно  такъ  же 
обстоитъ  дѣло,  если  прямая  PQ  содержитъ  ребро  и Р есть  вну- 
тренняя точка  ребра.  Отсюда  слѣдуетъ,  что  прямая  пересѣкаетъ 
каждую  грань  не  болѣе  двухъ  разъ. 

Опредѣленіе  14.  Если  въ  пространствѣ  Q8  внутренняя 
точка  Р отрѣзка  или  луча  лежитъ  на  поверхности  многогран- 
наго угла,  то  мы  будемъ  говорить,  что  этотъ  отрѣзокъ  или 
этотъ  лучъ  пересѣкаетъ  поверхность  многограннаго  угла  или 
не  пересѣкаетъ  ея  въ  точкѣ  Р,  смотря  по  тому,  пересѣкаетъ  ли 
ее  въ  этой  точкѣ  прямая,  которой  лучъ  или  отрѣзокъ  принад- 
лежитъ, или  нѣтъ. 

Теорема  24.  Если  вершина  О прямолинейнаго  угла  MON  въ 
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пространствѣ  Q8  совпадаетъ  съ  вершиной  многограннаго  угла , то 
всѣ  отрѣзки , опирающіеся  на  периферію  угла  МОіѴ,  пересѣкаютъ 
поверхность  многограннаго  угла  одинаковое  число  разъ. 

Доказательство.  Пусть  KL  и K'L*  будутъ  два  отрѣзка, 
опирающіеся  на  стороны  угла  MON.  Положимъ,  что  внутренняя 
точка  Р отрѣзка  KL  принадлежитъ  поверхности  многограннаго 
угла.  Въ  такомъ  случаѣ  лучъ  ОР  принадлежитъ  весь  поверх- 
ности многограннаго  угла  (теор.  7 с)  и въ  то  же  время  встрѣ- 
чаетъ отрѣзокъ  K'L'  во  внутренней  точкѣ  Р'  (теор.  21  гл.  XXVI). 
Въ  этой,  слѣдовательно,  точкѣ  отрѣзокъ  K'L ' встрѣчаетъ  ПО' 
верхность.  Пусть  Q будетъ  точка  отрѣзка  KL,  прилежащая  къ 
Р и расположенная  со  стороны  точки  Р,  т.  е.  внутри  отрѣзка 
КР.  Лучъ  OQ  встрѣчаетъ  отрѣзокъ  К'Р'  во  внутренней  его 
точкѣ  Q’  (та  же  теор.).  Если  всѣ  точки  отрѣзка  PQ  принадле- 
жатъ многогранному  углу,  то  всѣ  точки  отрѣзка  P'Q'  также  при- 
надлежатъ поверхности  многограннаго  угла.  Въ  самомъ  дѣлѣ, 
если  бы  какая-либо  точка  R'  отрѣзка  P'Q’  не  принадлежала 
многогранному  углу,  то  ему  не  принадлежалъ  бы  весь  лучъ  ORr 
(теор.  7 6)*,  между  тѣмъ  этотъ  лучъ  встрѣчаетъ  отрѣзокъ  PQ  въ 
нѣкоторой  точкѣ  R.  Такимъ  же  образомъ,  если  всѣ  точки  от- 
рѣзка PQ,  кромѣ  Р,  лежатъ  внѣ  многограннаго  угла,  то  такъ 
же  обстоитъ  дѣло  съ  точками  отрѣзка  P'Q'.  Иначе,  если  точки, 
прилежащія  къ  Р съ  какой-либо  стороны  отрѣзка  KL , принад- 
лежатъ или  не  принадлежатъ  многогранному  углу,  то  точки  на 
отрѣзкѣ  K'L',  прилежащія  къ  Р'  съ  соотвѣтствующей  стороны, 
соотвѣтственно  принадлежатъ  илп  не  принадлежатъ  многогран- 
ному углу.  Отсюда  слѣду етъ,  что  отрѣзокъ  K'L’  пересѣкаетъ  или 
не  пересѣкаетъ  поверхность  многограннаго  угла  въ  точкѣ  Р', 
смотря  по  тому,  пересѣкаетъ  ли  или  не  пересѣкаетъ  поверхность 
отрѣзокъ  KL  въ  точкѣ  Р. 

Теорема  25.  а)  Если  крайнія  точки  отрѣзка  KL  располо- 
жены обѣ  внутри  или  обѣ  внѣ  многограннаго  угла } то  отрѣзокъ 
KL  пересѣкаетъ  поверхность  его  четное  число  разъ. 

b ) Если  одна  изъ  крайнихъ  точекъ  отрѣзка,  лежитъ  внутри , 
а другая  внѣ  многограннаго  угла , то  отрѣзокъ  KL  пересѣкаетъ  по- 
верхность нечетное  число  разъ. 

c)  Если  отрѣзокъ  KL  пересѣкаетъ  поверхность  мноюгран- 


583  Гл.  XLV. 


наго  угла  четное  число  разя  и крайнія  его  точки  не  принадлежите 
поверхности , то  онѣ  расположены  обѣ  внутри  или  же  обѣ  внѣ 
многограннаго  угла. 

d ) Если  отрѣзокъ  KL  пересѣкаете  поверхность  многогран- 
наго угла  нечетное  число  разе  и крайнія  его  точки  не  принадле- 
жатъ поверхности , то  одна  изъ  нихъ  лежите  внутргі , а другая 
внѣ  многограннаго  угла. 

Доказательство.  Мы  имѣемъ  въ  виду  доказать  теоремы 
а)  и Ь),  такъ  какъ  теоремы  с)  и <і)  могутъ  быть  потомъ  дока- 
заны отъ  противнаго.  Остановимся  сначала  на  томъ  случаѣ, 
когда  прямая  KL  проходитъ  черезъ  вершину  О многограннаго 
угла.  Если  при  этомъ  точки  К и L расположены  по  одну  сто- 
рону вершины,  то  обѣ  точки  К и L расположены  внутри  или 
внѣ  многограннаго  угла  (теор.  7).  Отрѣзокъ  же  KL  въ  этомъ 
случаѣ  вовсе  не  встрѣчаетъ  поверхности,  ибо  иначе  точки  К и 
L,  вопреки  условію,  лежали  бы  на  его  поверхности.  Теорема, 
стало  быть,  въ  этомъ  случаѣ  справедлива.  Если  точки  К и L 
лежатъ  по  разныя  стороны  точки  О,  то,  согласно  теоремамъ  7 и 8, 
могутъ  быть  два  случая:  либо  оба  луча  ОК  и 0L  расположены 
внѣ  многограннаго  угла,  либо  одинъ  изъ  лучей  расположенъ 
внутри,  другой  внѣ  многограннаго  угла  (на  поверхности  много- 
граннаго угла  ни  одинъ  изъ  двухъ  лучей  лежать  не  можетъ, 
такъ  какъ  ни  одна  изъ  точекъ  К и L не  принадлежитъ  поверх- 
ности). Въ  первомъ  случаѣ  прямая  KL  не  пересѣкаетъ  поверх- 
ности въ  точкѣ  О,  во  второмъ  иересѣкаетъ  ее.  Теорема  такимъ 
образомъ  и здѣсь  оправдывается. 

Положимъ  теперь,  что  прямая  KL  не  проходитъ  черезъ 
вершину,  но  что  черезъ  нее  можно  провести  плоскость,  не  про- 
ходящую черезъ  вершину  и пересѣкающую  всѣ  ребра  много- 
граннаго угла.  Въ  сѣченіи  плоскости  съ  многограннымъ  угломъ 
мы  получаемъ  многогранникъ  ш.  Такъ  какъ  точки  К и L рас- 
положены внутри  или  внѣ  многоугольника,  смотря  по  тому,  ле- 
жатъ ли  онѣ  внутри  или  внѣ  многограннаго  угла  (теор.  в),  а 
съ  другой  стороны,  отрѣзокъ  пересѣкаетъ  или  не  пересѣкаетъ 
поверхность  въ  каждой  точкѣ,  въ  которой  онъ  ее  встрѣчаетъ, 
смотря  по  тому,  пересѣкаетъ  онъ  или  не  пересѣкаетъ  перифе- 
рію многоугольника  (теор.  22),  то  наша  теорема  и въ  этомъ 
случаѣ  справедлива  (теор.  12  а и Ъ гл.  XXXIII). 
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Обратимся,  наконецъ,  къ  тому  случаю,  когда  черезъ  пря- 
мую KL  нельзя  провести  плоскости,  не  проходящей  черезъ  вер- 
шину и пересѣкающей  всѣ  ребра 

Пусть  PQR  будетъ  плоскость,  проходящая  черезъ  вершину 
многограннаго  угла,  по  одну  сторону  которой  расположены  его 
ребра.  Пусть  PQRS  будетъ  полупространство,  въ  которомъ  рас- 
положенъ многогранный  уголъ  (теор.  9),  PQRS ' его  продолженіе. 
Если  обѣ  точки  К и L принадлежатъ  полупространству  PQRS'i 
то  и весь  отрѣзокъ  принадлежитъ  этому  полупространству. 
Точки  К и L лежатъ  въ  этомъ  случаѣ  внѣ  многограннаго  угла, 
а отрѣзокъ  KL  не  пересѣкаетъ  поверхности.  Теорема  справед- 
лива. Подъ  разсмотрѣнный  случай  подходятъ  и двѣ  точки  К и 
L,  расположенныя  на  плоскости  Q.  Мы  должны  поэтому  разсмо- 
трѣть теперь  лишь  тотъ  случай,  когда  по  крайней  мѣрѣ  одна  изъ 
точекъ  К и L,  скажемъ  L,  лежитъ  внутри  полуплоскости  PQRS. 
Если  при  этомъ  точка  К лежитъ  внутри  полуплоскости  PQRS', 
то  отрѣзокъ  KL  пересѣкаетъ  плоскость  Q въ  нѣкоторой  точкѣ 
К.  Точка  К,  какъ  и К , лежитъ  внѣ  многограннаго  угла,  а от- 
рѣзокъ КК'  не  встрѣчаетъ  его  поверхности.  Поэтому  достаточно 
опредѣлить,  сколько  разъ  пересѣкаетъ  поверхность  отрѣзокъ  К’Ь. 

Въ  виду  вышеизложеннаго  мы  можемъ  ограничиться  тѣми 
случаями,  когда  обѣ  точки  К и L расположены  внутри  полу- 
пространства PQRS  и когда  точка  К лежитъ  на  грани,  а L — 
внутри  этого  полупространства. 

Въ  томъ  и другомъ  случаѣ  лучи  О К и OL  образуютъ  съ 
ребрами  многограннаго  угла  замкнутую  связку  (теор.  6 гл. 
XLIII).  Положимъ,  что  плоскость,  пересѣкающая  связку,  встрѣ- 
чаетъ лучи  О К и OL  въ  точкахъ  Кг  и Lt.  Отрѣзокъ  КХЬ^  на- 
ходится въ  условіяхъ  уже  разсмотрѣннаго  случая,  такъ  какъ 
черезъ  него  проходитъ  плоскость,  пересѣкающая  пучекъ.  По- 
этому относительно  отрѣзка  К1Ь1  теорема  справедлива.  Такъ 
какъ  каждая  изъ  точекъ  К и L находится  внутри  или  внѣ 
многограннаго  угла,  смотря  потому,  находится  ли  внутри  или 
внѣ  его  соотвѣтствующая  точка  Kt  или  Lt  (теор.  7),— такъ 
какъ,  съ  другой  стороны,  отрѣзки  KL  и KXLX  пересѣкаютъ  по- 
верхность одинаковое  число  разъ  (теор.  24),  то  теорема  и въ 
этомъ  случаѣ  справедлива. 

Теорема  26.  Вз  пространствѣ  Q8  плоскость , проходящая 
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черезъ  вершину  О выпуклаго  многограннаго  угла  гг  не  содержащая 
реберъ,  либо  вовсе  не  встрѣчаетъ  поверхности , помимо  точки  О, 
либо  встрѣчаетъ  ее  по  двумъ  лучамъ. 

Доказательство.  Положимъ,  что  наша  плоскость  (Q)  встрѣ- 
чаетъ одну  изъ  граней  въ  точкѣ  Ж,  отличной  отъ  О.  Точка  Ж не 
принадлежитъ  ребру,  ибо  иначе  она  содержала  бы  это  ребро  цѣли- 
комъ-, она  расположена,  слѣдовательно,  на  грани  Плоскость  Q пере- 
сѣкаетъ плоскость  этой  грани  по  прямой  ОЖ,  а самую  грань  по 
лучу  ОМ  (теор.  баи  7 гл.  XXVI).  Пусть  m будетъ  многоуголь- 
никъ, опирающійся  на  поверхность  многограннаго  угла.  Лучъ 
ОМ  встрѣчаетъ  одну  изъ  сторонъ  этого  многоугольника  во  вну- 
тренней ея  точкѣ  N.  Поэтому  плоскость  Q встрѣчаетъ  плоскость 
многоугольника  по  прямой  ЖР.  Эта  прямая  пересѣкаетъ  пе- 
риферію выпуклаго  многоугольника  въ  точкѣ  N (теор.  8 а гл. 
XXXIII);  она  не  можетъ  проходить  черезъ  вершину  много- 
угольника, такъ  какъ  иначе  плоскость  содержала  бы  ребро 
многограннаго  угла.  Поэтому  она  встрѣчаетъ  периферію  много- 
угольника еще  въ  одной  и только  въ  одной  точкѣ  F (теор.  9 а 
гл.  XXXVI),  лежащей  внутри  нѣкоторой  стороны.  Вмѣстѣ  съ  тѣмъ 
ОР  есть  второй  лучъ,  по  которому  плоскость  Q сѣчетъ  поверх- 
ность многограннаго  угла.  Легко  обнаружить,  что  больше  об- 
щихъ точекъ  плоскость  Q съ  поверхностью  не  имѣетъ,  ибо 
иначе  прямая  NP  имѣла  бы  еще  общія  точки  съ  периферіей 
многоугольника  ш. 

Теорема  27.  а)  Если  точка  К въ  пространствѣ  Q,  лежитъ 
внутри  грани  многограннаго  угла , то  прилежащія  къ  ней  точки  по 
одну  сторону  грани  расположены  внутри  многограннаго  угла , а по 
другую  сторону  грани  расположены  внѣ  его. 

b ) Если  точка  К лежитъ  внутри  выходящаго  ребра  много- 
граннаго угла , то  точки , прилежащія  къ  К и расположенныя  внѣ 
двуграннаго  угла  при  этомъ  ребрѣ , лежатъ  также  внѣ  многогран- 
наго угла. 

c)  Въ  случаѣ  входящаго  ребра  тѣ-же  точки  расположены 
внутри  многограннаго  угла. 

Доказательство,  а)  Замѣтимъ  прежде  всего,  что,  въ  силу 
теоремы  14  Ь,  точки,  прилежащія  къ  Я"  и расположенныя  по 
одну  сторону  грани,  лежатъ  всѣ  внутри  или  всѣ  внѣ  много- 
граннаго угла.  Пусть  поэтому  L и Ж будутъ  двѣ  точки,  при- 
лежащія къ  К и расположенныя  съ  нею  на  одной  прямой  по 
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разныя  стороны  грани.  Допустимъ,  что  черезъ  точки  К и L 
можно  провести  плоскость,  не  проходящую  черезъ  вершину 
и пересѣкающую  всѣ  ребра  многограннаго  угла.  Сѣченіе  этой 
плоскости  съ  многограннымъ  угломъ  есть  многоугольникъ.  Точка 
К лежитъ  внутри  одной  изъ  сторонъ  этого  многоугольника,  а 
точки  L и М расположены  въ  плоскости  многоугольника  по 
разныя  стороны  точка  К.  Па  отрѣзкахъ  KL  и КМ  соотвѣт- 
ственно выберемъ  точки  L'  и М 1 настолько  близко  къ  К , 
чтобы  онѣ  прилежали  къ  К также  по  отношенію  къ  много- 
угольнику. Согласно  теоремѣ  4 Ъ гл.  XXXIII,  одна  изъ  точекъ 
К и L ' лежитъ  внутри,  другая  внѣ  многоугольника*,  слѣдова- 
тельно, одна  изъ  нихъ  лежитъ  также  внѣ  многограннаго  угла, 
а другая  внутри  его  (теор.  6)  Вмѣстѣ  съ  тѣмъ  и одна  изъ  то- 
чекъ К и L лежитъ  внѣ  многограннаго  угла,  другая  внутри  его. 

Случай,  когда  черезъ  прямую  KL  нельзя  провести  пло- 
скость, пересѣкающую  ребра  многограннаго  угла,  изслѣдуется 
точно  такъ  же,  какъ  при  доказательствѣ  теоремы  25. 

Аналогично  доказываются  также  теоремы  Ь)  и cf). 

Теорема  28.  Если  движеніе  S въ  пространствѣ  Q3  совмѣ- 
щаетъ ребра  ОЛ/0,  ОМх...ОМп  многоіраннаго  угла  ОМ0Мк  . . . Мп  съ 
соотвѣтствующими  ребрами  О' Л f0,  0,31\.  .О'М’п  двуграннаго  угла 
0'М'0М\...М'п,  то  оно  совмѣщаетъ  грани  перваго  многограннаго  угла 
съ  соотвѣтствующими  гранями  второго  многограннаго  угла  и вну- 
треннія точки  перваго  многограннаго  угла  съ  внутренними  точками 
второго  многограннаго  угла. 

Доказательство.  Что  грани  одного  угла  совмѣстятся  съ 
гранями  другого  угла,  слѣдуетъ  изъ  теоремы  26  гл.  XXVI. 

Положимъ  теперь,  что  точки  і¥0,  і¥п  М2Х...Мп  представляютъ 
собою  вершины  многоугольника,  опирающагося  на  поверхность 
перваго  многограннаго  угла.  Точки  М\М'Г.  Шп  мы  выберемъ  на 
соотвѣтствующихъ  ребрахъ  второго  двуграннаго  угла  такъ, 
чтобы  разстоянія  ОМ\  и Оі¥,  были  равны.  Движеніе  S совмѣ- 
ститъ въ  такомъ  случаѣ  точки  М0,  Л/п  М2,  . . . Мп  съ  точками 
М\,  М\у  .М'п.  Послѣднія  точки  служатъ  поэтому  вершинами  много- 
угольника (теор.  18  и 19  гл.  XXXIII)  М0М\М\, ..Ж,,  опирающа- 
гося на  поверхность  второго  угла,  а многоугольникъ  М0МхМ2..Мп 
совмѣщается  съ  многоугольникомъ  М'0М'1М\...М,п. 

Пусть  теперь  М будетъ  произвольная  внутренняя  точка 
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перваго  многограннаго  угла  *,  она  проектируется,  слѣдовательно, 
изъ  вершины  Она  плоскость  многоугольника  М0МхМ2...Мп  во  вну- 
треннюю его  точку  т.  Движеніе  S совмѣщаетъ  точку  М съ  нѣ- 
которой точкой  М\  лучъ  ОМ  съ  лучемъ  ОМ',  точку  т съ  нѣко- 
торой точкой  т\  лежащей  на  лучѣ  ОМ 1 и внутри  многоугольника 
М,0М\М,2М,г..М,п.  Точка  М'  проектируется,  слѣдовательно,  во  вну- 
треннюю точку  т ' многоугольника,  опирающагося  на  поверх- 
ность многограннаго  угла  0'М\М\М\  . . . М'п,  а потому  лежитъ 
внутри  этого  угла. 

Теорема  29.  Образъ,  съ  которымъ  движеніе  S въ  простран- 
ствѣ совмѣщаетъ  многогранный  уголъ  ОМ0МхМг..Мп , также 
представляетъ  собой  многогранный  уголъ. 

Доказательство.  Пусть  0'Ж0,  0’М\ , 0'М\ ...,  0'Мгп  будутъ 
лучи,  съ  которыми  совмѣщаются  ребра  многограннаго  угла. 
Смежные  лучи,  и О М\  образуютъ  уголъ  (теор. 

2 а гл.  XXII).  Составившіеся  такимъ  образомъ  п прямолинейныхъ 
угловъ  обладаютъ  всѣми  свойствами,  выраженными  въ  опредѣ- 
леніяхъ 1 — 4,  при  наличности  которыхъ  они  огибаютъ  много- 
гранный уголъ  : если  бы  какое-либо  изъ  этихъ  свойствъ  не 
имѣло  мѣста,  то  оно  не  имѣло  бы  мѣста  и для  соотвѣтствую- 
щихъ плоскихъ  угловъ  многограннаго  угла  ОМ0МхМ2...Ми. 

Согласно  теоремѣ  28  движеніе  S совмѣщаетъ  многогранный 
угодъ  ОМ0МхМѵ.,Мп  съ  многограннымъ  угломъ  О' М,0М,1М\...М,п. 

Теорема  30.  Если  нѣкоторое  движеніе  совмѣщаетъ  один 6 
двугранный  уголъ  съ  другимъ,  то  оно  совмѣщаетъ  вершину  перваго 
многограннаго  угла  съ  вершинами  второго , ребра  перваго  многогран- 
наго угла  съ  ребрами  второго , а вслѣдствіе  этого  грани  перваго  много- 
• граннаго  угла  съ  соотвѣтствующими  гранями  {т.  е.  образуемыми 
совпавшими  ребрами ) второю  угла. 

Доказательство.  Прежде  всего  ясно,  что  движеніе  >8  со- 
вмѣщаетъ каждую  точку,  расположенную  на  поверхности  пер- 
ваго угла,  съ  точкой  на  поверхности  второго  угла.  Это  обу- 
словливается тѣмъ,  что  сколь  угодно  близко  къ  точкѣ  на  по- 
верхности многограннаго  угла  имѣются  точки,  внѣ  его  лежащія 
(теор.  27).  Еслибы  поэтому  движеніе  S совмѣстило  эту  точку 
съ  внутренней  точкой  второго  многограннаго  угла,  то  оно  со- 
вмѣстило бы  точки,  не  принадлежащія  первому  углу,  съ  точками, 
принадлежащими  второму.  Это  противно  условію. 
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Положимъ  теперь,  что  Ж*  есть  внутренняя  точка  ребра 
ОЖ,  перваго  многограннаго  угла.  Черезъ  точку  Ж,  проведемъ 
прямую  ЖіѴ,  рассоложенную  внутри  двугранныхъ  угловъ,  смеж- 
ныхъ съ  двуграннымъ  угломъ  Ж,_і  Ж.ОЖцл- 

Согласно  теоремамъ  27  Ь)  и с),  точки  этой  прямой,  при" 
лежащія  къ  Ж,  расположены  всѣ  внутри  или  всѣ  внѣ  много- 
граннаго угла.  Если  бы  движеніе  S совмѣстило  точку  Ж,-  съ 
внутренней  точкой  К какой-либо  грани  и прямую  MN  съ  пря- 
мой Ж'ІѴ',  то  движеніе  S1  совмѣстило  бы  внутреннія  точки 
перваго  угла  съ  точками,  лежащими  внѣ  второго  угла  — или 
наоборотъ  (теор.  27  а). 

Теперь  покажемъ,  что  движеніе  S совмѣщаетъ  вершины 
многогранныхъ  угловъ.  Черезъ  вершину  О перваго  многогран- 
наго угла  проведемъ  плоскость  PQR , по  одну  сторону  которой 
расположены  его  ребра.  Всѣ  точки  этой  плоскости,  кромѣ  О, 
лежатъ  внѣ  многограннаго  угла  (теор.  а).  Если  бы  движеніе 
S совмѣстило  точку  О не  съ  вершиной  второго  угла,  а съ  дру- 
гой точкой  К на  его  поверхности,  то  оно  совмѣстило  бы  пло- 
скость PQR  съ  плоскостью  P'Q’R ',  проходящей  черезъ  точку  if, 
а потому  содержащей  (какъ  это  чрезвычайно  легко  обнару- 
жить), помимо  К,  точки  второго  многограннаго  угла  •,  это  про- 
тивно условію 

Въ  силу  теоремы  28,  отсюда  слѣдуетъ,  что  движеніе  S со- 
вмѣщаетъ внутреннія  точки  перваго  многограннаго  угла  съ  вну- 
тренними точками  второго. 


ГЛАВА  XLVI. 

Разложеніе  многогранныхъ  угловъ  на  составляющіе. 

Опредѣленіе  1.  Если  нѣсколько  многогранныхъ  угловъ  въ 
пространствѣ  Q8  расположены  такимъ  образомъ,  что  ни  одинъ 
изъ  нихъ  не  имѣетъ  внутреннихъ  точекъ,  принадлежащихъ 
одному  изъ  другихъ  угловъ,  то  мы  будемъ  говорить,  что  эти 
многогранные  углы  другъ  друга  не  покрываютъ. 

Если  же  внутренняя  точка  одного  многограннаго  угла  при- 
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надлежитъ  другому,  то  мы  будемъ  говорить,  что  эти  много- 
гранные углы  покрываютъ  другъ  друга. 

Теорема  1.  Если  въ  пространствѣ  Q8  многоугольники 


расположены  въ  одной  плоскости  и не  покрываютъ  другъ  друга , а 
многогранные  углы 


имѣютъ  общую  вершину  О и опираются  на  соотвѣтствующіе 
многоугольники  (1),  то  многогранные  углы  (2)  также  не  покры- 
ваютъ другъ  друга. 

Доказательство.  Пусть  К будетъ  произвольная  внутрен- 
няя точка  многограннаго  угла  $»•  Тогда  лучъ  ОК  встрѣчаетъ 
многоугольникъ  р,  во  внутренней  его  точкѣ  к (опр.  7 гл.ХЬѴ). 
Еслибы  точка  к принадлежала  также  многогранному  углу  ^3/ 
то  лучъ  ОК  встрѣчалъ  бы  также  многоугольникъ  р,-  (теор.  5 и 
опр.  7 гл.  XLV)  въ  нѣкоторой  точкѣ  к \ Такъ  какъ  многоуголь- 
ники р,  и pj  расположены  въ  одной  плоскости  и прямая  ОК. 
эту  плоскость  пересѣкаетъ,  то  тогда  к совпадаетъ  съ  точкой  к'- 
При  сдѣланномъ  предположеніи  внутренняя  точка  многоуголь- 
ника р,  принадлежала  бы  многоугольнику  pj.  Это  противно 
условію 

Анологично  доказывается  и обратное  предложеніе : 

Теорема  2.  Если  въ  пространствѣ  Q8  многогранные  углы 


имѣютъ  общую  вершину  О,  но  не  покрываютъ  другъ  друга , и нѣ- 
которая плоскость , не  проходящая  черезъ  вершину , пересѣкаетъ 
всѣ  ребра  этихъ  многогранныхъ  угловъ , то  поверхности  ихъ  вырѣ- 
зываютъ на  этой  плоскости  рядъ  многоугольниковъ  (теор.  1 преды- 
дущей главы) 


Р|і  Рз  • • ■ Р» 


(1) 


№ 


V»  % ■ ■ -9. 


Pt)  РіП  Рз  ’ * • Р»? 


которые  не  покрываютъ  другъ  друга. 
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Опредѣленіе  2.  Еслп  въ  пространствѣ  Qe  многогранные 

углы 


не  покрываютъ  другъ  друга  и расположены  относительно  много- 
граннаго угла  $ такимъ  образомъ,  что  каждая  точка  любого 
изъ  многогранныхъ  угловъ  (3)  принадлежитъ  многогранному 
углу  и обратно,  каждая  точка  многограннаго  угла  $ при- 
надлежитъ по  крайней  мѣрѣ  одному  изъ  многогранныхъ  угловъ 
(3),  то  мы  будемъ  говорить,  что  многогранный  уголъ  состоитъ 
изъ  многогранныхъ  угловъ  (3). 

Теорема  3.  Если  многогранный  уголъ  ^ въ  пространствѣ 
Q9  состоитъ  изъ  многогранныыхъ  угловъ 


то  любая  внутренняя  точка  любого  изъ  составляющихъ  многогран- 
ныхъ угловъ  (4)  лежитъ  внутри  многограннаго  угла  $). 

Доказательство.  Если  К есть  внутренняя  точка  многогран- 
наго угла  jp,,  то  ее  можно  обвести  сферой  столь  малаго  радіуса, 
чтобы  всѣ  точки,  внутри  этой  Сферы  лежащія,  были  располо- 
жены внутри  того  же  многограннаго  угла  ^3»  (теор.  14  а гл. 
XLV) ; всѣ  эти  точки  принадлежатъ,  стало  быть,  многогран- 
ному углу  Но  это  не  могло  бы  имѣть  мѣста,  еслибы  точка 
К лежала  на  поверхности  многограннаго  угла  $)  (теор.  14  и 
27  гл.  XLV). 

Теорема  4.  Если  многогранный  уголъ  въ  пространствѣ  Qg 
состоитъ  изъ  многогранныхъ  угловъ 


и вершина  0 многограннаго  угла  принадлежитъ  составляющему 
углу  ф*,  то  она  совпадаетъ  съ  вершиной  послѣдняго . 

Доказательство.  Еслибы  точка  О совпадала  не  съ  вершиной 
многограннаго  угла  то  черезъ  нее,  можно  было  бы  провести 
прямую,  на  которой  по  обѣ  стороны  точки  О имѣлись  бы  точки, 
принадлежащія  многогранному  углу  *|$».  Такъ  какъ  всѣ  эти  точки 
принадлежали  бы  также  многогранному  углу  то  черевъ  вер- 


03) 


Dr  У»  % • • • У*, 


(4) 


D»  D,<  D.  • • • D- 


591 


Гл.  XL VI. 


шину  О многограннаго  угла  ^ проходила  бы  прямая,  на  кото- 
рой по  обѣ  стороны  точки  О лежали  бы  точки,  принадлежащія 
многогранному  углу  Это  невозможно  въ  виду  теор.  8 гл. 
XLV. 


Теорема  5.  Если  многогранный  уголъ  $ 65  пространствѣ 
Qs  состоитъ  изъ  многогранныхъ  угловъ 

9и  9»  9*  • • • 9«,  (5) 

то  вершины  всѣхъ  составляющихъ  многогранныхъ  угловъ  (5)  совпа- 
даютъ съ  вершиной  О многограннаго  угла  s]). 

Доказательство  вполнѣ  аналогично  доказательству  теоремы 
4 гл.  XXIX. 

Теорема  6 Если  въ  пространствѣ  многогранный  уголъ 
5)  имѣетъ  вершину  въ  точкѣ  О и опирается  на  многоугольникъ  р, 
если  многоугольникъ  р состоитъ  изъ  многоугольниковъ 

Рі,  Р»,  Рг  ■ ■ ■ Р».  (6) 

то  многогранный  уголъ  ф состоитъ  изъ  многогранныхъ  угловъ 

9Ѵ  9>2,  % • • • 9.,  (7) 

которые  имѣютъ  точку  О общей  своей  вершиной  и опираются  на 
многоугольники  (6). 

Доказательство.  Такъ  какъ  моогоугольники  (6)  не  покры- 
ваютъ другъ  друга,  то  и многогранные  углы  (7)  также  не  по 
крываютъ  другъ  друга  (теор.  1).  Пусть  К будетъ  произвольная 
точка  многограннаго  угла  не  -совпадающая  съ  его  вершиной 
Тогда  лучъ  ОК  весь  принадлежитъ  многогранному  углу  $)$,•  (теор 
7 гл.  XLV)  и пересѣкаетъ  многоугольникъ  р,  въ  нѣкоторой 
точкѣ  к (теор.  5 и опр.  7и8гл.  XLV).  Такъ  какъ  точка  к при- 
надлежитъ также  многоугольнику  р,  то  весь  лучъ  О/с,  а въ 
частности  и точка  if,  принадлежитъ  многогранному  углу 

Обратно,  пусть  L будетъ  произвольная  точка  многогран- 
наго угла  $р,  не  совпадающая  съ  вершиной.  Тогда  лучъ  OL  при- 
надлежитъ многогранному  углу  $£,  а потому  пересѣкаетъ  много- 
угольникъ р въ  нѣкоторой  точкѣ  I.  Точка  I принадлежитъ  по 
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крайней  мѣрѣ  одному  изъ  многоугольниковъ  (6),  скажемъ,  много- 
угольнику р,--,  вслѣдствіе  этого  весь  лучъ  О/,  а въ  томъ  числѣ 
и точка  L,  принадлежатъ  многогранному  углу  $• 

Теорема  7.  Если  многогранный  уголъ  $ вз  пространствѣ 
Q8  состоитъ  изъ  многогранныхъ  угловъ 


Ф„  Ф„  Фз  • • • Ф»,  (8) 

если  при  этомъ  многогранный  уголъ  ф опирается  на  многоуголь- 
никъ р,  то  поверхности  многогранныхъ  угловъ  (8)  вырѣзываютъ  на 
плоскости  многоугольника  р многоугольники 

Рп  Ра*»  Рз  • " • Р (^) 

изъ  которыхъ  состоитъ  многоугольникъ  р. 

Доказательство.  Что  поверхности  многогранныхъ  угловъ 
вырѣзываютъ  на  плоскости  Q рядъ  многоугольниковъ  (9),  вы- 
текаетъ изъ  теоремъ  1 и 7 гл.  XLY,  ибо  всѣ  ребра  многогран- 
ныхъ угловъ  (8)  выходятъ  изъ  вершины  многограннаго  угла  ^ 
и принадлежатъ  ему  цѣликомъ, — а потому  пересѣкаютъ  пло- 
скость многоугольника  р.  Въ  силу  теоремы  2,  многоугольники 
(9)  не  покрываютъ  другъ  друга.  Доказательство  же  того,  что 
многоугольникъ  р состоитъ  изъ  многоугольниковъ  (9),  прово- 
дится аналогично  соотвѣтствующей  части  доказательства  преды- 
дущей теоремы. 

Опредѣленіе  3.  Разложеніе  многограннаго  угла  въ  про- 
странствѣ Qg  на  составляющіе  многогранные  углы  и обуслов- 
ленное имъ,  согласно  предыдущей  теоремѣ,  разложеніе  много- 
угольника р,  опирающагося  на  поверхность  многограннаго  угла 
$>,  мы  будемъ  называть  соотвѣтствующими  разложеніями  много- 
граннаго угла  и многоугольника  р. 

Теорема  8.  Если  многогранный  уголъ  $Р  въ  пространствѣ 
Q8  состэищ  изъ  многогранныхъ  угловъ 


Фо  Фо  Фз  • • • Ф»,  (10) 


если  каждый  уголъ  въ  свою  очередь , состоитъ  изъ  многогран- 
ныхъ угловъ 
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$»,1,  $і,2,  $i,J 


(И) 


то  многогранный  уголъ  $ состоитъ  изъ  всѣхъ  многогранныхъ  угловъ 

9ѵ 

Доказательство.  Пусть  р будетъ  многоугольникъ,  опираю, 
щійся  на  поверхность  многограннаго  угла  $.  Разложенію  много- 
граннаго угла  sp  на  составляющіе  многогранные  углы  (10)  со- 
отвѣтствуетъ разложеніе  многоугольника  р на  многоугольники 
(теор.  7) 

Ри  ра,  р3  • • * Р- 

Разложенію  каждаго  многограннаго  угла  $4  на  составляю- 
щіе многогранные  углы  (11)  соотвѣтствуетъ  разложеніе  много- 
угольника р*  на  составляющіе  многоугольники 


Реп  Роз  • • * Роя» 

Согласно  теоремѣ  8 гл.  XXXIV,  многоугольникъ  р состо- 
итъ изъ  всѣхъ  многоугольниковъ  p4j . Слѣдовательно,  и много- 
гранный уголь  $ состоять  изъ  всЬхъ  многогранныхъ  угловъ 
$»,,  (теор.  6). 

Опредѣленіе  4.  Если  трехгранный  уголъ  $ въ  простран- 
ствѣ Q8  состоитъ  изъ  трехгранныхъ  угловъ 

$р  $2,  $3  * * • $п, 

у которыхъ  одно  ребро  всегда  совпадаетъ  съ  однимъ  опредѣ- 
леннымъ ребромъ  трехграннаго  угла  s$,  а всѣ  остальныя  ребра 
лежатъ  на  противоположной  грани  трехграннаго  угла  $,  то  мы 
будемъ  называть  это  разложеніе  трансверсальнымъ.  Если  же  всѣ 
ребра  составляющихъ  трехгранныхъ  угловъ  лежатъ  на  двухъ 
граняхъ  трехграннаго  угла,  то  такое  разложеніе  мы  будемъ 
называть  поперечнымъ. 

Теорема  9.  Если  трехгранный  уголъ  $ въ  пространствѣ  Qg 
опирается  на  треугольникъ  р,  то  трансверсальному  разложенію 
трехграннаго  угла  $ соотвѣтствуетъ  трансверсальное-же  разло- 
женіе треугольника  р,  поперечному  — поперечное  И обратно , трапе- 
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версалъному  разложенію  треугольника  р отвѣчаетъ  трансверсали 
нов,  поперечному —поперечное  разложеніе  трехграннаго  угла  $). 

Доказательство.  Если  трехгранный  уголъ  ОАВС , опираю- 
щійся на  треугольникъ  АВС , разложенъ  на  составляющіе  трех- 
гранные углы  такимъ  образомъ,  что  всѣ  они  имѣютъ  лучъ  ОА 
общимъ  ребромъ,  то  всѣ  треугольники,  образующіе  соотвѣт- 
ствующее разложеніе  треугольника  АВС , имѣютъ  точку  А сво- 
ей общей  вершиной.  Если  OAKL  есть  одинъ  изъ  составляю- 
щихъ трехгранныхъ  угловъ,  то  ребра  его  OK  и 0L  лежатъ 
на  грани  ВОС  даннаго  трехграннаго  угла.  Лучи  ОК  и OL  пере- 
сѣкаютъ сторону  ВС  треугольника  АВС  въ  двухъ  точкахъ  К 
и L,  а потому  KAL  есть  составляющій  треугольникъ,  соотвѣт- 
ствующій трехгранному  углу  OAKL.  Итакъ,  всѣ  составляющіе 
треугольники  имѣютъ  общей  вершиной  точку  Л,  а остальныя 
ихъ  вершины  лежатъ  на  сторонѣ  ВС  треугольника  АВС . 

Пусть  п будетъ  число  составляющихъ  треугольниковъ. 
Согласно  теоремѣ  5 гл.  XXXIV,  точка  В служитъ  вершиной  одного 
изъ  составляющихъ  треугольниковъ.  Если  бы  третья  вершина 
этого  составляющаго  треугольника  совпадала  съ  С,  то  по- 
слѣдній совпадалъ  бы  съ  самимъ  треугольникомъ  АВС]  п было 
бы  равно  1,  т.  е.  разложенія  бы  собственно  не  было.  Положимъ 
поэтому,  что  третья  вершина  составляющаго  треугольника  ле- 
житъ въ  точкѣ  Вх  между  В и С.  Въ  такомъ  случаѣ  треуголь- 
никъ АВС  состоитъ  изъ  треугольниковъ  ABDt  и АВХС  (теор. 
7 гл.  XXXVIII).  Такъ  какъ  АВВХ  есть  одинъ  изъ  п составляю- 
щихъ треугольниковъ,  то  треугольникъ  АВХС  состоитъ  изъ 
(n— 1)  остальныхъ  треугольниковъ  (теор.  9 гл.  XXXIV).  Если 
п — 1>1,  то  мы  такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что  вторымъ 
составляющимъ  треугольникомъ  служитъ  ADXB2 , гдѣ  точка  D2 
лежитъ  между  В 1 и С.  Продолжая  тотъ  же  рядъ  разсужденій, 
мы  обнаружимъ,  что  составляющими  треугольниками  служатъ 

АВВХ,  АВХВ2 , АВ2В3...АВп__іС, 

при  чемъ  точки 

А,  Dj.  2)2,  • • • Вп—\->С 

расположены  въ  томъ  порядкѣ,  какъ  мы  ихъ  называемъ  (теор. 
17  гл.  X). 
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Остальныя  частл  теоремы  доказываются  совершенно  ана- 
логичнымъ образомъ. 

Теорема  10.  Если  трехгранный  уголъ  О А ВС  въ  простран- 
ствѣ Q8  разложена  трансверсально  на  составляющіе  трехгранные 
углы,  имѣющіе  О А общимъ  ребромъ , а остальныя  ребра  въ  зам- 
кнутомъ пучкѣ , который  они  образуютъ , расположены  въ  томъ 
порядкѣ , въ  какомъ  мы  ихъ  называемъ  въ  ряду 

ОА , ODn  ОП2,  ОП 3 . . . OD * , OB,  (12) 

то  составляющими  трехгранными  углами  служатъ 

OABDx , OADxD2,  OAD2Dz  . . . (X4D*C.  (13) 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  изъ  доказательства  пре- 
дыдущей теоремы. 

Теорема  11.  Если  въ  пространствѣ  Qe  лучи 

OB , OJ)lr  ОП2  . . . ОПп,ОС  (14) 

расположены  въ  грани  ВОС  трехгратаго  угла  ОАВС  въ  томъ  по- 
рядкѣ, ез  какомъ  мы  ихъ  называемъ  въ  ряду  (14),  wo  трехгранный 
уголъ  ОАВС  разлагается  трансверсально  на  трехгранные  углы 

OABDv  OADxD2,  OAD2Dz  . . . OADnC. 

Доказательство  приводится  къ  теоремѣ  7 гл.  XXXVIII. 

Теорема  12.  Если  трехгранный  уголъ  ОАВС  въ  простран- 
ствѣ Qg  разбитъ  трансверсально  на  (п— (— 1)  трехгранныхъ  угловъ 

OABD 15  OADxD2,  OAD2D3  . . . OADnC , 
n/ш  челез  лучи 

ОА , ODt,  0О2  . . . ОД,,  ОС 

расположены  въ  томъ  порядкѣ , вз  какомъ  мы  ихъ  называемъ , wo 
трехгранный  гуголъ  ОАВС  разбивается  трансверсально  на  два  трех- 
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гранныхъ  угла  OABDn  и OADnC,  изъ  которыхъ  первый  разби- 
вается трансверсально  на  п трехгранпыхъ  угловъ 

OABD , OADrT)2,  ОАП2П2  . . . <X4D„_iD„. 

Доказательство  приводится  къ  теоремѣ  9 гл.  XXXIV} 
какъ  это  сдѣлано  при  доказательствѣ  теоремы  9. 

Теорема  13.  Если  трехгранный  уголъ  $ въ  пространствѣ 
раздѣленъ  поперечно  на  два  трехгранпыхъ  угла , то  это  дѣле- 
ніе можетъ  быть  разсматриваемо , какъ  трансверсальное.  Если  же 
трехгранный  уголъ  раздѣленъ  поперечно  на  (п-|-1)  трехгранпыхъ 
угловъ 

*>„  % . . . % , 

то  при  надлежащей  нумераціи  послѣднихъ  можно  разсматривать 
трехгранный  уголъ  какъ  раздѣленный  трансверсально  на  два 
трехгранпыхъ  угла  и £Ц0,  при  чемъ  послѣдній  раздѣленъ  по- 
перечно на  п трехгранпыхъ  угловъ 

Доказательство  приводится  къ  теоремѣ  10  гл.  XXXVIII. 

Теорема  14.  Какъ  бы  трехгранный  уголъ  ОАВС  ни  былъ  раз- 
ложенъ на  составляюгціе  трехгранные  углы , послѣдніе  можно  по- 
средствомъ поперечныхъ  и трансверсальныхъ  дѣленій , разбить  на 
составляюгціе  трехгранные  углы  такимъ  образомъ , чтобы  трех- 
гранный уголъ  ОАВС  оказался  раздѣленнымъ  на  нѣсколько  состав- 
ляющихъ трехгранпыхъ  угловъ  трансверсально , а каждый  изъ  по- 
слѣднихъ былъ  бы  раздѣленъ  на  нѣсколько  трехгранпыхъ  угловъ  по- 
перечно. 

Доказательство.  Пусть  J будетъ  треугольникъ,  опираю- 
щійся на  поверхность  трехграннаго  угла  ОАВС.  Данному  раз- 
ложенію трехграннаго  угла  на  составляюгціе  трехгранные  углы 


3>1  • • . % 


(14) 
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соотвѣтствуетъ  разложеніе  треугольника  А на  составляющіе 
треугольники 

Ju  А„  А9  . . . (15) 


Согласно  теоремѣ  12  гл.  XXXVIII,  путемъ  поперечнаго 
и трансверсальнаго^дѣленія  треугольниковъ  (15)  на  составляющіе 
можно  получить  систему  треугольниковъ,  которые  разбиваются 
на  п группъ 


. А 


а) 


А?\  А[2\  . . . А 


(2) 


АГ.  . . . А\ 


и) 

т_ 


при  чемъ  треугольники  г-ой  группы  образуютъ  поперечное  раз- 
ложеніе нѣкотораго  треугольника  на  составляющіе  треуголь- 
ники, а эти  послѣдніе  треугольники 


dt,  дг,  дз 


. б„ 


образуютъ  трансверсальное  разложеніе  треугольника  А на  со- 
ставляющіе треугольники. 

Обозначимъ  теперь  черезъ  Я трехгранный  уголъ,  опи- 
рающійся на  треугольникъ  А^  и имѣющій  вершину  въ  точкѣ 
О,  черезъ  Я,  трехгранный  уголъ,  имѣющій  ту  же  вершину  и 
опирающійся  на  треугольникъ 

Въ  виду  теоремъ  6 и 9,  трехгранные  углы  Я^  получаются 
путемъ  поперечнаго  и трансверсальнаго  разложенія  трехгран- 
ныхъ  угловъ  (14),  трехгранные  углы 

ДО)  ДО)  Д(»)  до 

А11  5 лл2  ч Л1ъ  'пн 

образуютъ  поперечное  разложеніе  трехграннаго  угла  Я,  и,  на- 
конецъ, трехгранные  углы 
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образуютъ  трансверсальное  разложеніе  трехграннаго  угла  ОАВС. 

Теорема  J5.  Всякій  многогранный  уголъ  можетъ  бытъ  раз • 
ложенъ  діагональными  плоскими  углами  на  составляющіе  трех- 
гранные углы  ( т . е.  гранями  составляющихъ  трехгранныхъ  угловъ 
служатъ  грани  даннаго  угла  и его  діагональные  плоскіе  углы). 

Доказательство.  Пусть  р ( М0МІМГ..М„ ) будетъ  много- 
угольникъ, опирающійся  на  поверхность  многограннаго  угла  $). 
Согласно  теоремѣ  6 гл.  XXXVIII,  многоугольникъ  р можетъ 
быть  разложенъ  на  составляющіе  треугольники 


діагоналями,  т.  е.  сторонами  составляющихъ  треугольниковъ  бу- 
дутъ служить  либо  стороны,  либо  діагонали  многоугольника  р. 


будутъ  трехгранные  углы,  опирающіеся  на  треугольники  (16) 
и имѣющіе  вершины  въ  вершинѣ  многограннаго  угла  ty. 

Согласно  теоремѣ  6,  многогранный  уголъ  $)  состоитъ  изъ 
трехгранныхъ  угловъ  (17).  Если  сверхъ  того  треугольникъ  Ju 
имѣетъ  стороной  сторону  М4Мі+ і многоугольника  р,  то  ей  со- 
отвѣтствуетъ грань  MtOMi+l  трехграннаго  угла  которая  одно- 
временно представляетъ  собой  грань  многограннаго  угла  $).  Та- 
кимъ же  образомъ,  если  стороной  треугольника  служитъ 
діагональ  МіМі+ъ  многоугольника  р,  то  ей  соотвѣтствуетъ  грань 
MtOMl+h  трехграннаго  угла  ф*,  которая  иредставляетъ  собой  діа- 
гональный плоскій  угодъ  многограннаго  угла  $р. 

Теорема  16.  Выпуклый  п-гратый  уголъ  въ  пространствѣ  Q8 
можетъ  бытъ  раздѣленъ  на  (w — 2)  составляющихъ  трехгранныхъ 
угловъ  діагональными  плоскостями , выходящимъ  изъ  одного  и того • 
же  ребра. 

Доказательство  ведется  аналогично  предыдущему  и при- 
водится къ  теоремѣ  3 гл.  XXXVIII. 

Теорема  17.  Если  выпуклый  многогранный  уголъ  $ еъ  пР°~ 
странствѣ  раздѣленъ  діагональными  плоскими  углами , выходя- 
щими изъ  одною  ребра , на  трехгранные  углы , то  двугранные  углы 


(іб) 


Пусть 


S>i,  • • • D. 


(17) 
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многограннаго  угла  состоятъ  гізъ  двугранныхъ  угловъ  составляющихъ 
трехгранныхъ  угловъ. 

Доказательство.  Пусть  ОМ0Мѵ..Мп  будетъ  нашъ  многран- 
ный  уголъ,  пусть  М0Мѵ..Мп , будетъ  многоугольникъ,  опирающійся 
на  его  поверхность.  Положимъ,  что  многогранный  уголъ  раздѣ- 
ленъ на  трехгранные  углы  плоскими  углами, выходящими  изъ  ребра 
ОМ0.  Эти  плоскіе  углы  даютъ  въ  сѣченіи  съ  многоугольникомъ  діа- 
гонали многоугольника,  выходящія  изъ  вершины  М0  и дѣлящіе 
его  на  треугольники.  При  этомъ,  какъ  мы  видѣли  при  доказа- 
тельствѣ теоремы  4 гл.  XXXVIII,  уголъ  MtM0Mn  состоитъ  изъ 
угловъ 

MtM0M2,  М2М0М3  . . . Мп^М0Мп  , 

принадлежащихъ  треугольникамъ  того  же  наименованія,  точно 
также  уголъ  Мі-іМіМц.і  состоитъ  изъ  угловъ  и 

М0МіМі_ |_і,  принадлежащихъ  составляющимъ  треугольникамъ 
того  же  наименованія.  Согласно  теоремѣ  19  Ъ гл.  XLII,  отсюда 
слѣдуетъ,  что  двугранный  уголъ  МіМС)ОМп  состоитъ  изъ  дву- 
гранныхъ угловъ 

MtM0OM2,  М2М0ОМ 3 . . . Мп  гМоОМ», 

принадлежащихъ  составляющимъ  трехграннымъ  угл'с\жъОМ1М0М2, 
ОМ2М0М3  . . . ОМп-іМ0Мп.  Точно  такъ  же  двугранный  уголъ 
Мі-іМіОМі+і  состоитъ  изъ  двугранныхъ  угловъ  Мі_гМіОМ0  и 
М0МіОМ^  і. 

Теорема  18..  Если  плоскость  OPQ  въ  пространствѣ  Q8  про- 
ходитъ черезъ  вершину  О и внутреннюю  точку  Р выпуклаго  много- 
граннаго угла  въ  пространствѣ  Qe,  то  всѣ  точки  многограннаго 
угла , расположенныя  въ  плоскости  OPQ  и по  одну  сторону  ея , 
образуютъ  выпуклый  многогранный  уголъ.  Многогранный  уголъ 
состоитъ  изъ  двухъ  выпуклыхъ  многогранныхъ  угловъ  и SJ)2.  об- 
разующихся такимъ  образомъ  по  обѣ  стороны  плоскости  OPQ,. 

Доказательство.  Пусть  р будетъ  многоугольникъ,  опираю- 
щійся на  поверхность  многограннаго  угла  $).  Лучъ  ОР  встрѣ- 
чаетъ многоугольникъ  р во  внутренней  его  точкѣ  Р'.  Плоскость 
OPQ  проходитъ,  слѣдовательно,  черезъ  точку  Р}  и потому  пере- 
сѣкаетъ плоскость  многоугольника  р по  прямой  P’Q.  Эта  пря- 
мая дѣлитъ  многоугольникъ  р на  два  выпуклыхъ  многоуголь- 
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ника  и р2  (теор.  1 с гл.  XXXVIII),  расположенныхъ  по  обѣ 
стороны  этой  прямой.  Если  и ^)2  суть  выпуклые  многогран- 
ные углы,  ^имѣющіе  вершины  въ  точкѣ  О и опирающіеся  на 
многоугольники  и р2  (теор.  17  гл.  XLV),  то  многогранный 
уголъ  $)  состоитъ  изъ  многогранныхъ  угловъ  и $Р2. 

Точки  многоугольника  рх  расположены  по  одну  сторону 
прямой  P'Q,  а слѣдовательно,  по  одну  сторону  плоскости  0PQ. 
Если  Рх  есть  точка  многограннаго  угла  $РП  то  лучъ  ОРх  встрѣ- 
чаетъ многоугольникъ  р, ; поэтому  всѣ  точки  луча  лежатъ  либо 
въ  плоскости  OTQ,  либо  по  ту  ея  сторону,  по  которую  распо- 
ложенъ многоугольникъ  Точки  многограннаго  угла  $2,  не 
принадлежащія  въ  то  же  время  углу  по  тѣмъ  же  соображе- 
ніямъ расположены  съ  противоположной  стороны. 

Итакъ,  всѣ  точки  многограннаго  угла  принадлежатъ 
многограннику  и лежатъ  либо  на  плоскости  0FQ,  либо  по  ту 
ея  сторону,  по  которую  лежитъ  многоугольникъ  pt. 

Обратно,  каждая  точка  многограннаго  угла  $),  расположен- 
ная въ  плоскости  0PQ  или  со  стороны  многоугольника  рп  не- 
обходимо принадлежитъ  многогранному  углу  5>t  • еслибы  она 
ему  не  принадлежала,  то  принадлежала  бы  многогранному  углу 
и потому  была  бы  расположена  съ  противоположной  сто- 
роны плоскости  0PQ . 

Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  точки  многограннаго  угла 
5),  расположенныя  въ  плоскости  OFQ  и со  стороны  многоуголь- 
ника pt.  образуютъ  многогранный  уголъ  ^ ■ точки  же,  лежащія 
въ  плоскости  OPQ  и со  стороны  многоугольника  р2,  образуютъ 
многогранный  уголъ  s))2. 

Теорема  19.  Если  два  выпуклыхъ  многогранныхъ  угла  въ 
пространствѣ  имѣютъ  общую  вершину  и покрываютъ  другъ 
друга , то  совокупность  общихъ  ихъ  точекъ  образуетъ  выпуклый 
многогранный  уголъ. 

Доказательство  опирается  на  теорему  18  и вполнѣ  ана- 
логично доказательству  теоремы  13  гл.  XXXVIII. 

Теорема  20.  Если  въ  пространствѣ  Qe  двѣ  системы  выпук- 
лыхъ многогранныхъ  угловъ 

9Ѵ  9>„  D3  • • У»  и &з  . • ■ Ц. 
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съ  общей  вершиной  расположены  такимъ  образомъ , что  углы  одной 
и той  же  системы  не  покрываютъ  другъ  друга  и каждая  точка, 
принадлежаѵіая  какому  либо  углу  одной  системы , принадлежитъ 
въ  тэ  же  время  по  крайней  мѣрѣ  одному  изъ  угловъ  другой  си- 
стемы, то  существуетъ  рядъ  многогранныхъ  угловъ 

Яп  Я2,  Я3  . . Я„, 

не  покрывающихъ  другъ  друга , изъ  которыхъ  можно  составитъ  какъ 
всѣ  многогранные  углы  одной  системы , такъ  и вен  многогранные  углы 
другой  системы. 

Доказательство  вполнѣ  аналогично  доказательству  тео- 
ремы 15  гл.  ХХХУШ. 

Теорема  21.  Если  одинъ  и гпотъ  же  многогранный  уголъ 
<95  пространствѣ  Qg  можетъ  бытъ  двумя  способами  разбитъ  на 
трехгранные  углы 

% sp2  . • • 9п  « d2  . . . a, 

то  существуетъ  рядъ  трехгранныхъ  угловъ , не  покрывающихъ  другъ 
друга , шз  которыхъ  могутъ  бытъ  составлены  какъ  трехгранные 
углы  9>f,  такъ  и трехгранные  углы  £lj. 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ 
предыдущей  теоремы. 

Теорема  22.  Если  многогранный  уголъ  въ  пространствѣ  Qg 
состоитъ  изъ  трехгранныхъ  угловъ 


9Ѵ  ^ %•••»■>  а») 

то  всякій  конгруэнтный,  ему  трехгранный  уголъ  5)'  можетъ  бытъ 
составленъ  изъ  трехгранныхъ  угловъ 

соотвѣтственно  конгруэнтныхъ  трехграннымъ  угламъ  (18). 

Доказательство  вполнѣ  аналогично  Доказательству  тео- 
ремы 20  гл.  XXXVIII. 
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ГЛАВА  XLVII. 

Трѳхграяныѳ  углы. 

Теорема  1.  Всякіе  три  луча  О А,  ОВ , ОС  въ  пространствѣ 
Q8,  имѣющіе  общую  вершину  и н<>  расположенные  въ  одной  пло- 
скости, образуютъ  замкнутую  связку  и служатъ  ребрами  гпрех- 
граннаго  угла  ОЛ  ВС. 

Доказательство.  Пусть  И,  В и С будутъ  произвольныя 
точки  внутри  трехъ  лучей.  Эти  три  точки  не  могутъ  лежать 
на  одной  прямой,  ибо  въ  такомъ  случаѣ  лучи  были  бы  распо- 
ложены въ  одной  плоскости.  Но  той-же  причинѣ  точка  О не 
лежитъ  въ  плоскости  АВС \ поэтому  О АВС  есть  трехгранный 
уголъ,  опирающійся  на  треугольникъ  АВС  (теор.  2 гл.  XLY). 

Теорема  2.  Всѣ  трехгранные  углы  въ  пространствѣ  Q8  вы- 
пуклы. 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  изъ  теоремы  17  гл.  XLV, 
такъ  какъ  трехгранный  уголъ  ОАВС  опирается  на  треуголь- 
никъ АВС  (теор  1 гл.  XXXVI). 

Теорема  3.  а)  Если  точка  М въ  пространствѣ  Q8  принад- 
лежитъ двумъ  двуграннымъ  угламъ  трехіраннаго  угла , то  она  при- 
надлежитъ и самому  трехгранному  углу. 

Ь)  Если  точка  М лежитъ  внутри  двухъ  двугранныхъ  угловъ , 
то  она  лежитъ  внутри  трехграннаго  угла. 

Доказательство,  а ) Положимъ,  что  точка  М принадлежитъ 
двуграннымъ  угламъ  при  ребрахъ  ОА  и ОВ  трехграннаго  угла 
ОАВС.  Это  значитъ:  точка  М принадлежитъ  полупространствамъ 
СОПИ,  ВОЛС,  АОВС,  СОВА.  Такъ  какъ  полупространства  СОАВ 
и СОВА  совпадаютъ  съ  полупространствами  АОСВ  и ВОСА , то 
точка  М принадлежитъ  также  двугранному  углу  при  ребрѣ  ОС,  а 
потому  принадлежитъ  трехгранному  углу  (теор.  20  b гл.  XL V). 

Ъ ) доказывается  совершенно  аналогично. 

Опредѣленіе  1.  Два  трехгранныхъ  угла  мы  будемъ  назы- 
вать смежными , если  они  имѣютъ  общій  плоскій  уголъ,  а про- 
тиволежащія этому  углу  ребра  составляютъ  продолженія  другъ 
друга. 
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Теорема  4.  Каждому  трехіранному  углу  въ  пространствѣ 
Q8  отвѣчаютъ  три  смежныхъ  съ  нимъ  угла. 

Доказательство.  Продолженіе  любого  ребра  вмѣстѣ  съ 
двумя  другими  ребрами  служатъ  ребрами  одного  изъ  смежныхъ 
угловъ.  Если  О АВС  есть  данный  трехгранный  уголъ,  а О А',  OB', 
ОС  суть  продолженія  его  реберъ,  то  три  трехгранныхъ  угла 
ОАВС , ОАВ'С  и ОАВС  смежны  съ  трехграннымъ  угломъ  ОАВС. 

Теорема  5.  Два  смежныхъ  трехгранныхъ  угла  имѣютъ  общій 
плоскій  уголъ,  а два  другихъ  плоскихъ  угла  одного  трехграннаго 
угла  смежны  съ  двумя  плоскими  углами  другого  угла ; точно  такъ 
же  они  имѣютъ  общій  двугранный  уголъ , а два  другихъ  двугранныхъ 
угла  одного  смежны  съ  двугранными  углами  другою. 

Доказательство.  Пусть  ОАВС  и ОАВС  будутъ  смежные 
трехгранные  углы,  такъ  что  лучи  ОС  и ОС  составляютъ  про- 
долженія другъ  друга.  АОВ  есть  общій  плоскій  уголъ;  плоскіе 
углы  АОС  и ВОС  смежны  съ  плоскими  углами  АОС  и ВОС 
другого  трехграннаго  угла. 

Такъ  какъ  прямая  ОС  совпадаетъ  съ  прямой  ОС,  то  со- 
впадаютъ полуплоскости  ОСА  и ОС  А,  ОСВ  и ОС  В ; поэтому 
совпадаютъ  и двугранные  углы  АОСВ  и АОСВ. 

Такъ  какъ  лучи  ОС  и ОС  составляютъ  продолженія  другъ 
друга,  то  и полуплоскости  О АС  и ОАО,  ВОС  и ВОС  соста- 
вляютъ соотвѣтственно  продолженія  другъ  друга  (теор.  20  6 
гл.  XXIV);  поэтому  двугранные  углы  АОВС  и ВОАС  смежны 
съ  двугранными  углами  АОВС  и ВОАС  другого  трехграннаго 
угла. 

Опредѣленіе  2.  Два  трехгранныхъ  угла  въ  пространствѣ 
Q8  называются  вертикальными  иди  симметричными  при  вер- 
шинѣ, если  всѣ  ребра  одного  составляютъ  продолженія  реберъ 
другого. 

Теорема  6.  Вертикальные  трехгранные  углы  въ  простран- 
ствѣ Q8  имѣютъ  соотвѣтственно  вертикальные  плоскіе  и двугран - 
ные  углы. 

Доказательство  аналогично  доказательству  предыдущей 
теоремы. 

Теорема  7.  Если  три  прямыя  въ  пространствѣ  Q8  пере- 
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сѣкаются  въ  одной  точкѣ  и не  расположены  въ  одной  плоскости , 
то  шесть  лучей , па  которые  точка  пересѣченія  дѣлитъ  эти  пря- 
мыя, образуютъ1)  восемь  трехгранныхъ  угловъ. 

Мы  будемъ  выражать  это  предложеніе  короче  такъ : 

Если  три  прямыя  въ  пространствѣ  £>8  пересѣкаются  въ 
одной  точкѣ , но  не  лежатъ  въ  одной  плоскости , то  онѣ  образу- 
ютъ восемь  трехгранныхъ  угловъ. 

Если  ОАВС  есть  одинъ  изъ  этихъ  угловъ , то  всякій  другой 
изъ  нихъ  есть  либо  уголъ  симметричный  съ  угломъ  ОАВС , либо 
смежный  съ  нимъ^  либо  смежный  съ  симметричнымъ  угломъ. 

Доказательство.  Пусть  (Ы,  ОВ , ОС  будутъ  произвольные 
три  изъ  этихъ  лучей,  изъ  которыхъ  никакіе  два  не  принадле- 
жатъ одной  и той-же  прямой.  Пусть  О А',  0В\  ОС  будутъ 
продолженія  этихъ  лучей  ; они  образуютъ  трехгранный  уголъ, 
симметричный  относительно  ОАВС. 

Если  мы  возьмемъ  три  луча  изъ  этихъ  шести,  образую- 
щихъ третью  комбинацію,  но  также  принадлежащихъ  различ- 
нымъ прямымъ,  то  въ  числѣ  ихъ  окажется  либо  два  луча  изъ 
группы  ОА , ОБ,  ОС  и одинъ  изъ  группы  04',  0В\  ОС' — либо 
одинъ  изъ  первой  группы  и два  изъ  второй  группы.  Иными 
словами,  они  образуютъ  уголъ,  либо  смежный  съ  угломъ  ОИБС, 
либо  смежный  съ  угломъ  ОА'В'С.  Такимъ  образомъ  наши 
шесть  лучей  образуютъ  два  симметричныхъ  угла  и по  три 
смежныхъ  съ  каждымъ  изъ  нихъ.  За  два  симметричныхъ  угла, 
съ  которыми  остальные  смежны,  какъ  видно  изъ  приведеннаго 
доказательства,  можно  принять  любой  изъ  восьми  угловъ  и 
уголъ,  вертикальный  относительно  него. 

Теорема  8.  а)  Смежные  трехгранные  углы  въ  пространствѣ 
Q8  не  покрываютъ  другъ  друга. 

b)  Каждая  точка , принадлежащая  одному  изъ  двухъ  смеж- 
ныхъ трехгранныхъ  угловъ , принадлежитъ  ихъ  общему  двугранному 
углу. 

c)  Каждая  точка  общаго  двуграннаго  угла  принадлежитъ  по 
крайней  мѣрѣ  одному  изъ  этихъ  трехгранныхъ  угловъ. 

Доказательство,  а ) Пусть  ОАВС  и ОАВС  будутъ  два  смеж- 
ныхъ трехгранныхъ  угла,  съ  обшимъ  двуграннымъ  угломъ 


т.  е.  служатъ  ребрами. 
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АСОВ.  Каждая  внутренняя  точка  трехграннаго  угла  ОАВС 
расположена  относительно  плоскости  АОВ  со  стороны  луча  ОС 
(теор.  19  гл.  XLV).  Вслѣдствіе  этого  она  не  можетъ  принадле- 
жать углу  ОАВС\  точки  котораго  лежатъ  либо  на  плоскости 
АОВ , либо  со  стороны  луча  ОС',  (т.  е.  съ  противоположной^сто- 
роны,  теор.  16  б гл.  XL). 

б ) Каждая  точка  того  и другого  трехграннаго  угла,  согласно 
теоремѣ  20  а гл.  XL  V,  принадлежитъ  двугранному  углу  АСОВ. 

с)  Пусть  М будетъ  произвольная  точка  двуграннаго  угла 
АСОВ.  Если  она  лежитъ  на  грани  угла,  скажемъ  на  грани 
СС'Л,  то  она  принадлежитъ  по  крайней  мѣрѣ  одному  изъ  угловъ 
АОС  или  Л ОС'  (теор.  19  гл.  XXVI),  т.  е.  лежатъ  на  грани  по 
крайней  мѣрѣ  одного  изъ  названныхъ  трехгранныхъ  угловъ. 
Если  точка  М лежитъ  внутри  двуграннаго  угла,  но  въ  пло- 
скости ЛОВ,  то  она  лежитъ  внутри  угла  АОВ  (теор.  14  б' 
гл.  XLI),  тч  е.  принадлежитъ  общей  грани  двугранныхъ  угловъ. 

Доложимъ,  наконецъ,  что  точка  М лежитъ  внутри  дву- 
граннаго угла  ЛСС'В,  но  не  въ  плоскости  ЛОВ,  а со  стороны 
луча  ОС,  т.  е.  внутри  полупространства  ОАВС.  Пусть  N будетъ 
другая  точка,  которую  мы  выберемъ  произвольно  внутри  трех- 
граннаго угла  ОАВС.  Точка  N расположена  также  внутри  дву- 
граннаго угла  АСОВ  (теор.  20  а гл.  XLV),  а потому  отрѣзокъ 
MN  не  встрѣчаетъ  граней  этого  угла  (теор.  28  с гл.  XLI),  а слѣ- 
довательно не  встрѣчаетъ  расположенныхъ  въ  нихъ  граней  Л ОС 
и ВОС  трехграннаго  угла.  Точка  N расположена  относительно 
плоскости  ЛОВ  также  со  стороны  луча  ОС  (теор.  19  гл.  XLV), 
а потому  отрѣзокъ  MN  не  встрѣчаетъ  плоскости  ЛОВ  (теор. 
14  Ъ гл.  XL),  стало  быть  не  встрѣчаетъ  грани  ЛОВ  трехгран- 
наго угла  ОАВС. 

Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  отрѣзокъ  MN  не  встрѣча- 
етъ поверхности  трехграннаго  угла,  а потому  точка  М распо 
ложена,  какъ  и точка  V,  внутри  трехграннаго  угла  ОАВС  (теор. 
13  гл.  XLV). 

Теорема  9.  а)  Вз  пространствѣ  08  восемь  трехіранньіхз 
углов з,  которые  образованы  тремя  прямыми , пересѣкающимися  вз 
одной  точкѣ , не  покрывают з друг з друга. 

б)  Каждая  точка  пространства  принадлежитъ  по  крайней 
мѣрѣ  одному  изъ  нихъ. 
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Доказательство,  а)  Пусть  М будетъ  внутренняя  точка 
трехграннаго  угла  ОАВС.  Согласно  предыдущей  теоремѣ,  эта 
точка  М не  можетъ  принадлежать  трехгранному  углу  ОАВС . 
Точка  М лежитъ  внутри  двуграннаго  угла  АСОВ  (теор.  20  а 
гл.  XLV);  слѣдовательно,  она  не  можетъ  принадлежать  ни  од- 
ному изъ  трехъ  другихъ  двугранныхъ  угловъ,  образуемыхъ 
плоскостями  ССА  и СС'В  (теор.  22  гл.  XLI).  Поэтому  точка  М 
не  можетъ  принадлежать  ни  одному  изъ  шести  остальныхъ  трех- 
грянныхъ  угловъ,  такъ  какъ  каждая  точка  любого  изъ  этихъ  трех- 
гранныхъ угловъ  принадлежитъ  по  крайней  мѣрѣ  одному  изъ 
упомянутыхъ  трехъ  двугранныхъ  угловъ. 

Ь)  Каждая  точка  пространства  принадлежитъ  по  крайней 
мѣрѣ  одному  изъ  четырехъ  двугранныхъ  угловъ,  образуемыхъ 
плоскостями  ССА  и СС'В  (теор.  20  гл.  XLI),  а потому  принад- 
лежитъ по  крайней  мѣрѣ  одному  изъ  двухъ  смежныхъ  трех- 
гранныхъ  угловъ,  расположенныхъ  въ  этомъ  двугранномъ  углѣ 
(теор.  8 с). 

Теорема  10.  Три  прямыя  ОД,  OK,  ОС  въ  пространствѣ  Q8 
пересѣкаются  въ  одной  точкѣ  О и образуютъ  восемь  трехгранныхъ 
угловъ.  Каждая  точка  полупространства  ОАВС  принадлежитъ 
по  крайней  мѣрѣ  одному  изъ  тѣхъ  четырехъ  трехгранныхъ  угловъ 
ОДКС,  ОД'БС,  ОАВ'С , ОА'В'С,  которые  расположены  въ  этомъ 
полупространствѣ . 

Доказательство.  Если  точка  М лежитъ  въ  плоскости  ДОК, 
то  она  принадлежитъ  но  крайней  мѣрѣ  одному  изъ  четырехъ 
угловъ  ДОК,  ДОК',  Д'ОК,  А'ОВ'  (теор.  16  гл.  XXVI),  т.  е. 
лежитъ  на  грани  по  крайней  мѣрѣ  одного  изъ  названныхъ 
выше  четырехъ  трехгранныхъ  угловъ.  Если  точка  М лежитъ 
внутри  полупространства  ОАВС , то  она  принадлежитъ  по  край- 
ней мѣрѣ  одному  изъ  названныхъ  выше  трехгранныхъ  угловъ, 
въ  силу  предыдущей  теоремы, — ибо  остальные  четыре  угла  рас- 
положены въ  полупространствѣ  ОАВС. 

Теорема  11.  Вели  лучъ  OS  въ  пространствѣ  Qs  расположенъ 
внутри  трехграннаго  угла  ОАВС , то  ею  продолженіе  OS'  лежитъ 
внутри  угла  трехграннаго  угла  ОА’В'С\  вертикальнаго  относи- 
тельно ОД  КС. 

Доказательство.  Такъ  какъ  лучъ  0S  расположенъ  внутри 
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трехграннаго  угла  ОАВС , то  онъ  лежитъ  внутри  двугранныхъ 
угловъ  ВОАС , СОВА , АОСВ  (теор.  20  а гл.  XLV).  Но  вслѣд- 
ствіе этого  лучъ  08'  расположенъ  внутри  двугранныхъ  угловъ 
В'ОАС,  СОВА А'0СВ\  вертикальныхъ  относительно  первыхъ 
(теор.  ІвЬ^гл.  XLI).  Эти  послѣдніе  двугранные  углы  могутъ 
быть  обозначены  и такъ:  В’ОА'С[,  СО  В1  А А'ОС'В ' отсюда 
слѣдуетъ,  что  лучъ  OS'  расположенъ  внутри  трехграннаго  угла 
ОА'В’С  (теор.  20  Ь гл.  XLV). 

Теорема  12.  Во  всякомъ  трехгранномъ  углѣ  въ  пространствѣ 
Г)8  сумма  чиселъ , измѣряющихъ  два  плоскихъ  угла , больше  числа , 
измѣряющаго  третій  плоскій  уголъ.  Мы  будемъ  выражаться  ко- 
роче : во  всякомъ  трехгранномъ  углѣ  въ  пространствѣ  Q8  сумма 
двухъ  плоскихъ  угловъ  больше  третьяго. 

Доказательство  обычное  *). 

Теорема  13.  Въ  пространствѣ  % сумма  плоскихъ  угловъ 
трехграннаго  угла  меньше  4 d. 

Доказательство.  Пусть  а,  6,  с будутъ  числа,  измѣряющія 
плоскіе  углы  БОС,  СОА  и АОВ  трехграннаго  угла  О АВС.  Пусть 
ОА'  будетъ  продолженіе  луча  О А.  Согласно  теоремѣ  5,  трех- 
гранный уголъ  ОП'БС,  смежный  съ  О АВС,  имѣетъ  плоскіе  углы 
а,  2 d — b,  2 d — с.  Согласно  предыдущей  теоремѣ, 

(2  d ~ Ь)-\-  (2  d — с)>  а, 

откуда 


*)  Замѣтимъ  только,  что  доказательство  нужно  начинать  такъ.  Пусть 
АОВ  есть  наибольшій  плоскій  уголъ  трехграннаго  угла  ОАВС.  Проведемъ 
произвольный  отрѣзокъ  АВ , опирающійся  на  стороны  угла  ЛОБ,  и лучъ  ОС' 
въ  полуплоскости  АОВ , образующій  съ  лучомъ  ОА  уголъ  АОС ',  равный  углу 
АОС.  Лучъ  ОС'  пройдетъ  внутри  угла  АОВ  и потому  встрѣтитъ  отрѣзокъ  АВ  во 
внутренней  его  точкѣ  С'.  На  лучѣ  ОС  отложимъ  отрѣзокъ  0С=0С'.  Далѣе  идетъ 
обычное  изложеніе  (теор.  3 гл.  XXXVII,  теор.  14  гл.  XXVIII  и теор.  17  гл 
XXXVII).  Если  же  начинать  изложеніе,  какъ  это  обыкновенно  дѣлаютъ,  такъ  : 
отложимъ  на  лучахъ  ОС  и ОС'  равные  отрѣзки  0С=0С'  и приведемъ  черезъ 
точки  С и С'  плоскость,  встрѣчающую  ребра  ОА  и ОБ,  то  возникаетъ  во- 
просъ, всегда  ли  такая  плоскость  существуетъ.  Въ  пространствѣ  Qg  она  мо- 
жетъ и не  существовать,  если  точки  С и С'  не  взяты  достаточно  близко  къ 
вершинѣ. 
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a-\-b  + c<±d. 

Теорема  14.  Если  трехгранный  уголъ  въ  пространствѣ  Q9 
имѣетъ  прямой  двугранный  уголъ , то  противъ  остраго  плоскаго 
угла , къ  нему  прилегающаго , лежитъ  острый  двугранный  уголъ , про- 
тивъ прямого  плоскаго— прямой  двугранный , прогнивъ  тупого  пло- 
скаго —тупой,  двугранный  уголъ . 

Доказательство. Если  трехгранный  уголъ  О АВС  имѣетъ 
при  ребрѣ  ОС  прямой  двугранный  Іуголъ,  то  плоскость  АОС 
перпендикулярна  къ  плоскости  ВОС.  Если  поэтому  АОС  есть 
острый  уголъ,  то  лучъ  ОС  представляетъ  собой  проекцію  луча 
ОА  на  плоскость  ВОС  (теор.  Г2  гл.  ХЫѴ)*,  поэтому  АОВС  есть 
острый  двугранный  уголъ  (теор.  15  гл.  XLV).  Если  АОС  есть 
прямой  уголъ,  то  лучъ  ОА  перпендикуляренъ  къ  плоскости  ВОС 
(теор.  8 гл.  XLI),  а потому  плоскость  ВО  А,  черезъ  него  про- 
ходящая, перпендикулярна  къ  плоскости  ВОС  (теор.  7 гл.  XLI), 
т.  е.  АОВС  есть  прямой  двугранный  уголъ. 

Предположимъ,  наконецъ,  что  АОС  есть  тупой  угодъ.  Пусть 
ОА ' будетъ  продолженіе  луча  ОА.  Трехгранный  уголъ  ОА'ВС , 
смежный  съ  0АВС\  также  имѣетъ  прямой  уголъ  при  ребрѣ  ОС; 
но  плоскій  уголъ  А'ОС  острый.  Поэтому  А}0ВС  есть  острый 
двугранный  уголъ,  а АОВС — тупой. 

Теорема  15.  Если  трехгранный  уголъ  въ  пространствѣ  Q8 
имѣетъ  прямой  двугранный  уголъ , а другой  уголъ  острый , то  по- 
слѣднему противолежитъ  острый  плоскій  уголъ ; если  второй  дву- 
гранный уголъ  прямой , то  ему  противолежитъ  прямой  плоскій 
уголъ • если  онъ  тупой , то  ему  противолежитъ  тупой  плоскій 
уголъ. 

Доказательство  ведется  отъ  противнаго  и основывается 
на  предыдущей  теоремѣ. 

Теорема  16.  Если  въ  трехгранномъ  углѣ  въ  пространствѣ  Q8 
имѣется  одинъ  прямой  и два  острыхъ  двугранныхъ  угла , то  всѣ 
его  плоскіе  углы  острые . 

Доказательство..  Пусть  въ  трехгранномъ  углѣ  О АВС  дву- 
гранный уголъ  при  ребрѣ  ОА  будетъ  прямой,  а два  другіе 
острые.  Плоскіе  углы  АОС  и АОВ  должны  быть  острыми,  въ 
силу  предыдущей  теоремы  Лучъ  О А представляетъ  собою  про- 
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екцію  луча  ОС  на  плоскость  ЛОВ  (теор.  12  гл.  XLIY).  Такъ 
какъ  лучъ  0В  въ  плоскости  проекцій  образуетъ  острый  уголъ 
съ  лучемъ  ОА , то  онъ  образуетъ  также  острый  уголъ  съ  про- 
ектируемымъ лучемъ  ОС  (теор.  14  а гл.  XLIV),  т.  е.  ВОС 
есть  острый  уголъ. 

Теорема  17.  Если  къ  грани  ЛОВ  трехграннаю  угла  ОАВС 
прилежатъ  острые  двугранные  углы,  то  проекція  противолежа- 
ѵіаго  ребра  ОС  на  плоскость  этой  грани  падаетъ  внутрь  угла  АОВ. 

Доказательство.  Замѣтимъ  прежде  всего,  что  ребро  ОС 
не  перпендикулярно  къ  плоскости  АОВ , ибо  въ  противномъ  слу- 
чаѣ при  ребрахъ  ОД  и OR  были  бы  прямые  двугранные  углы. 
Тажъ  какъ  лучъ  ОС  лежитъ  въ  полуплоскости  ДОС,  образую- 
щей острый  двугранный  уголъ  съ  полуплоскостью  АОВ , то  про- 
екція луча  ОС  на  плоскость  АОВ  падаетъ  въ  полуплоскость  АОВ 
(теор.  16  гл.  XLIYJ.  Такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что  про- 
екція луча  ОС  падаетъ  въ  полуплоскость  ВОА.  Эта  проекція 
лежитъ,  слѣдовательно,  въ  углѣ  АОВ  (теор.  4 Ъ гл.  XXYI).  Но 
если  бы  она  совпадала  съ  одной  изъ  сторонъ  этого  угла,  ска- 
жемъ, со  стороной  Об,  то  плоскость  СОВ  была  бы  перпендику- 
лярна къ  плоскости  АОВ  (теор.  7 гл.  XLIV),  т.  е.  при  ребрѣ  Об 
былъ  бы  прямой  двугранный  уголъ.  Проекція  луча  ОС  падаетъ, 
слѣдовательно,  внутрь  угла  АОВ. 

Теорема  18.  Если  въ  трехгранномъ  углѣ  ОАВС  въ  простран- 
ствѣ Q8  всѣ  три  двугранные  углы  острые , то  и всѣ  плоскіе  углы 
острые. 

Доказательство.  Проекція  Ос  луча  ОС  на  плоскость  АОВ- 
въ  силу  предыдущей  теоремы,  падаетъ  внутрь  угла  АОВ.  Лучъ 
Ос  лежитъ  поэтому  внутри  двуграннаго  угла  АОСВ  (теор.  14  6 
гл.  XL1),  а потому  и полуплоскость  ОСс  лежитъ  внутри  этого 
двуграннаго  угла  (теор.  17  Ъ гл.  XLI).  Поэтому  уголъ  ДОС, 
меньше  угла  АОСВ.  Стало  быть,  АОСс  есть  острый  двугранс 
ный  уголъ. 

Разсмотримъ  теперь  трехгранный  уголъ  ОАСс ; онъ  имѣ 
етъ  прямой  уголъ  при  ребрѣ  Ос,  ибо  плоскость  СОс  перпенди- 
кулярна къ  плоскости  АОВ  или  ДОс.  Далѣе  двугранный  уголъ 
АОСс  при  ребрѣ  ОС,  какъ  мы  видѣли,  острый  Лучъ  Ос  лежитъ 
внутри  угла  ДОб,  т.  е.  въ  полуплоскости  АОВ.  Поэтому  полу- 
плоскость АОс  совпадаетъ  съ  полуплоскостью  ДОб ; двугран- 
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ный  уго.іЪ  СО  Ас  совпадаетъ,  стало  быть,  съ  двуграннымъ  угломъ 
СОАВ,  каковой,  по  условію,  острый.  Въ  силу  теоремы  16,  отсюда 
вытекаетъ,  что  плоскій  уголъ  Ж)С,  противолежащій  въ  трех- 
гранномъ  углѣ  0.4Сс  прямому  двугранному  углу — острый. 

Такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что  и остальные  плоскіе 
углы  ЛОВ  и ВОС  трехграннаго  угла  О АВС  острые. 

Теорема  19.  Въ  пространствѣ  во  всякому  трехгранно  мъ 
углѣ  три  плоскости , проход ящі я черезъ  биссекторы  плоскихъ 
угловъ  перпендикулярно  къ  плоскостямъ  этихъ  угловъ , пересѣкаются 
по  одной  прямой. 

Доказательство.  Пусть  О А ВС  будетъ  нашъ  трехгранный 
уголъ,  а точки  Л,  Б,  С пусть  будутъ  выбраны  на  ребрахъ,  на 
равныхъ  разстояніяхъ  отъ  вершины.  Изъ  точки  О проведемъ 
прямую  OS  перпендикулярно  къ  плоскости  АВС  (теор.  27  гл. 
XXV).  Пусть  S будетъ  основаніе  этого  перпендикуляра.  Точка 
S не  можетъ  совпадать  ни  съ  одной  изъ  вершинъ  треугольника 
АВС.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  если  бы  она  совпала  съ  точкой  И,  то 
прямыя  ВА  и СА  были  бы  перпендикулярны  къ  лучу  ОН,  тре- 
угольники ОАВ  и ОАС  были  бы  прямоугольны  и ихъ  гипоте- 
нузы ОБ  и ОС  не  могли  бы  быть  равны  ихъ  общему  катету  О А. 

Треугольники  OSA , OSB,  OSC  прямоугольны  и конгруэнтны 
(теор.  10  гл  XXXVII),  а потому  AS=^BS=CS.  Слѣдовательно, 
S есть  центръ  окружности,  проходящей  черезъ  вершины  тре- 
угольника АВС.  Обычнымъ  пріемомъ  докажемъ,  что  точка  Б 
есть  пересѣченіе  перпендикуляровъ  аБ,  bS  и сБ,  проходящихъ 
въ  плоскости  треугольника  АВС  черезъ  середины  а,  Ь и с его 
сторонъ  БС,  СА,  АВ  перпендикулярно  къ  послѣднимъ.  Такъ 
какъ  точка  S представляетъ  собой  проекцію  точки  О на  пло- 
скость J.BC,  а точка  а лежитъ  въ  этой  плоскости,  то  лучъ  aS 
представляетъ  собой  проекцію  луча  аО  на  плоскость  АВС.  Пря- 
мая БС,  перпендикулярная  въ  точкѣ  а къ  прямой  аБ,  перпен- 
дикулярна также  къ  плоскости  OaS  (теор.  13  гл.  XLIV).  По- 
этому плоскость  OaS  перпендикулярна  къ  плоскости  БОС  (теор. 
7 гл.  XLI).  Такъ  какъ  БОС  есть  равнобедренный  треугольникъ, 
то  лучъ  Оа  есть  биссекторъ  угла  ВОС.  Плоскость  OaS  прохо- 
дитъ поэтому1  черезъ  биссекторъ  плоскаго  угла  БОС  перпендику- 
лярно къ  его  плоскости.  Точно  такъ  же  плоскости  ObS  и OcS  про- 
ходятъ черезъ  биссекторы  ОЪ  и Ос  угловъ  СОА  и АОВ  перпен- 
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дикулярно  къ  плоскостямъ  этихъ  угловъ.  Всѣ  эти  три  пло- 
скости проходятъ  черезъ  прямую  OS.  При  этомъ,  однако,  ника- 
кія двѣ  изъ  этихъ  плоскостей  не  совпадаютъ.  Въ  самомъ  дѣлѣ, 
если  бы,  напримѣръ,  плоскость  OaS  совпадала  съ  плоскостью  ObS , 
то  перпендикулярныя  къ  нимъ  плоскости  ВОС  и АОС , проходя 
черезъ  одну  и ту  же  прямую  ОС,  не  перпендикулярную  къ  пло- 
скости OaS  (теор.  30  гл.  XXX),  также  совпадали  бы  (теор.  1 
гл.  ХЫѴ). 

Разсужденіе  требуетъ  незначительныхъ  измѣненій,  если  лучъ 
0S  совпадаетъ  съ  биссекторомъ  одного  изъ  плоскихъ  угловъ. 

Теорема  20.  Язя  двухъ  лучей , на  которые  вершина  трех- 
граннаю  угла  въ  пространствѣ  Q8  дѣлитъ  прямую  пересѣченія 
плоскостей , проход ящихг  черезъ  биссекторы  плоскихъ  угловъ  пер- 
пендикулярно къ  ихъ  плоскостямъ , одинъ  образуетъ  острые  углы  со 
всѣми  лучами , выходящими  изъ  вершины  угла  и принадлежащими 
трехгранному  углу , а другой — тупые. 

Доказательство.  Пусть  ОК  будетъ  произвольный  лучъ, 
выходящій  изъ  вершины  О трехграннаго  угла,  расположенный 
весь  въ  этомъ  трехгранномъ  углѣ  и отличный  отъ  луча  OS. 
Придерживаясь  обозначеній,  принятыхъ  при  доказательствѣ 
предыдущей  теоремы,  предположимъ,  что  К есть  точка  пересѣ- 
ченія луча  ОК  съ  плоскостью  АВС.  Такъ  какъ  треугольникъ  KOS 
имѣетъ  прямой  уголъ  при  вершинѣ  S,  то  уголъ  K0S  острый. 
Если  поэтому  OS'  есть  продолженіе  луча  OS,  то  уголъ  K0S' 
тупой  (теор.  9 гл.  XXVIII). 

Опредѣленіе  3.  Лучъ,  который  выходитъ  изъ  вершины 
трехграннаго  угла  въ  пространствѣ  Qg.  принадлежитъ  прямой 
пересѣченія  плоскостей,  проходящихъ  черезъ  биссекторы  пло- 
скихъ угловъ  перпендикулярно  къ  ихъ  плоскостямъ,  и образу- 
етъ съ  ребрами  острые  углы,  мы  будемъ  называть  осью  трех- 
граннаго угла. 

Предыдущую  теорему  можно,  слѣдовательно,  Формулиро- 
вать такъ: 

Теорема  2).  Ось  трехграннаго  угла  въ  пространствѣ  Qs  обра- 
зуетъ острые  углы  со  всѣми  лучами , выходящими  изъ  вершины  и 
расположенными  въ  трехгранномъ  углѣ. 
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Теорема  22.  Осъ  трехграннаго  угла  въ  пространствѣ  Qe  обра- 
зуетъ равные  углы  еъ  его  ребрами . 

Доказательство.  Придерживаясь  обозначеній,  принятыхъ 
при  доказательствѣ  теоремъ  19  и 20,  мы  видимъ,  что  прямо- 
угольные треугольники  ASO , BSO , CS0  равны  (теор.  10  гл. 
XXXVII),  а потому  равны  углы  AOS , BOS , COS,  противолежа- 
щіе равнымъ  сторонамъ  AS,  BS , CS. 

Теорема  23.  Если  въ  пространствѣ  Qg  OS  есть  осъ  трех • 
граннаго  угла  ОАВС , то  его  продолженіе  OS’  есть  осъ  трехгран - 
наго  угла  ОА'В'С , вертикальнаго  относительно  ОАВС. 

Доказательство.  Плоскость  Оа£  (обозначенія,  принятыя  прн- 
доказательствѣ  теоремъ  19  и 20)  перпендикулярна  къ  плоско- 
сти СОВ ; но  если  лучъ  Оа  дѣлятъ  пополамъ  уголъ  ВОС,  то 
его  продолженіе  Оа'  дѣлитъ  пополамъ  уголъ  В’ОС  (теор.  12 
гл  XXIX).  Поэтому  плоскость  OaS  проходитъ  черезъ  биссекторъ 
Оа ' угла  В’ОС  и перпендикулярна  къ  плоскости  этого  угла. 
Такимъ  же  образомъ  плоскости  ObS  п OcS  проходятъ  черезъ 
биссекторы  Ob'  и Ос'  угловъ  А'ОС  и АгОВ ' и перпендикулярны 
къ  ихъ  плоскостямъ.  Слѣдовательно,  ось  трехграннаго  угла 
ОА'В'С  лежптъ  на  прямой  OS.  Лучъ  OS  образуетъ  острые  углы 
съ  лучами  ОА,  О В и ОС*,  поэтому  съ  лучами  О А',  OB',  ОС 
онъ  образуетъ  тупые  углы,  а его  продолженіе  OS'  образуетъ  съ 
этими  лучами  острые  углы. 

Теорема  24.  Биссекторы  плоскихъ  угловъ  трехграннаго  угла 
въ  пространствѣ  Qq  представляютъ  собой  проекціи  оси  на  пло- 
скости этихъ  угловъ . 

Доказательство.  Такъ  какъ  плоскость,  проходящая  черезъ 
биссекторъ  Оа  плоскаго  угла  ВОС  перпендикулярно  къ  его  пло- 
скости, содержитъ  ось  OS  и послѣдняя  либо  совпадаетъ  съ  лу- 
чемъ  Оа,  либо  образуетъ  съ  нимъ  острый  уголъ,  то  Оа  есть 
проекція  луча  0S  на  плоскость  ВОС  (теор.  12  гл.  XLIV). 

Теорема  25.  Если  осъ  OS  трехграннаго  угла  ОАВС  въ  про- 
странствѣ Q8  находится  внѣ  одною  изъ  его  двугранныхъ  угловъ  или 
на  грани  одного  изъ  двугранныхъ  угловъ , то  этотъ  двугранный  уголъ 
острый. 

Доказательство.  Допустимъ,  что  ось  OS  лежитъ  внѣ  дву- 
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граннаго  угла  ВОАС.  Черезъ  Оа,  Об,  Ос  будемъ,  по  прежнему 
обозначать  биссекторы  плоскихъ  угловъ  БОС,  ДОС,  ЛОВ. 

Замѣтлмъ  прежде  всего,  что  ось  0S  не  можетъ  находиться 
въ  плоскости  ДОБ  или  ДОС.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  такъ  какъ  Ос  есть 
проекція  луча  0S  на  плоскость  ДОВ,  то  лучъ  ОБ,  если  онъ  на- 
ходится на  плоскости  ЛОВ.  необходимо  совпадаетъ  съ  лучемъ 
Ос.  Но  въ  такомъ  случаѣ  онъ  лежитъ  на  грани  двуграннаго 
угла  ВОАС , а не  внѣ  его. 

Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  лучи  ОД,  Ос  и OS  образу- 
ютъ трехгранный  уголъ  OASc  съ  прямымъ  двуграннымъ  угломъ 
при  ребрѣ  Ос  (теор.  7 гл.  XLIV).  Плоскій  угодъ  SOc  острый  ; 
поэтому  п противолежащій  двугранный  уголъ  SOAc  также 
острый  (теор.  14).  Но  лучъ  Ос  лежитъ  въ  полуплоскости 
АОВ  *,  полуплоскость  ДОс  совпадаетъ,  стало  быть,  съ  полупло- 
скостью ДОВ.  а двугранный  уголъ  SOAc  съ  двуграннымъ  угломъ 
SOAB. 

Итакъ,  полуплоскость  О AS  образуетъ  острый  двугранный 
уголъ  съ  полуплоскостью  ОАВ.  Но  такимъ  же  образомъ  мы  до- 
кажемъ, что  полуплоскость  OAS  образуетъ  острый  двугранный 
уголъ  съ  полуплоскостью  ОДС.  Изъ  этого  слѣдуетъ,  что  три 
полуплоскости  ОДБ,  ОДС  и OAS  образуютъ  замкнутый  пучекъ 
(теор.  18  гл.  XLII).  Слѣдовательно,  одна  изъ  трехъ  полупло- 
скостей расположена  между  двумя  другими.  Если  бы  полупло- 
скость ДОБ  лежала  между  полуплоскостями  АОВ  и ДОС,  то  лучъ 
0S  лежалъ  бы  внутри  двуграннаго  угла  ВОАС.  Такъ  какъ  это 
противно  условію,  то  либо  полуплоскость  АОВ  лежитъ  между 
полуплоскостями  ДОС  и ДО  Б,  либо,  напротивъ  того,  полупло- 
скость ДОС  лежитъ  между  полуплоскостями  АОВ  и AOS.  Въ 
первомъ  случаѣ  двугранный  уголъ  ВАОС  меньше  двуграннаго 
угла  СДОБ,  а потому  предстпвляетъ  собой  острый  двугранный 
уголъ.  Во  второмъ  случаѣ  двугранный  уголъ  ВДОС  меньше 
двуграннаго  угла  ВОД  Б,  а потому  также  представляетъ  собой 
острый  уголъ. 

Положимъ  теперь,  что  лучъ  ОБ  лежитъ  на  одной  изъ  гра- 
ней, скажемъ,  на  грани  ДОВ,  двуграннаго  угла  ВОАС.  Въ  та- 
комъ случаѣ  лучъ  ОБ  необходимо  совпадаетъ  съ  лучемъ  Ос. 
Такъ  какъ  въ  полуплоскостяхъ  АОВиАОС  въ  этомъ  случаѣ  со- 
отвѣтственно расположены  лучъ  Ос  и его  проекція  06,  то  онѣ 
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образуютъ  острый  двугранный  угодъ  ВОЛС  (теор.  15  гл^ 
XLIV). 

Теорема  26.  Если  въ  трехгранномъ  углѣ  въ  пространствѣ  Q8 
имѣется  не  болѣе  одного  остраго  двуграннаго  угла , то  его  осъ 
лежитъ  внутри  трехграннаю  угла.  * 

Доказательство.  Согласно  предыдущей  теоремѣ,  ось  трех- 
граннаго  угла  лежитъ  внутри  двухъ  неострыхъ  его  двугран- 
ныхъ угловъ,  а потому  и внутри  трехграннаго  угла  (теор.  3 б). 

Теорема  27.  Если  осъ  OS  трехграннаго  угла  ОАВС  въ  про- 
странствѣ Q8  находится  внутри  ею , то  трехгранный  уголъ  со- 
стоитъ изъ  выпуклыхъ  четырехгранныхъ  угловъ  OSaCb , OSbAc, 
OScBa ; Оа , Об,  Ос  суть  по  прежнему  биссекторы  плоскихъ  угловъ 
ВОС , СОА , ЛОВ. 

Доказательство.  На  ребрахъ  трехграннаго  угла  отложимъ 
отрѣзки  О А = ОВ=  ОС.  Какъ  мы  видѣли  при  доказательствѣ 
теоремы  19,  лучъ  OS  пересѣкаетъ  плоскость  треугольника  АВС 
въ  точкѣ  iS,  представляющей  собой  центръ  круга,  описаннаго 
около  треугольника  АВС.  Въ  теченіе  того  же  доказательства 
мы  видѣли,  что  лучи  Оа,  Об,  Ос  пересѣкаютъ  стороны  ВС,  С А, 
АВ  треугольника  АВС  въ  ихъ  серединахъ  а,  б и с.  Такъ  какъ 
лучъ  0S  находится  внутри  трехграннаго  угла,  то  точка  S на- 
ходится внутри  треугольника  АВС  (опр.  7 гл.  XLV).  При 
этихъ  условіяхъ  треугольникъ  АВС  состоитъ  изъ  четырехъ 
выпуклыхъ  четырехугольниковъ  £аСб,  SbAc,  ScBa  • доказатель- 
ство представляетъ  собой  дословное  повтореніе  доказательства 
теоремы  23,  гл.  XXXVII.  Въ  силу  теоремы  17  гл.  XLV,  отсюда 
слѣдуетъ,  что  OSaCb , OSbAc,  OScBa  суть  выпуклые  четырех- 
гранные углы;  а въ  силу  теор.  6 гл.  XL VI,  трехгранный  уголъ 
ОАВС  состоитъ  изъ  этихъ  трехъ  четырехгранныхъ  угловъ. 

Опредѣленіе  4.  Трехгранный  уголъ  въ  пространствѣ  &8, 
имѣющій  два  равныхъ  плоскихъ  угла,  мы  будемъ  называть 
равнобочнымъ.  Равные  плоскіе  углы  мы  будемъ  называть  боко- 
выми гранями  его,  а третій  плоскій  уголъ  его  основаніемъ. 

Опредѣленіе  5.  Равнобочный  трехгранный  уголъ,  у кото- 
раго боковыми  гранями  служатъ  прямые  углы,  мы  будемъ  на- 
зывать двупрямоуголънымъ  трехграннымъ  угломъ, 
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Теорема  28.  Въ  пространствѣ  Q8  въ  двупрямоугольномъ  трех- 
гранномъ  углѣ  боковымъ  гранямъ  противолежатъ  прямые  двугран 
ные  углы , а обгуее  ребро  боковыхъ  граней  перпендикулярно  къ 
основанію. 

Доказательство.  Если  ЛОВ  есть  основаніе  двупрямоуголь- 
наго трехграннаго  угла  ОЛВС , то  углы  А ОС  и ВОС  прямые, 
а потому  прямая  ОС  перпендикулярна  къ  плоскости  основанія 
(теор.  25  гл.  XXV )•  вслѣдствіе  этого  и плоскости  АОС  и ВОС 
перпендикулярны  къ  плоскости  АОВ  (теор.  7 гл.  XLI). 

Теорема  29.  Въ  пространствѣ  £>g  въ  трехгранномъ  углѣ  съ 
двумя  прямыми  двугранными  углами  послѣднимъ  противолежатъ 
прямые  плоскіе  углы. 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  тео- 
ремы 15. 

Теорема  30.  Въ  пространствѣ  £)8  двупрямоугольные  трех- 
гранные углы  съ  равными  основаніями  конгруэнтны. 

Доказательство  Пусть  ОАВС  будетъ  двупрямоугольный 
трехгранный  уголъ  съ  основаніемъ  АОВ.  Покажемъ  прежде 
всего,  что  онъ  конгруэнтенъ  со  смежнымъ  угломъ  АОВС.  Съ 
этою  цѣлью  совмѣстимъ  уголъ  АОВ  съ  самимъ  собой  такимъ 
образомъ,  чтобы  лучи  О А и ОВ  замѣстили  другъ  друга  (теор. 
30  гл.  XXVI).  Биссекторъ  OD  угла  АОВ  останется  при  этомъ 
въ  покоѣ  (теор.  11  гл.  XXIX).  Прямая  ОС  совмѣстится  при 
этомъ  съ  самою  собой  (теор.  23  а гл.  XXII  и теор.  13  гл.  XXV), 
а потому  лучъ  ОС  совмѣстится  либо  съ  самимъ  собой,  либо  со 
своимъ  продолженіемъ  ОС  (теор.  18  гл.  XVI  ).  Если  движеніе  £, 
о которомъ  идетъ  рѣчь,  совмѣщаетъ  лучъ  ОС  съ  лучемъ  ОС', 
то  оно  совмѣщаетъ  трехгранный  уголъ  ОАВС  съ  трехграннымъ 
угломъ  О В АС'  (теор.  28  гл.  XLV).  Если  же  движеніе  S совмѣ- 
щаетъ лучъ  ОС  съ  самимъ  собой,  то  оно  оставляетъ  прямую 
ОС  въ  покоѣ  (теор.  19  гл.  XIV),  а такъ  какъ  прямая  OD  также 
остается  въ  покоѣ,  то  движеніе  S представляетъ  собой  симме- 
тричное перемѣщеніе  относительно  плоскости  COD  (теор.  27 
гл.  XXIV).  Но  въ  такомъ  случаѣ  въ  нашемъ  пространствѣ  су- 
ществуетъ также  симметричное  перемѣщеніе  Т относительно 
плоскости  АОВ  (теор.  39  гл.  XL).  Легко  обнаружить,  что  дви- 
женіе ST  также  замѣщаетъ  лучи  ОА  и ОБ  другъ  другомъ,  но 
совмѣщаетъ  лучъ  ОС  съ  лучемъ  ОС'. 
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Если  теперь  ОАВСш  01А1ВхСі  суть  двупрямоугольные  же 
трехгранные  углы  съ  конгруэнтными  основаніями  А0ВиАі01В1 , 
то  приведемъ  углы  А101Вх  и АО  В въ  совмѣщеніе.  Точно  такъ 
же,  какъ  выше,  докажемъ,  что  трехгранный  уголъ  ОхАхВхСх  со- 
вмѣстится при  этомъ  либо  съ  трехграннымъ  угломъ  ОАВС , 
либо  со  смежнымъ  угломъ  ОАВС.  Такъ  какъ  трехгранные  углы 
ОАВС  и ОАВС  конгруэнтны,  то  конгруэнтны  также  углы  OAt BtCx 
и ОАВС. 

Теорема  31.  Каждому  прямолинейному  углу  АОВ  въ  про- 
странствѣ Q9  отвѣчаетз  дву  прямоугольный  уголъ,  имѣющій  этотз 
линейный  уголъ  своимъ  основаніемъ. 

Доказательство.  Если  лучъ  ОС  перпендикуляренъ  къ  пло- 
скости АОВ , то  трехгранный  уголъ  ОАВС  удовлетворяетъ  тре- 
бованію. 

Теорема  32.  Въ  пространствѣ  Qg  два  конгруэнтныхъ  двугран- 
ныхъ угла  могутъ  бытъ  совмѣщены  такимъ  образомъ , чтобы  любой 
лучъ , принадлежащій  ребру  перваго  двуграннаго  угла , совмѣстился 
съ  любымъ  лучемъ  на  ребрѣ  второго  двуграннаго  угла. 

Доказательство.  Пусть  АОСВ  и А'О’С'В'  будутъ  наши 
двугранные  углы,  АхОВх  и А\0'В\  ихъ  линейные  углы  при 
точкахъ  О и С.  Въ  виду  теоремы  30  двупрямоугольные  трех- 
гранные углы  0АхВхС  и 0'А\В\С  могутъ  быть  совмѣщены, 
при  чемъ  основаніе  А1ОВ1  перваго  совмѣстится  съ  основаніемъ 
А\0'В\  второго,  а лучъ  ОС  совмѣстится  съ  лучемъ  О'С.  Вмѣстѣ 
съ  тѣмъ  и двугранный  уголъ. при  ребрѣ  ОС  совмѣстится  съ  дву" 
граннымъ  угломъ  при  ребрѣ  О'С  (теор.  1 гл.  ХГЛІ). 

Теорема  33  Если  два  равнобочныхъ  трехгранныхъ  угла  въ  про- 
странствѣ Q8  имѣютъ  конгруэнтныя  боковыя  грани  и конгруэнтные 
двугранные  углы  между  ними , то  они  и сами  конгруэнтны. 

Доказательство.  Пусть  ОАВС  и OlAlBlCl  будутъ  наши 
трехгранные  углы,  при  чемъ 

L С0В=А  СОА  = А Сх0хВ1=/шСх01Ахх  двугр.  уг.  ЛОСЯ  = дву- 
* гранному  углу  Ах0С1Вѵ 

Согласно  предыдущей  теоремѣ,  двугранные  углы  при  реб- 
рахъ ОС  и 0ХСХ  могутъ  быть  совмѣщены  такимъ  образомъ, 
чтобы  лучъ  ОС  совмѣстился  съ  лучемъ  01С1.  Если  при  этомъ 
грани  ОСА  и ОСВ  совмѣстятся  съ  гранями  О ХСХАХ  и 01С1Вѵ  то 
по  равенству  угловъ  СОА  и C1OtAli  СОВ  и С101В1  лучи  О А и 
О В совмѣстятся  съ  лучами  01Л1  и 0ХВХ , а вмѣстѣ  съ  тѣмъ 
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трехгранный  уголъ  О АВС  совмѣстится  съ  трехграннымъ  угломъ 
0{АхВ jCj  (теор.  28  гл.  XLV). 

Теорема  34.  Вз  пространствѣ  Q8  равнобочный  трехгранный 
уголз  конгруэнтенз  вертикальному  сз  нимз  углу. 

Доказательство.  Это  непосредственно  вытекаетъ  изъ  преды- 
дущей теоремы  и теоремы  6. 


Г 1 А В А XLVIII. 

Полярные  трехгранные  углы. 

Теорема  1.  а)  Если  три  прямыя  ОД,  ОВ  и ОС  вз  простран- 
ствѣ Qg  пересѣкаются  вз  одной  точкѣ , но  не  расположены  вз  од- 
ной плоскости , и мы  проведемз  изз  точки  ихз  пересѣченія,  пер- 
пендикуляры ОАѵОВх,  ОСх  кз  тремз  плоскостямз  ВОС,  СОА,АОВ , 
которыя  онѣ  опредѣляютз , то  никакіе  два  изз  этих з перпен- 
дикуляровз  не  совпадаютз , а всѣ  три  не  лежатз  вз  одной  пло- 
скости. 

Ь)  Данныя  прямыя^  вз  свою  очередь , перпендикулярны  кз  тремз 
плоскостямз  BtOCt , CtOAt,  A1OBl , опредѣляемые з прямыми  ОДп 

ов„  осѵ 

Доказательство.  Если  бы  прямыя  ОАх  и ОВх  совпадали, 
то  совпадали  бы  и перпендикулярныя  къ  нимъ  плоскости  ВОС 
и СОА  (теор.  5 гл.  XXV),  т.  е.  данныя  три  прямыя  были  бы 
расположены  въ  одной  плоскости. 

Такъ  какъ  прямыя  О 4Х  и ОВх  перпендикулярны  къ  пря- 
мой ОС,  то  послѣдняя  перпендикулярна  къ  плоскости  А1ОВ1 
(теор.  25  гл.  XXV).  Такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что  прямыя 
ОА  и ОВ  перпендикулярны  къ  плоскостямъ  ВхОСх  и СхОАѵ 

Если  бы  три  прямыя  0ДГ  ОВх  и ОСх  были  расположены 
въ  одной  плоскости,  то  прямыя  ОД,  ОВ  и ОС  были  бы  къ 
этой  плоскости  перпендикулярны,  а потому  совпадали  бы  (теор. 
7 гл.  XXV). 

Опредѣленіе  1.  Если  три  прямыя  ОД,  ОВ  и ОС  въ  про- 
странствѣ Q8  пересѣкаются  въ  одной  точкѣ,  но  не  расположены 
въ  одной  плоскости,  то  онѣ  образуютъ  восемь  трехгранныхъ 
угловъ.  Плоскости,  въ  которыхъ  расположены  граня  одного 
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изъ  этихъ  угловъ,  совпадаютъ  съ  плоскостями,  въ  которыхъ 
расположены  грани  любого  другого  изъ  этихъ  угловъ;  это  тѣ 
три  плоскости,  которыя  опредѣляютъ  пересѣкающіяся  прямыя. 
Если  мы  изъ  точки  пересѣченія  О этихъ  плоскостей  проведемъ 
къ  нимъ  перпендикулярныя  прямыя  0ПП  0ВѴ  0С17  то  послѣднія, 
въ  силу  предыдущей  теоремы,  также  образуютъ  восемь  трех- 
гранныхъ  угловъ  (теор.  7 гл.  XLVII).  Въ  силу  предыдущей  же 
теоремы,  первая  группа  угловъ  находится  въ  такомъ  же  отно- 
шеніи ко  второй  группѣ,  т.  е.  прямыя,  которыми  онѣ  образованы, 
перпендикулярны  къ  плоскостямъ,  въ  которыхъ  лежатъ  грани 
угловъ  второй  группы.  Такія  двѣ  группы  угловъ  мы  будемъ  на- 
зывать взаимно  сопряженными.  Слѣдуетъ  замѣтить,  что  нѣкото 
рые  изъ  этихъ  16  угловъ  могутъ  иногда  совпадать. 

Опредѣленіе  2.  Положимъ,  что  мы  имѣемъ  двѣ  сопряжен- 
ныя группы  трехгранныхъ  угловъ.  Въ  одной  изъ  нихъ  выбе- 
ремъ произвольный  уголъ  О А ВС  и по  отношенію  къ  нему  рас- 
классифицируемъ углы  второй  группы  слѣдующимъ  образомъ. 

Пусть  ОАѵ  ОВѵ  'OCt  будутъ  прямыя,  перпендикулярныя 
къ  гранямъ  ВОС,  СОА  и АО  В нашего  трехграннаго  угла.  Точка 
О дѣлитъ  эти  прямыя  на  шесть  лучей.  Эти  лучи  мы  разобьемъ 
на  двѣ  категоріи  : къ  первой  категоріи  отнесемъ  лучи  ОАѵ  0Вг 
ОСп  расположенные  съ  той  же  стороны  плоскостей  перпендику- 
кулярныхъ  къ  нимъ  граней  /іОС,  СОА  и ИОВ,  съ  которой  рас- 
положены противолежащія  этимъ  гранямъ  ребра  04,  ОВ  и ОС; 
ко  второй  категоріи  отнесемъ  лучи  ОИ\,  OB't,  0С'Ѵ  составляю- 
щіе продолженія  лучей  первой  категоріи;  эти  лучи  соотвѣтственно 
расположены,  стало  быть,  относительно  плоскостей ІВОС,  СОИ,  ИОВ 
не  съ  той  стороны,  съ  которой  лежатъ  лучи  ОИ,  ОВ  и ОС,  а 
съ  противоположной. 

Трехгранные  углы  ОАіВіС1  и ОА\В\С\ , образованные 
лучами  одной  и той  же  категоріи,  мы  будемъ  называть  поляр- 
ными относительно  угла  О АВС ; остальные  же  шесть  угловъ 
сопряженной  группы  мы  будемъ  называть  полуполярными  отно- 
сительно трехграннаго  угла  ОАВС.  Ребро  полярнаго  угла  мы 
будемъ  называть  соотвѣтствующимъ  тому  ребру  даннаго  угла, 
которое  противолежитъ  грани,  перпендикулярной  къ  названному 
ребру  полярнаго  угла;  такъ  что  ребра  0Ht,  ОВп  0СХ  поляр- 
наго угла  при  нашемъ  построеніи  соотвѣтствуютъ  ребрамъ  04, 
ОВ,  ОС  даннаго  угла. 
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Теорема  2.  Въ  пространствѣ  Q8  трехгранные  углы , поляр- 
ные одному  и тому  же  трехгранному  углу , вертикальны ; каждый 
же  изъ  полуполярныхъ  угловъ  смеженъ  съ  однимъ  изъ  полярныхъ 
угловъ. 

Доказательство.  Первое  утвержденіе  вытекаетъ  непосред- 
ственно изъ  построенія  полярныхъ  угловъ,  второе  слѣдуетъ  изъ 
теоремы  7 предыд.  главы. 

Теорема  3.  Вертикальнымъ  трехграннымъ  угламъ  отвѣчаетъ 
въ  пространствѣ  Q8  одна  и та  же  пара  полярныхъ  угловъ. 

Доказательство.  Пусть  ОАВСп  ОА'В'С  будутъ  два  взаимно 
вертикальныхъ  трехгранныхъ  угла,  OA,BtC,  и OA'tB',C't  трех- 
гранные углы,  полярные  относительно  угла  ОАВС.  Допустимъ 
сверхъ  того,  что  ребра  ОА„  ОВ,,  ОС,  угла  ОА,В,С,  расположены 
относительно  плоскостей  граней  J30G,  СО-4,  АОВ  соотвѣтственно 
съ  той  же  стороны,  что  и противолежащія  имъ  ребра  ОИ,  ОВ 
и ОС.  Покажемъ,  что  ОА,В,С,  есть  уголъ,  полярный  относи- 
тельно угла  ОА'В'С. 

Лучи  ОА  и ОА,  расположены  по  одну  сторону  плоскости 
БОС]  но  плоскость  ВОС  совпадаетъ  съ  плоскостью  В'ОС ; стало 
быть,  лучи  О А и ОА,  расположены  по  одну  сторону  плоскости 
В'ОС. 

Съ  другой  стороны,  лучи  ОА'  и О А расположены  по  раз- 
ныя стороны  плоскости  В'ОС  ; стало  быть  и лучи  О А'  и О А,  рас- 
положены по  разныя  стороны  плоскости  В'ОС.  Такимъ  же  об- 
разомъ докажемъ,  что  лучи  OB'  и ОВѵ  ОС  и 0Ct  соотвѣт- 
ственно расположены  по  разныя  стороны  плоскостей  СОА' 
и А'ОВ'.  Уголъ  ОА,В,С,  поляренъ,  стало  быть,  углу  ОА'В'С'. 
Другимъ  полярнымъ  угломъ,  въ  силу  теоремы  2,  служитъ 
ОА',В',С, 

Теорема  4.  Каждому  изъ  16  трехгранныхъ  угловъ , образую- 
щихъ двѣ  сопряженныя  группы  въ  пространствѣ  Q8,  отвѣчаетъ  въ 
другой  группѣ  пара  трехгранныхъ  угловъ , которымъ  онъ  служитъ 
полярнымъ  угломъ . 

Доказательство.  Пусть  ОАВС  будетъ  одинъ  изъ  означен- 
ныхъ 16-и  трехгранныхъ  угловъ.  Пусть  0А„  ОВѵ  ОС,  будутъ 
прямыя,  образующія  сопряженную  группу.  Изъ  двухъ  лучей 
прямой  ОАѵ  выходящихъ  изъ  точки  О,  выберемъ  лучъ  ОА, 
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такъ,  чтобы  лучи  О А и OAt  были  расположены  по  одну  сто- 
рону плоскости  В10С1 ; такимъ  же  образомъ  выберемъ  лучи  0Bt 
и OCj  такъ,  чтобы  лучи  ОВ  и OBt  были  расположены  по  одну 
сторону  плоскости  Ct0A п лучи  ОС  и 0Ct  — по  одну  сторону 
плоскости  АхОВѵ  Трехгранный  уголъ  О А ВС  поляренъ  трех- 
гранному углу  0А1В1С1  и вертикальному  относительно  него 
углу  ОА\В\С\. 

Теорема  5.  Если  трехгранный  угол ъ ОА1ВіСі  въ  пространг 
стѳѣ  Q8  полярет  трехгранному  углу  О АВС,  то  его  плоскіе  углы 
АхОВх,  BtOCt , Сг0Ах  дополняютъ  до  2d  двугранные  углы  при 
ребрахъ  ОС,  О А,  ОВ  трехграннаго  угла  О АВС. 

Доказательство.  Числа,  измѣряющія  двугранные  углы  трех- 
граннаго угла  ОАВС  при  ребрахъ  ОА , ОВ,  ОС,  мы  будемъ  по- 
стоянно обозначать  буквами  А,  В и С;  числовыя  же  значенія 
противолежащихъ  имъ  плоскихъ  угловъ — буквами  а,  Ъ и с. 

Если  лучи  OAt  и ОА  расположены  по  одну  сторону 
плоскости  ВОС , то  мы  можемъ  сказать,  что  лучъ  О А t перпен- 
дикуляренъ къ  грани  ОСВ  двуграннаго  угла  АОСВ  и располо- 
женъ относительно  этой  грани  со  стороны  другой  грани  ОСА 
(теор.  17  b гл.  XL).  Такимъ  же  образомъ  лучъ  OBt  перпендику- 
ляренъ къ  грани  ОСА  того  же  двуграннаго  угла  и расположенъ 
со  стороны  второй  грани  ОСВ. 

Пусть  ОА'  и ОВ'  будутъ  лучи,  представляющіе  собой  сѣ- 
ченія полуплоскостей  ОСА  и ОСВ  съ  плоскостью  At0Bv  Такъ 
какъ  лучъ  ОС  перпендикуляренъ  къ  этой  плоскости  (теор.  1 6), 
то  А'ОВ'  есть  линейный  уголъ  двуграннаго  угла  ири  ребрѣ  ОС, 
а потому  онъ  измѣряется  числомъ  С (опр.  10  гл.  XLII). 

Съ  другой  стороны,  такъ  какъ  лучъ  ОА'  лежитъ  въ  полу- 
плоскости ОСА,  то  лучи  ОА'  и OAt  расположены  по  одну  сто- 
рону плоскости  СОВ,  а потому  и по  одну  сторону  прямой  ОВ' ; 
такимъ  же  образомъ  лучи  ОВ'  и OBt  расположены  по  одну  сто- 
рону прямой  ОА'.  Прямолинейные  углы  А'ОВ'  и AtOBt  взаимно 
полярны ; поэтому  (теор.  42  гл.  XXX) 

C-f  ct  = 2d. 

Такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что 

A + at  = B+  bt  = 2d. 
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Теорема  6.  Если  уголз  OAlBlC1  въ  пространствѣ  Q8  поля - 
ренз  углу  О А ВС  и мы  продолжимз  соотвѣтствующія  ребра , ска - 
жемз , ОН  ге  ОНп  то  уголз  ОАхВхС1х  смежный  сз  OAtBtCt , бг/- 
детз  поляренз  углу  О А'  ВС,  смежному  сз  О АВС. 

Доказательство.  Предположимъ,  что  лучи  О А г ОВг,  0Ct 
расположены  относительно  соотвѣтствующихъ  граней  угла  О АВС 
съ  той  же  стороны,  что  и противолежащія  ребра.  Слѣдовательно, 
лучи  0At  и О А расположены  съ  одной  стороны  плоскости  ВОС ; 
нолучи0^1  и 0А\  расположены  съ  противоположныхъ  сторонъ 
плоскости  ВОС ; точно  такъ  же  лучи  О А и О А!  расположены  съ 
противоположныхъ  сторонъ  этой  плоскости.  Поэтому  лучи  0А\ 
и ОА1  расположены  съ  одной  стороны  плоскости  ВОС. 

Лучи  ОВ,  и 0Ct  расположены  относительно  плоскостей 
СОА  и АОВ  соотвѣтственно  съ  той  же  стороны,  что  лучи  ОВ 
и ОС.  Но  плоскости  СОА  и АОВ  совпадаютъ  съ  плоскостями 
СОА ' и А'ОВ.  Слѣдовательно,  лучи  0А\ , 0Bt,  ОС,  расположены 
относительно  плоскостей  ВОС,  СОА\  А'ОВ  соотвѣтственно  съ 
той  же  стороны,  что  и лучи  0А\  ОВ , ОС.  Иными  словами, 
трехгранный  уголъ  ОА\В1С1  поляренъ  трехгранному  углу 
ОА’ВС. 

Такимъ  же  образомъ  изслѣдуется  случай,  когда  ребра  по- 
лярнаго угла  имѣютъ  противоположное  расположеніе. 

Теорема  7.  Если  трехгранный  уголз  О АВС  вз  простран- 
ствѣ Q8  взаимно  поляренз  сз  однимз  изз  своихз  полярныхз  угловз 
ОАхВхС t,  то  онз  также  взаимно  поляренз  сз  другимз  изз  них з. 

Доказательство.  Трехгранный  уголъ  ОАхВхСх  поляренъ 
углу  ОАВС\  по  условію,  уголъ  О А ВС  въ  свою  очередь  поляренъ 
углу  ОАхВхСх.  Другимъ  угломъ,  полярнымъ  относительно  ОАВС, 
служитъ  трехгранный  уголъ  ОА\В\С\ , вертикальный  относи’ 
тельно  ОА{ВхСх  (теорема  2)  Но  такъ  какъ  уголъ  О АВС  поля- 
ренъ относительно  ОАхВхСх<  то  въ  силу  теоремы  3,  онъ  поля- 
ренъ также  отосительно  угла  ОА\В\С\,  т.  е.  онъ  взаимно  по- 
ляренъ со  вторымъ  изъ  полярныхъ  ему  угловъ. 

Теорема  8.  Если  одинз  изз  16-ти  трехгранныхз  угловз  вз 
пространствѣ  128,  образующнхз  двѣ  сопряженныя  группы , взаимно 
поляренз  со  своими  полярными  углами , то  тѣмз  же  свойствомз 
обладаютз  и остальные  углы  этихз  группз. 
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Доказательство.  Положимъ,  что  трехгранный  уголъ  ОАВС 
взаимно  поляренъ  со  своими  полярными  углами  OAxBxCt  и 
ОА\В\Сг 

Пусть  ОА'В'С  будетъ  уголъ,  вертикальный  относительно 
ОАВС.  Онъ  имѣетъ  тѣ  же  полярные  углы  ОАхВхСх  и ОА\В\С\ 
(теор.  3).  Такъ  какъ  уголъ  ОА, ВХСХ  взаимно  поляренъ  съ  угломъ 
ОАВС , то  онъ  взаимно  поляренъ  также  съ  угломъ  ОА'В'С  (теор.  7), 
или  иначе:  трехгранный  уголъ  ОА'В'С  взаимно  поляренъ  со 
своими  полярными  углами. 

Возьмемъ  теперь  произвольный  другой  трехгранный  уголъ, 
принадлежащій  той  же  группѣ,  что  и уголъ  ОАВС.  Согласно 
теоремѣ  7 предыдущей  главы,  онъ  смеженъ  либо  съ  угломъ 
ОАВС , либо  съ  угломъ  ОА'В'С.  Пусть  это  будетъ  уголъ  О А' ВС, 
смежный  съ  угломъ  ОАВС. 

Такъ  какъ  уголъ  ОАВС  поляренъ  углу  OAtBtCv  то  уголъ 
ОА'ВС  поляренъ  углу  ОА'хВхСх  (теор.  6).  Такъ  какъ  уголъ 
ОАхВхСі  поляренъ  углу  ОАВС , то  уголъ  ОА'хВхС  поляренъ 
углу  ОА'ВС.  Слѣдовательно,  трехгранные  углы  ОА'ВС  и 0^4f  1jB1C1 
взаимно  полярны. 

Такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что  и всѣ  другіе  углы 
разсматриваемыхъ  двухъ  группъ  обладаютъ  требуемымъ  свой- 
ствомъ. 

Теорема  9.  Е^ли  трехгранный  уголъ  ОАВС  въ  простран- 
ствѣ Й8  не  имѣетъ  острыхъ  двугранныхъ  угловъ,  то  одинъ  изъ  по- 
лярныхъ ему  угловъ  лежитъ  цѣликомъ  въ  этомъ  углѣ. 

Доказательство.  Изъ  вершины  О проведемъ  лучъ  ОАх, 
перпендикулярный  къ  плоскости  ВОС  и расположенный  съ  той 
же  стороны,  что  и лучъ  ОА,  т.  е.  съ  той  же  стороны,  что  и 
полуплоскость  ОБА.  Полуплоскость  0ВАх  образуетъ  съ  полу- 
плоскостью ОВС  прямой  двугранный  уголъ  Ах0ВС . Если  по- 
этому двугранный  уголъ  АОВС  тупой,  то  полуплоскость  0ВАх 
лежитъ  внутри  двуграннаго  угла  А0ВС\  поэтому  и лучъ  0АХ 
лежитъ  внутри  этого  двуграннаго  угла.  Если  двугранный  уголъ 
АОВС  прямой,  то  полуплоскость  0ВАх  совпадаетъ  съ  полу- 
плоскостью ОБА  (теор.  1 гл.  ХЫУ)  и лучъ  0АХ  лежитъ  на 
грани  двуграннаго  угла  АОВС.  Во  всякомъ  случаѣ  лучъ  0АХ 
при  условіяхъ  заданія  принадлежитъ  цѣликомъ  двугранному 
углу  АОВС.  Но  такимъ  же  образомъ  мы  докажемъ,  что  лучъ 
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0Jt  принадлежитъ  также  двугранному  углу  АОСВ.  Онъ  при- 
надлежитъ поэтому  цѣликомъ  трехгранному  углу  О АВС  (теор. 
3 а гл.  XLVII). 

Совершенно  аналогично  мы  докажемъ,  что  лучи  ОВх  и ОСх 
проходящіе  соотвѣтственно  перпендикулярно  къ  гранямъ  СОА 
и АОВ  съ  той  же  стороны,  что  и ребра  ОВ  и ОС,  принадле- 
жатъ цѣликомъ  трехгранному  углу  ОАВС.  Отсюда  легко  вы- 
вести, что  трехгранный  уголъ  ОАуВуСу  расположенъ  цѣликомъ 
въ  трехгранномъ  углѣ  ОАВС.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  такъ  какъ  лучи 
ОАѵ  0Bt,  ОСу  принадлежатъ  двугранному  углу  АОСВ  (теор.  20  а 
гл.  XLV),  то  они  принадлежатъ  полупространствамъ  АОСВ  и 
ВСОА  (теор.  13  а гл.  XLI);  поэтому  весь  трехгранный  уголъ 
ОАуВуСу  принадлежитъ  этимъ  полупространствамъ  (теор.  9 гл. 
XLV),  а потому  принадлежитъ  двугранному  углу  АОСВ  (теор. 
13  6 гл.  XLI).  Такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что  трехгран- 
ный уголъ  ОАуВуСу  принадлежитъ  цѣликомъ  двумъ  другимъ  дву- 
граннымъ угламъ  трехграннаго  угла  ОАВС , а потому  принад- 
лежитъ трехгранному  углу  (теор.  20  6 гл.  XLVJ. 

Теорема  10.  Трехгранный  уголъ  ОАВС  въ  пространствѣ  Q8, 
не  имѣющій  острыхъ  двугранныхъ  угловъ , взаимно  поляренъ  со  сво- 
ими полярными  углами. 

Доказательство.  Пусть  ОАуВуСу  будетъ  тотъ  трехгранный 
уголъ,  полярный  относительно  ОАВС , который— согласно  преды- 
дущей теоремѣ — расположенъ  цѣликомъ  въ  самомъ  трехгранномъ 
углѣ  ОАВС.  Изъ  доказательства  предыдущей  теоремы  (а  также 
непосредственно  изъ  теоремы  19  гл.  XLV)  слѣдуетъ,  что  лучи 
ОАх  и ОАу  О Вх  и ОВ , ОСх  и ОС  расположены  по  одну  сторону 
соотвѣтствующей  плоскости  ВОС , СОА  и АОВ. 

Согласно  теоремѣ  26  предыдущей  главы,  ось  OS  трехгран- 
наго угла  ОАВС  въ  этомъ  случаѣ  также  расположена  внутри 
его,  а потому  послѣдній  состоитъ  изъ  трехъ  выпуклыхъ  четы- 
рехгранныхъ угловъ : OSbAc,  OScBa , OSaCb  (теор.  27  предыд. 
главы  *,  то  же  обозначеніе,  что  и тамъ). 

Покажемъ,  что  лучи  ОИх,  0В1Х  ОСх  принадлежатъ  соот- 
вѣтственно четырехграннымъ  угламъ  OSbAc,  OScBa , OSaCb. 

Плоскость  аОАп  проходящая  черезъ  лучъ  0А1У  перпенди- 
кулярный къ  плоскости  БОС,  и сама  [перпендикулярна  къ  этой 
плоскости  (теор.  7 гл.  ХЫ).  Поэтому  лучъ  OS  лежитъ  въ  пло- 
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скости  аОАѵ  Такъ  какъ  къ  тому  же  лучи  0S  и 0АХ  располо- 
жены съ  одной  стороны  плоскости  ВОС  (теор  19  гл.  XLV),  то 
лучъ  0S  проходитъ  въ  полуплоскости  аОАх.  Уголъ  а 0S  острый 
(теор.  21  гл.  XLVI1),  а уголъ  аОА t прямой  •,  поэтому  лучъ  0S 
проходитъ  между  лучами  Оа  и ОАѵ  Слѣдовательно,  лучи  ОАх  и 
Оа  расположены  въ  плоскости  общаго  плоскаго  угла  SOa  че- 
тырехгранныхъ угловъ  OScBa  и OSaCb , но  по  разныя  стороны 
прямой  0$,  а потому  и по  разныя  стороны  каждой  изъ  граней 
OSc  и OSb,  отсюда  слѣдуетъ  (теор.  19  гл.  XLV),  что  лучъ  О А t 
лежитъ  внѣ  названныхъ  двухъ  четырехгранныхъ  угловъ.  Но 
такъ  какъ  лучъ  0АХ  принадлежитъ  все  же  трехгранному  углу 
ОАВС , то  онъ  расположенъ  въ  четырехгранномъ  углѣ  OSbAc. 
Такимъ  же  образомъ  мы  обнаружимъ,  что  лучи  ОВх  и 0Ct  рас- 
положены соотвѣтственно  въ  четырехгранныхъ  углахъ  OScBa 
и OSaCb. 

Покажемъ  теперь,  что  четырехгранный  уголъ  OSbAc , въ 
которомъ  лежитъ  лучъ  0АѴ  весь  расположенъ  по  одну  сторону 
плоскости  Ві0Сѵ  Для  этого,  согласно  теоремѣ  9 гл.  XLV,  до- 
статочно показать,  что  всѣ  ребра  четырехграннаго  угла  рас- 
положены по  одну  сторону  плоскости  Вх0Сг  Но  это  непосред- 
ственно вытекаетъ  изъ  того  (см.  доказательство  теоремы  2 гл. 
XLIII),  что  лучъ  ОА  перпендикуляренъ  къ  этой  плоскости,  а 
лучи  06,  Ос  и 0S  образуютъ  съ  нимъ  острые  углы : углы  АОЬ 
и АОС  острые  въ  силу  теоремы  39  гл.  XXX,  а уголъ  AOS  - въ 
силу  теоремы  21  предыд.  главы. 

Такимъ  образомъ,  четырехгранный  уголъ  OSbAc  располо- 
женъ весь  по  одну  сторону  плоскости  Н10С1,  а потому  лучи 
ОА  и 0АХ  расположены  по  одну  сторону  этой  плоскости. 

Такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что  лучи  О В и OBt  рас- 
положены по  одну  сторону  плоскости  СхОАѵ  лучи  ОС  и 0СХ  — 
по  одну  сторону  плоскости  Ах0Вг 

Изъ  всего  сказаннаго  вытекаетъ,  что  трехгранный  уголъ 
ОАВС  поляренъ  трехгранному  углу  0АхВхСѵ 

Теорема  11.  Въ  пространствѣ  Q8  между  16  трехгранными  угла- 
ми, составляющими  двѣ  сопряженныя  группы , всегда  имѣется  такой, 
въ  которомъ  нѣтъ  острыхъ  двугранныхъ  угловъ. 

Доказательство.  Пусть  ОАВС  будетъ  одинъ  изъ  шестнадца- 
ти угловъ. 


625 


Гд.  XLVIII. 


a)  Если  онъ  не  имѣетъ  острыхъ  двугранныхъ  угловъ,  то 
онъ  удовлетворяетъ  требованію. 

b)  Если  онъ  имѣетъ  три  острыхъ  двугранныхъ  угла,  то, 
согласно  теоремѣ  18  предыдущей  главы,  всѣ  три  плоскіе  его 
углы  также  острые.  Если  мы  возьмемъ  теперь  въ  сопряженной 
группѣ  трехгранный  уголъ  OAtBtCv  которому  уголъ  ОАВС  по- 
ляренъ  (теор.  4),  то  въ  послѣднемъ,  въ  виду  теоремы  5,  не  бу- 
детъ острыхъ  двугранныхъ  угловъ. 

c)  Если  трехгранный  уголъ  ОАВС  имѣетъ  два  острыхъ 
двугранныхъ  угла  при  ребрахъ  ОА  и ОВ  и прямой  или  ту- 
пой при  ребрѣ  ОС,  то  продолжая  ребро  ОС,  составимъ  смежный 
съ  нимъ  трехгранный  уголъ  ОАВС\  въ  которомъ  не  будетъ 
острыхъ  двугранныхъ  угловъ. 

d ) Если  трехгранный  уголъ  ОАВС  имѣетъ  одинъ  острый 
и два  прямыхъ  двугранныхъ  угла,  то,  продолживъ  ребро  одного 
изъ  прямыхъ  двугранныхъ  угловъ,  получимъ  смежный  трех- 
гранный уголъ  съ  двумя  прямыми  двугранными  углами  и однимъ 
тупымъ. 

e)  Если  трехгранный  уголъ  ОАВС  имѣетъ  одинъ  острый 
двугранный  уголъ,  одинъ  прямой  и одинъ  тупой,  то,  продолживъ 
ребро  тупого  угла,  получимъ  трехгранный  уголъ  съ  однимъ  пря- 
мымъ и двумя  тупыми  двугранными  углами. 

f)  Если,  наконецъ,  трехгранный  уголъ  ОАВС  имѣетъ  одинъ 
острый  и два  тупыхъ  угла,  то,  продолживъ  ребро  остраго  угла, 
получимъ  смежный  трехгранный  уголъ  съ  тремя  острыми  двугран- 
ными углами,  т.  е.  возвратимся  къ  случаю  Ъ). 

Теорема  12.  Всякій  трехгранный  уголъ  въ  пространствѣ  &8 
взаимно  поляренъ  со  своими  полярными  углами. 

Доказательство.  Пусть  ОАВС  будетъ  произвольный  трех- 
гранный уголъ.  Среди  16-и  трехгранныхъ  угловъ,  образуемыхъ 
прямыми  (LI,  OJ5,  ОС  и сопряженными  прямыми  OJt,  0Bt , ОСѵ 
имѣется  такой  трехгранный  уголъ,  въ  которомъ  нѣтъ  острыхъ 
двугранныхъ  угловъ.  Поэтому  этотъ  трехгранный  уголъ  вза- 
имно поляренъ  со  своими  полярными  углами  (теор.  10).  Въ 
силу  же  теоремы  8,  этимъ  свойствомъ  обладаютъ  всѣ  16  угловъ, 
въ  томъ  числѣ,  стало  быть,  и уголъ  ОАВС. 

Теорема  13.  Если  трехгратый  уголъ  0А1В1С1  въ  простран- 
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ствѣ  а8  полярет  трехгранному  углу  ОАВС , то  двугранные  углы 
перваго  дополняютъ  до  двухъ  прямыхъ  плоскіе  углы  второю. 

Доказательство.  Такъ  какъ  трехгранный  уголъ  ОАВС  въ 
свою  очередь  полярейъ  трехгранному  углу  ОА tBtCt^  то  это  вы- 
текаетъ непосредственно  изъ  теоремы  5. 

Теорема  14.  Въ  пространствѣ  Q8  сумма  чиселъ , измѣряю- 
щихъ двугранные  углы  трехграннаго  угла , больше  2d  и меньше 
2d  + 2a,  гдѣ  а есть  числовое  значеніе  любою  изъ  двугранныхъ  угловъ . 

Доказательство.  Пусть  0^41BtC1  будетъ  трехгранный  уголъ, 
полярный  относительно  угла  ОАВС.  Въ  силу  теоремы  4, 

at  = 2d  — А,  bt  = 2d  — В,  ct—2d—  С. 

Поэтому  (теор.  13  предыд.  гл.) 

(2с?  - А)  + (2с?  _ В)  + (2d  — С)  < 4d, 

откуда 

^ + B+C>2d. 

Съ  другой  стороны  (теор.  12  предыд.  главы), 

(2 d - А)  + (2d  - В)  > (2d  - С),  (2d  — В)  + (2d  — С)  > (2d  -Л), 
(2с?  — С)  + (2d  — Л)  > (2d  — В) 

или 

^+B+C<2d-f2C,  ^4-fB-fC<2d+2B,  ^+B+C<2d+2^. 

Теорема  15.  Сумма  чиселъ , измѣряющихъ  двугранные  углы 
выпуклаго  многограннаго  угла,  превышаетъ  2d(n — 2),  гдѣ  n число 
его  граней. 

Доказательство.  Выпуклый  многогранный  уголъ,  имѣющій 
п граней,  можетъ  быть  раздѣленъ  діагональными  плоскостями  на 
(п— 2)  трехгранныхъ  угла  (теор.  16  гл.  XLVI),  и двугранные 
углы  многограннаго  угла  состоятъ  изъ  двугранныхъ  угловъ  со- 
ставляющихъ трехгранныхъ  угловъ  (теор.  17  гл.  XLVI). 

Опредѣленіе  3.  Если  s есть  сумма  чиселъ,  измѣряющихъ 
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двугранные  углы  нѣкотораго  выпуклаго  многограннаго  угла, 
имѣющаго  п граней,  то  разность 

s — 2d  (п  — 2) 


мы  будемъ  называть  угловымъ  избыткомъ  многограннаго  угла. 
Угловой  избытокъ  трехграннаго  угла  равенъ,  слѣдовательно, 
s — 2d. 

Угловой  избытокъ  многограннаго  угла  ^ мы  будемъ  обо- 
значать символомъ  J0P). 

ГЛАВА  ХЫХ. 

Измѣреніе  многогранныхъ  угловъ. 

Теорема  1.  Если  трехгранный  уголъ  ея  пространствѣ  Q8  раз - 
дѣленъ  трансверсально  на  составляющіе  трехгранные  углы , то  его 
угловой  избытокъ  равенъ  суммѣ  угловыхъ  избытковъ  составляющихъ 
угловъ . 

Доказательство.  Допустимъ  сначала,  что  трехгранный 
уголъ  ОАВС  раздѣленъ  трансверсально  на  два  составляющихъ 
угла.  Въ  этомъ  случаѣ,  согласно  теоремѣ  10  гл.  XLVI,  соста- 
вляющіе трехгранные  углы  имѣютъ  сверхъ  реберъ  трехгран- 
наго угла  ОАВС  еще  только  одно  ребро  OD.  Если  дѣленіе 
трехграннаго  угла  ОАВС  производится  плоскостью,  проходящей 
черезъ  ребро  ОЛ,  то  лучъ  OD  лежитъ  въ  плоскости  угла  ВОС 
между  лучами  ОВ  и ОС,  а составляющими  трехгранными  углами 
являются  ОАВВ  и ОАВС. 

Угловые  избытки  этихъ  трехгранныхъ  угловъ  суть  : 


BOAD  + ВОВА  + АОВВ  - 2d 
СОАВ  + D0CA  + АОВС  — 2d. 


(1) 


Такъ  какъ  лучъ  ОВ  проходитъ  между  лучами  ОС  и ОВ, 
то  точки  Си  В лежатъ  по  разныя  стороны  прямой  ОВ  (теор. 
21  гл.  XXVI),  а потому  полуплоскости  ОВВ  и ОВС  составляютъ 
продолженія  другъ  друга*,  слѣдовательно,  двугранные  углы  АОВВ 
и АОВС  смежны.  Полуплоскости  же  ОВВ  и ОВС,  а также  ОСВ 
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и ОСВ  соотвѣтственно  совпадаютъ  • поэтому  двугранные  углы 
ВОВА  и DOCA  совпадаютъ  съ  двугранными  углами  СОВА  и 
ВОСА.  Наконецъ,  лучъ  0D  и полуплоскость  AOD  проходятъ 
внутри  двуграннаго  угла  ВО  АС  (теор.  14  Ъ и 17  Ъ гл.  XLI); 
вмѣстѣ  съ  тѣмъ  двугранный  уголъ  ВОАС  состоитъ  изъ  дву- 
гранныхъ угловъ  BOAD  и COAD  (теор.  19?;  гл.  XLII).  При- 
нимая во  вниманіе  все  сказанное  и складывая  выраженія  (1), 
мы  получимъ 


ВОАС  + СОВА  + ВОСА  - 2d ; 

• 

а это  и есть  угловой  избытокъ  трехграннаго  угла  О АВС. 

Допустимъ  теперь,  что  наша  теорема  справедлива,  когда 
трехгранный  уголъ  раздѣленъ  трансверсально  нй  п трехгран- 
ныхъ  угловъ.  Докажемъ,  что  она  остается  справедливой,  когда 
уголъ  раздѣленъ  на  п + 1 трехгранныхъ  угловъ. 

Итакъ,  предположимъ,  что  трехгранный  уголъ  ОАВС  раз- 
дѣленъ трансверсально  на  {п-\- 1)  трехгранныхъ  угловъ : 

OABDt , OADxD2, , ОАВ2В2 , . . . OADnC  (теор.  10  гл.  XL VI). 

Согласно  теоремѣ  12  гл.  XLVI,  мы  можемъ  считать  трех- 
гранный уголъ  ОАВС  раздѣленнымъ  трансверсально  на  два 
трехгранныхъ  угла  0ABDn  и 0ADn С,  изъ  которыхъ  первый 
раздѣленъ  трансверсально  же  на  п трехгранныхъ  угловъ : 

OABDv  0ADxD2,  . . . OADn-\Dn. 

Такъ  какъ  для  разложенія  трехграннаго  угла  на  два  со- 
ставляющихъ теорема  уже  доказана,  то 

JCOABC^^JiOABDJ  J (OADnC). 

Въ  силу  же  сдѣланнаго  допущенія 
J (OABDn)  = J (0ABDJ  + J(0ADxD2)  + . . . + J (OADn-iDn). 

Поэтому 

J(OABC)  = J (OABDt)  + J{OA  DXD^)  +. . . + J{OADnC\ 
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Теорема  2.  Если  трехгранный  уголъ  $ въ  пространствѣ  Qs 
раздѣленъ  поперечно  на  составляющіе  трехгратые  углы 

Фо,  ф„  ф., 

то  его  угловой  избытокъ  равенъ  суммѣ  угловыхъ  избытковъ  соста- 
вляющихъ угловъ. 

Доказательство.  Въ  виду  предыдущей  теоремы  доказы- 
ваемое предложеніе  справедливо,  когда  число  составляющихъ 
трехгранныхъ  угловъ  равно  2,  ибо  при  двухъ  составляющихъ 
трехгранныхъ  углахъ  поперечное  дѣленіе  можетъ  быть  также 
разсматриваемо,  какъ  трансверсальное  (теор.  13  гл.  XLVI). 

Допустимъ  теперь,  что  теорема  справедлива,  когда  число 
составляющихъ  трехгранныхъ  угловъ  равно  п,  и покажемъ,  что 
она  въ  такомъ  случаѣ  остается  справедливой,  когда  число  со- 
ставляющихъ трехгранныхъ  угловъ  есть  п- 1—  1. 

Въ  силу  теоремы  13  гл.  XL VI,  можно  считать  трехгран- 
ный уголъ  Щ раздѣленнымъ  трансверсально  на  два  трехгран- 
ныхъ угла  $Р0  и О0,  изъ  которыхъ  послѣдній  раздѣленъ  попе- 
речно на  п трехгранныхъ  угловъ 


ф„  ф,,  ф,...ф„. 

Поэтому 

^іФ)=^(Ф.)+^сад 
J©.) =.ЯФ,)  + J(ft)  + . • • + J (ф.), 

а стало  быть 

^ (Ф)  = ^(фо)  + ^СФ,)+  . . • + ^(ф.)- 

Теорема  3.  Если  трехгранный  уголъ  $ въ  пространствѣ  Q& 
раздѣленъ  какимъ  бы  то  ни  было  способомъ  на  трехгранные  углы 

ф0,  ф„  ф,...ф„  (2) 


то  угловой  избытокъ  трехграннаго  угла  равенъ  суммѣ  угловыхъ 
избытковъ  всѣхъ  составляющихъ  угловъ. 
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Доказательство.  Согласно  теоремѣ  14  гл.  XLVI,  трех- 
гранные углы  ^2)  могутъ  быть  раздѣлены  трансверсально  и 
поперечно  на  трехгранные  же  углы 

<*о,  <*1,  <*з  • • <*»  (3) 

такимъ  образомъ,  что  трехгранный  уголъ  ^ можно  разсматри- 
вать, какъ  раздѣленный  трансверсально  на  трехгранные-же  углы 

(^) 

каждый  изъ  которыхъ  составленъ  поперечно  изъ  нѣсколькихъ 
угловъ  (3)-,  при  этомъ  каждый  изъ  угловъ  д входитъ  въ  составъ 
одного  и только  одного  изъ  угловъ  (4). 

Въ  силу  двухъ  предыдущихъ  теоремъ 

J OP)  = 2./СД0, 

а потому 

Теорема  4.  Если  одинъ  и тотъ  же  многогранный  уголъ  въ 
пространствѣ  Q8  разбивается  на  составляющіе  трехгранные  углы 
нѣсколькими  способами , то  сумма  угловыхъ  избытковъ  составляю  - 
щихъ  трехгранныхъ  угловъ  представляетъ  собой  постоянную  вели- 
чину, т.  е.  не  зависитъ  отъ  способа  разложенія. 

Доказательство.  Положимъ,  что  многогранный  угодъ  ^ 
можетъ  быть  раздѣленъ  двумя  способами  на  составляющіе  трех- 
гранные углы 

$3,  % •••?.,  и Q3  . . . О.. 

Раздѣлимъ  его  на  трехгранные  углы 

такъ,  какъ  это  указано  въ  теоремѣ  21  гл.  XLVI.  Въ  такомъ 
случаѣ,  въ  силу  предыдущей  теоремы, 
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2J(4ti  = 2J(dj)  и 2J(Q,)  = 2J(JjI 


Поэтому 

2^<)=хг(а..). 

Опредѣленіе  1.  Установитъ  систему  измѣренія  многогран- 
ныхъ угловъ  въ  пространствѣ  Q8  значитъ  отнести  каждому  много- 
гранному углу  ариѳметическое  число  такимъ  образомъ,  чтобы 
конгруэнтнымъ  многограннымъ  угламъ  отвѣчали  одинаковыя 
числа,  а многогранному  углу,  составленному  изъ  нѣсколькихъ 
составляющихъ  угловъ,  отвѣчало  число,  равное  суммѣ  чиселъ, 
отнесенныхъ  всѣмъ  составляющимъ  угламъ. 

Число,  отнесенное  многогранному  углу,  называется  его 
числовымъ  значеніемъ  или  числомъ , измѣряющимъ  многогранный  уголъ . 

Теорема  5.  Если  въ  пространствѣ  Q8  отнесемъ  каждому 
трехгранному  углу  число,  пропорціональное  его  угловому  избытку, 
т.  е.  гдѣ  [і  постоянное  ариѳметическое  число,  а каждому 

многогранному  углу  отнесемъ  число  гдѣ  £}19  02  . • . £Х» 

суть  трехгранные  углы,  на  которые  можетъ  бытъ  раздѣленъ  много • 
гранный  уголъ  *)$,—  то  этимъ  будетъ  установлена  система  измѣре- 
нія многогранныхъ  угловъ. 

Доказательство.  Изъ  теоремы  4 слѣдуетъ,  что  число,  от- 
несенное такимъ  образомъ  многогранному  углу,  не  зависитъ  отъ 
того,  какимъ  образомъ  мы  разбиваемъ  его  на  составляющіе  для 
назначенія  измѣряющаго  его  числа. 

• Въ  виду  теоремы  30  гл.  XLV  конгруэнтные  трехгранные 
углы  имѣютъ  также  конгруэнтные  двугранные  углы ; поэтому 
они  имѣютъ  одинаковые  угловые  избытки  и,  слѣдовательно,  имъ 
будутъ  отнесены,  такимъ  образомъ,  одинаковыя  числа. 

Конгруэнтные  же  многогранные  углы  могутъ  быть  со- 
ставлены изъ  соотвѣтственно  конгруэнтныхъ  трехгранныхъ 
угловъ  (теор.  22  гл.  XLVI)-,  поэтому  и имъ  будутъ  отнесены 
одинаковыя  числа. 

Положимъ,  что  многогранный  уголъ  можетъ  быть  раз- 
дѣленъ на  многогранные  углы  (*=1,2.  . .п).  Пусть  І($Р)  будетъ 
число,  отнесенное  многогранному  углу  $р.  Положимъ  далѣе,  что 
многогранный  уголъ  ^ разбивается  на  трехгранные  углы 
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Тогда  многогранный  уголъ  ^ состоитъ  изъ  всѣхъ  угловъ 
Поэтому 

*d  3 і j 3 » 

Опредѣленіе.  2.  Два  многогранныхъ  угла  въ  простран- 
ствѣ Q8,  которымъ  при  всякой  системѣ  измѣренія  отвѣчаютъ 
одинаковыя  числа,  мы  будемъ  называть  равновеликими. 

Теорема  6.  Въ  пространствѣ  £>8  дву  прямоугольный  трех- 
гранный уголъ  съ  основаніемъ , числовое  значеніе  котораго  равно  w, 
необходимо  измѣряется  числомъ  рсо,  гдѣ  и есть  для  этой  систе- 
мы измѣренія  постоянный  множитель. 

Доказательство.  Положимъ,  что  установлена  нѣкоторая 
система  измѣренія  многогранныхъ  угловъ.  Отнесемъ  теперь 
каждому  прямолинейному  углу  ариѳметическое  число, равное  число- 
вому значенію  двупрямоугольнаго  трехграннаго  угла,  имѣющаго 
этотъ  прямолинейный  уголъ  своимъ  основаніемъ  (теор.  30  и 31 
гл.  XLVII).  Покажемъ,  что  этимъ  будетъ  установлена  система 
измѣренія  прямолинейныхъ  угловъ. 

Ясно  прежде  всего,  что  конгруэнтнымъ  прямолинейнымъ 
угламъ  будутъ,  при  такихъ  условіяхъ,  отнесены  одинаковыя 
числа  (теор.  30  гл.  XLVII).  Если  же  уголъ  АОВ  состоитъ 
изъ  угловъ  (теор.  9 гл.  XXIX) 

АОВѵ  BfiB»  В20Вг  . . . ВпОВ , 

а лучъ  ОС  перпендикуляренъ  къ  плоскости  этихъ  угловъ,  то 
двупрямоугольный  трехгранный  уголъ  АОСВ  состоитъ  изъ  дву- 
прямоугольныхъ трехгранныхъ  угловъ  (теор.  11  гл.  XL VI) 

0CABt , 0СВѵВ„  ОСВ%Въ  . . . 0СВпВ . 

Иными  словами,  число,  отнесенное  углу  ИОВ,  будетъ  равно 
суммѣ  чиселъ,  отнесенныхъ  всѣмъ  составляющимъ  угламъ.  Со- 
гласно теоремѣ  34  гл.  XXX,  отсюда  слѣдуетъ,  что  числа,  отне- 
сенныя нами  прямолинейнымъ  угламъ,  пропорціональны  число- 
вымъ значеніямъ  ихъ  въ  принятой  системѣ  измѣренія  прямо- 
линейныхъ угловъ  (опр.  8 гл.  XXX).  Иными  словами,  число,  из- 
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мѣряющее  двупрямоугольный  трехгранный  уголъ  съ  основаніемъ 
(о,  равно  uw,  гдѣ  и коэффиціентъ  пропорціональности. 

Теорема  7.  Въ  пространствѣ  Q8  сумма  чиселъ , измѣряющихъ 
два  смежныхъ  трехгранныхъ  угла,  равна  2 /и&,  гдѣ  & есть  числовое 
значеніе  ихъ  общаго  двуграннаго  угла,  а /а  имѣетъ  то  же  значе- 
ніе, что  и въ  предыдущей  теоремѣ. 

Доказательство.  Пусть  ОАВС  и ОАВО  будутъ  наши 
смежные  трехгранные  углы,  І[ОА  ВС)  и 1(0  АВС1')  пусть  будутъ 
ихъ  числовыя  значенія  въ  нѣкоторой  системѣ  измѣренія.  Поло- 
жимъ, что  плоскость,  перпендикулярная  къ  прямой  СС'  въ  точкѣ 
О,  сѣчетъ  полуплоскости  СО  А и СОВ  по  лучамъ  0Аг  и 0Bt. 

Согласно  теоремѣ  8 гл.  XL VII,  каждая  точка  двугран- 
наго угла  АСОВ  принадлежитъ,  по  крайней  мѣрѣ,  одному  изъ 
трехгранныхъ  угловъ  ОАВС  и ОАВО,  и обратно,  каждая 
точка  этихъ  трехгранныхъ  угловъ  принадлежитъ  двугранному 
углу  АСОВ. 

Такимъ  же  образомъ  каждая  точка  двуграннаго  угла 
АіСОВ]  принадлежитъ,  по  крайней  мѣрѣ,  одному  изъ  трехгран- 
ныхъ угловъ  ОИ^С  и ОА^^О  и обратно. 

Съ  другой  стороны,  легко  показать,  что  двугранные  углы 
АСОВ  и АіСОВ1  совпадаютъ.  Поэтому  каждая  точка  любого 
изъ  трехгранныхъ  угловъ  ОАВС  и ОАВО  принадлежитъ,  по 
крайней  мѣрѣ,  одному  изъ  трехгранныхъ  угловъ  0АгВ±С  и OA^fi' 
Мы  находимся,  слѣдовательно,  въ  условіяхъ  теор.  20  гл.  XLVI — 
и потому  существуетъ  рядъ  трехгранныхъ  угловъ  Пг,  Я2  . . . ЯЛ, 
изъ  которыхъ  могутъ  быть  составлены  какъ  трехгранные  углы 
ОАВС  и ОАВС',  такъ  и трехгранные  углы  OHjBjC  и 0AtBtC\ 
Поэтому  при  всякой  системѣ  измѣренія 

І(0П1В1С)+І(0^41Біе)=-2І(Я.) 

1(ОАВСу\-ЦОАВС')=21(П0,— 

и слѣдовательно, 

І(О^ЯС)+І(ОПБС0=І(ОП1Б1С)+І(О^1Б1С0. 

Съ  другой  стороны,  если  # есть  значеніе  двуграннаго 
угла  АОСВ,  то  тѣмъ  же  числомъ  измѣряется  его  линейный 


Гдг.  XLIX. 


634 


уголъ  A1OBl  (опр.  10  гл.  XLII),  Въ  силу  теоремы  6,  отсюда 
слѣдуетъ,  что 

1(_ОА1В1С)=ІЦОА1В1С,)=Гі& 

І(0ЛВС)+1(0ЛВС')=2^. 

Теорема  8.  Три  прямыя  ОА , ОБ  и ОС  въ  пространствѣ 
Q8  пересѣкаются  въ  одной  точкѣ  О и образуютъ  восемь  трехгран - 
ныхъ  угловъ.  Сумма  тѣхъ  изъ  этихъ  трехгранныхъ  угловъ , кото- 
рые расположены  по  одну  сторону  какой-либо  изъ  плоскостей 
АО  В,  ВОС  или  СОА,  равна  4ud , гдѣ  и имѣетъ  прежнее  значеніе . 

Доказательство.  Разсмотримъ  трехгранные  углы,  располо- 
женные относительно  плоскости  АОВ  со  стороны  луча  ОС.  Это 
будутъ  углы  О А ВС,  О А' ВС,  ОАВ'С,  ОА'В'С,  такъ  какъ  они  имѣютъ 
лучъ  ОС  своимъ  ребромъ,  а противолежащая  грань  каждаго  изъ 
нихъ  лежитъ  въ  плоскости  АОВ.  Согласно  теоремѣ  10  гл.  XL VII, 
каждая  точка  полупространства  О АВС  принадлежитъ,  по  крайней 
мѣрѣ,  одному  изъ  этихъ  трехгранныхъ  угловъ  ; и обратно,  каждая 
точка  любого  изъ  этихъ  четырехгранныхъ  угловъ  принадлежитъ 
полупространству  АОВС  (теор.  19  гл.  XLV).  Пусть  OD  будетъ 
лучъ,  перпендикулярный  къ  плоскости  АОВ  и расположенный 
въ  полупространствѣ  АОВС  (теор.  22  гл.  XL).  Прямая  ОВ  об- 
разуетъ съ  прямыми  О А и ОВ  восемь  дву  прямоугольныхъ  трех- 
гранныхъ угловъ,  изъ  которыхъ  четыре  : OABD , OA'BD,  OAB'D, 
OA'B'D  расположены  въ  полупространствѣ  АОВС.  Слѣдовательно, 
каждая  точка  этого  полупространства  принадлежитъ,  по  крайней 
мѣрѣ,  одному  изъ  этихъ  четырехъ  угловъ  и обратно.  Въ  силу 
теоремы  20  гл.  XLVI  отсюда  слѣдуетъ,  что  двѣ  группы  трех- 
гранныхъ угловъ 

О АВС,  О А1  ВС,  ОАВ'С,  ОА'В'С 
ОАВВ,  OA'BD,  OAB'D , OA'B'D 

могутъ  быть  составлены  изъ  однихъ  и тѣхъ  же  трехгранныхъ 
угловъ.  Отсюда  такъ  же,  какъ  и при  доказательствѣ  предыдущей 
теоремы,  заключаемъ,  что  при  всякой  системѣ  измѣренія 

І(ОАВС)  + I(CU'BC)-f  l(OAB'C)  + 1 (ОА'В'С)  == 

I (0ABD)  l(OA'BD)+  1{0AB'D)  -j-  I(OA'B'D) 
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Первая  часть  этого  равенства,  согласно  теоремѣ  6,  рав- 
няется произведенію  изъ  числа  /и  на  сумму  числовыхъ  значе- 
ній угловъ  ЛОВ , А'ОВ , АОВ',  А'ОВ ',  т.  е.  на  4 с і. 

Теорема  9.  Въ  пространствѣ  й8  вертикальные  трехгранные 
углы  равновелики. 

Доказательство.  Положимъ,  что  въ  нѣкоторой  системѣ  из- 
мѣренія многогранныхъ  угловъ  трехгранный  уголъ  О А ВС  измѣ- 
ряется числомъ©,  а смежные  съ  нимъ  трехгранные  углы  О А' ВС, 
ОАВ'С , О АВС  измѣряются  соотвѣтственно  числами  Ѳа , Ѳь , Ѳ0\, 
вертикальный  съ  нимъ  уголъ  ОА'В'С  измѣряется  числомъ  Ѳ\ 
а смежные  съ  нимъ  углы  ОАВ'С , ОАВС',  ОА'В'С  измѣряются  со- 
отвѣтственно числами  Ѳ'а,  Ѳ'ь , Ѳ'е.  Черезъ  а,  /3  и у обозначимъ 
числовыя  значенія  двугранныхъ  угловъ  трехграннаго  угла  ОАВС 
при  ребрахъ  О А,  ОВ  и ОС.  Согласно  теоремѣ  6 гл.  XLVII,  тѣ 
же  числовыя  значенія  имѣютъ  двугранные  углы  трехграннаго 
угла  ОА'В'С  при  ребрахъ  О А',  OB' , ОС.  Въ  силу  теоремы  6, 

Ѳ + Ѳв  = 2 исс,  Ѳ + Ѳ*  = 2 up,  Ѳ + Ѳ.=2 ру  (5) 

Ѳ'  + Ѳ'0  = 2 ца,  Ѳ'  + <9'*  = 2м/?,  Ѳ'+Ѳ'е=2ру  (6) 

Отсюда 

Ѳ—Ѳ'=Ѳ'а—Ѳа=Ѳ'ь—Ѳь=Ѳ'с~Ѳс 

Это  равенство  приводитъ  къ  слѣдующему  заключенію : три 
прямыя,  пересѣкающіяся  въ  одной  точкѣ,  образуютъ  четыре  пары 
взаимно  вертикальныхъ  трехгранныхъ  угловъ ; если  углы  одной 
пары  равновелики,  то  и углы  остальныхъ  паръ  также  равно- 
велики. 

Замѣтимъ  теперь,  что  изъ  восьми  трехгранныхъ  угловъ,  об- 
разуемыхъ нашими  тремя  прямыми,  всегда  имѣется  такой,  въ  кото- 
ромъ нѣтъ  болѣе  одного  остраго  двуграннаго  угла.  Дѣйствительно 
если  уголъ  ОАВС  имѣетъ  два  острыхъ  угла  при  ребрахъ  О А 
и О В,  то  смежный  съ  нимъ  уголъ  ОАВС  имѣетъ  при  тѣхъ  же 
ребрахъ  тупые  двугранные  углы. 

Мы  предположимъ  поэтому,  что  трехгранный  уголъ  ОАВС 
имѣетъ  не  болѣе  одного  остраго  двуграннаго  угла.  Ось  OS  этого 
трехграннаго  угла  проходитъ  внутри  его  (теор.  26  гл.  XLVII). 
Поэтому  лучъ  OS  встрѣчаетъ  треугольникъ  АВС,  опирающійся 
на  поверхность  трехграннаго  угла,  во  внутренней  его  точкѣ  S. 
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Тѣмъ  же  пріемомъ,  которымъ  мы  пользовались  при  доказатель- 
ствѣ теоремы  23  гл.  XXXVII,  мы  обнаружимъ,  что  треугольникъ 
АВС  состоитъ  изъ  треугольниковъ  ABS , BCS  и С AS.  Поэтому 
трехгранный  уголъ  О АВС  состоитъ  изъ  трехъ  равнобочныхъ 
(теор.  22  гл.  XL VII)  трехгранныхъ  угловъ  OABS , OBCS,OCAS 
(теор.  6 гл.  XLVI). 

Съ  другой  стороны,  продолженіе  0£'[луча  Обслужитъ  осью 
трехграннаго  угла  ОА'В'С',  вертикальнаго  относительно  О АВС, 
и проходитъ  внутри  его  (теор.  23  гл.  XLVII).  Уголъ  ОА 'В'С  со- 
стоитъ, слѣдовательно,  изъ  равнобочныхъ  трехгранныхъ  угловъ 
О А' В' S',  OB'C'S',  OCA'S',  вертикальныхъ  относительно  OABS , 
OBCS,  OCAS.  Согласно  теоремѣ  33  гл.  XLVII,  отсюда  слѣдуетъ, 
что  трехгранные  углы  ОАВС  и ОА'В'С  состоятъ  изъ  соотвѣт- 
ственно конгруэнтныхъ  трехгранныхъ  угловъ,  а потому  равно- 
велики. 

Изъ  предыдущихъ  разсужденій  видно,  что  и вертикальные 
углы  остальныхъ  трехъ  паръ  также  равновелики. 

Теорема  10.  Въ  пространствѣ  Q8  во  всякой  системѣ  измѣренія 
многогранныхъ  угловъ  числовыя  значенія  трехгранныхъ  угловъ  про- 
порціональны ихъ  угловымъ  избыткамъ. 

Доказательство.  Мы  будемъ  придерживаться  обозначеній, 
принятыхъ  при  доказательствѣ  предыдущей  теоремы.  Отбирая 
трехгранные  углы,  расположенные  по  одну  сторону  плоскости 
АОВ , т.  е.  углы  ОАВС,  О А' ВС,  ОАВ'С , ОА'В'С — мы,  согласно 
теоремѣ  8,  получимъ : 

е+ѳв+ѳь  + ѳс'=4^. 

Согласно  предыдущей  теоремѣ,  Ѳс  = Ѳе';  слѣдовательно, 

Ѳ + Ѳ +еь  + Ѳс  = 4 ud. 

Исключая  отсюда  углы  Ѳа,  Ѳь,  Ѳе  при  помощи  уравненія 
(5),  получимъ : 

Q^fiia  + jS  + y — 2d). 

Опредѣленіе  3.  Въ  виду  теоремъ.  5 и 10  для  того,  чтобы 
установить  систему  измѣренія  многогранныхъ  угловъ  въ  про- 
странствѣ Qs,  необходимо  и достаточно  отнести  трехграннымъ 
угламъ  числа,  пропорціональныя  ихъ  угловымъ  избыткамъ.  Мы 
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условимся  поэтому  измѣрятъ  трехгранные  углы  непосредственно 
ихъ  угловыми  избытками. 

Теорема  И.  Выпуклые  многогранные  углы  въ  пространствѣ 
измѣряются  своими  угловыми  избытками. 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ 
предыдущаго  опредѣленія  и теоремъ  16  и 17  гл.  XL VI. 


ГЛАВА  L. 

Многогранники. 

Опредѣленіе  1.  Положимъ,  что  нѣсколько  односвязныхъ 
или  многосвязныхъ  многоугольниковъ  въ  пространствѣ  Q8  рас- 
положены слѣдующимъ  образомъ : а)  два  многоугольника  этой 
группы  либо  вовсе  не  имѣютъ  общихъ  точекъ,  либо  имѣютъ 
общую  вершину  и никакихъ  другихъ  общихъ  точекъ,  либо, 
наконецъ,  имѣютъ  общую  сторону  и никакихъ  иныхъ  общихъ 
точекъ ; 5)  каждая  сторона  одного  многоугольника  служитъ  въ 
то  же  время  стороной  еще  одного  и только  одного  изъ  этихъ 
многоугольниковъ  ; с)  два  многоугольника,  имѣющіе  общую  сто- 
рону, не  расположены  въ  одной  плоскости;  d ) многоугольники 
эти  не  могутъ  быть  распредѣлены  на  нѣсколько  группъ,  изъ 
которыхъ  каждая  обладала  бы  всѣми  свойствами,  перечислен- 
ными въ  пунктахъ  а),  Ъ ) и с). 

При  такихъ  условіяхъ  мы  будемъ  говорить,  что  много- 
угольники образуютъ  замкнутую  многогранную  поверхность.  Самые 
многоугольники  мы  будемъ  называть  гранями  этой  поверхности , 
ихъ  стороны—  ребрами,  а вершины — вершинами  многогранной  по- 
верхности. 

Если  АВ  есть  ребро  замкнутой  многогранной  поверхности, 
то  двугранный  уголъ,  который  образуютъ  полуплоскости,  при- 
мыкающія къ  АВ  относительно  граней  при  этомъ  ребрѣ  (опр.  5 
гл.  XXXIX),  мы  будемъ  называть  двуграннымъ  угломъ  поверх- 
ности при  ребрѣ  АВ, 

Теорема  1.  Если  нѣсколько  односвязныхъ  или  многосвязныхъ 
многоугольниковъ  въ  пространствѣ  &>8  расположены  такимъ  обра. 
зомЪу  что  удовлетворены  требованія  а ) Ъ)  и с)  предыдущаго  опре- 
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дѣленія , то  они  образуютъ  одну  или  нѣсколько  замкнутыхъ  много - 
гранных в поверхностей. 

Доказательство.  Распредѣлимъ  наши  многоугольники  въ 
ряды  слѣдующимъ  образомъ.  Одинъ  изъ  многоугольниковъ  бу- 
демъ разсматривать,  какъ  первый  рядъ;  каждая  изъ  его  сто- 
ронъ принадлежитъ  еще  одному  многоугольнику  ; совокупность 
многоугольниковъ,  примыкающихъ  такимъ  образомъ,  къ  первому 
многоугольнику,  образуетъ  второй  рядъ  ; если  многоугольники 
второго  ряда  имѣютъ  стороны,  не  принадлежащія  первому  ряду, 
то  къ  нимъ  примыкаютъ  многоугольники,  образующіе  третій 
рядъ.  Продолжая  это  распредѣленіе,  мы  необходимо  придемъ  къ 
такому  ряду  многоугольниковъ,  которые  уже  свободныхъ  сторонъ 
не  имѣютъ.  Не  трудно  видѣть,  что  выдѣленные  такимъ  обра- 
зомъ многоугольники  удовлетворяютъ  не  только  требованіямъ 
а ) Ь)  и с)  опредѣленія  I,  но  и требованію  с?),  потому  что  каж- 
дый многоугольникъ  имѣетъ  общую  сторону  съ  многоугольни- 
комъ предыдущаго  ряда.  Эти  многоугольники  образуютъ  по- 
этому замкнутую  многогранную  поверхность.  Если  этимъ  ис- 
черпаны всѣ  многоугольники,  то  они  образуютъ  только  одну 
замкнутую  поверхность.  Въ  противномъ  случаѣ  начинаемъ  съ 
многоугольника,  не  принадлежащаго  этой  поверхности,  и по- 
вторяя тотъ  же  процессъ,  выдѣляемъ  вторую  замкнутую  по- 
верхность. 

Теорема  2.  Въ  пространствѣ  Q8  каждая  точка , лежащая 
внутри  грани  замкнутой  многогранной  поверхности,  принадлежитъ 
только  этой  одной  грани ; каждая  точка , лежащая  внутри 
ребра , принадлежитъ  двумъ  и только  двумъ  гранямъ ; каждая  же 
вершина  поверхности  принадлежитъ , по  крайней  мѣрѣ , тремъ 
гранямъ. 

Доказательство.  Если  точка  К лежитъ  внутри  одной  изъ 
граней,  то  она,  въ  силу  пункта  а)  опредѣленія  1,  не  можетъ 
принадлежать  другой  грани.  Точно  такъ  же  если  К лежитъ 
внутри  ребра,  т.  е.  внутри  стороны  какой  либо  грани,  то  она 
лежитъ  внутри  стороны  еще  одной  грани  и не  м<  жетъ  принад- 
лежать третьей  грани.  Положимъ  теперь,  что  К есть  вершина 
поверхности,  т.  е.  вершина  какой  либо  изъ  ея  граней.  Пусть 
KL  и KL'  будутъ  двѣ  стороны  этой  грани,  выходящія  изъ  вер- 
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шины  К.  Каждая  изъ  нихъ  принадлежитъ  еще  одной  грани. 
Эти  двѣ  грани  не  могутъ  совпадать;  если  бы  онѣ  представляли 
собой  одну  и ту-же  грань,  то  послѣдняя,  проходя  черезъ  пря- 
мыя KL  и KL\  была  бы  расположена  въ  плоскости  грани 
LKL'...j — что  противно  пункту  с)  опредѣленія  1.  Такимъ  обра- 
зомъ вершина  Щ кромѣ  грани  LKL принадлежитъ  еще,  по 
крайней  мѣрѣ,  двумъ  другимъ  гранямъ. 

Опредѣленіе  2.  Если  плоскость  въ  пространствѣ  Q8  имѣ- 
етъ общія  точки  съ  замкнутой  многогранной  поверхностью,  то 
совокупность  таковыхъ  называется  сѣченіемъ  многогранной  по- 
верхности этой  плоскостью. 

Теорема  3.  Сѣченіе  замкнутой  многогранной  поверхности  въ 
пространствѣ  Q8  плоскостью , встрѣчающей  поверхность , но  не  про- 
ходяіцей  черезъ  ея  вершины , есть  одна  или  нѣсколько  простыхъ 
замкнутыхъ  ломанныхъ  линій , не  имѣющихъ  общихъ  точекъ. 

Доказательство.  Если  плоскость  при  условіяхъ  заданія 
встрѣчаетъ  одну  изъ  граней,  то  въ  силу  теоремы  10  гл.  XXXIX, 
она  даетъ  въ  сѣченіи  еъ  этой  гранью  одинъ  или  нѣсколько 
прямолинейныхъ  отрѣзковъ,  которые  не  имѣютъ  общихъ  то- 
чекъ и концы  которыхъ  лежатъ  на  периферіи  грани.  Вслѣдствіе 
этого  сѣченіе  всей  поверхности  этой  плоскостью  представляетъ 
собой  совокупность  прямолинейныхъ  отрѣзковъ,  концы  которыхъ 
(какъ  это  вытекаетъ  изъ  доказательства  названной  теоремы) 
лежатъ  на  ребрахъ  поверхности.  Внутренняя  точка  каждаго 
отрѣзка,  какъ  мы  уже  сказали,  не  можетъ  принадлежать  дру- 
гому отрѣзку,  принадлежащему  той  же  грани ; но  въ  силу 
предыдущей  теоремы,  она  не  можетъ  принадлежать  также  и 
отрѣзку,  лежащему  въ  другой  грани ; иными  словами,  ни  одна 
внутренняя  точка  какого-либо  изъ  этихъ  отрѣзковъ  не  принад- 
лежитъ другому  отрѣзку. 

Крайняя  точка  К какого-либо  отрѣзка  KL  лежитъ  внутри 
одного  изъ  реберъ.  Это  ребро  принадлежитъ  двумъ  и только 
двумъ  гранямъ.  Сѣкущая  плоскость,  проходящая  черезъ  точку 
If,  сѣчетъ  обѣ  грани,  а потому  точка  К служитъ  общимъ  кон- 
цомъ двухъ  и только  двухъ  отрѣзковъ  KL  и KL'. 

Прямыя  KL  и KL'  образуютъ  при  точкѣ  К уголъ,  ибо,  въ 
противномъ  случаѣ,  грани,  въ  которыхъ  онѣ  расположены,  ле- 
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жали  бы  въ  одной  плоскости,  что  противно  пункту  с)  опре 
дѣленія  1. 

Въ  виду  теоремы  14  гл.  XXXIX  отсюда  слѣдуетъ,  что 
отрѣзокъ  этотъ  образуетъ  одну  или  нѣсколько  простыхъ  замкну 
тыхъ  ломанныхъ  линій,  не  имѣющихъ  общихъ  точекъ. 

Тѳореиа  4.  Если  точка  О въ  пространствѣ  Q8ne лежитъ  на 
нѣкоторой  замкнутой  многогранной  поверхности , то  изъ  нея  выхо 
дитъ  безчисленное  множество  лучей , обладающихъ  тѣмъ  свойствомъ , 
что  ни  сами  они , ни  ихъ  продолженія  не  встрѣчаютъ  реберъ  по 
верхности. 

Доказательство.  Можетъ  случиться,  что  черезъ  точку  О 
проходятъ  продолженія  нѣкоторыхъ  реберъ  поверхности  ; пусть 
к будетъ  число  такихъ  реберъ ; это  число  можетъ,  конечно,  быть 
равнымъ  и нулю.  Черезъ  точку  О и всѣ  остальныя  ребра  про- 
ведемъ плоскости’,  число  этихъ  плоскостей  не  превышаетъ  п — А, 
гдѣ  п общее  число  реберъ  поверхности.  Въ  силу  теоремы  18 
главы  XXY,  отсюда  слѣдуетъ,  что  черезъ  точку  О проходитъ 
безчисленное  множество  прямыхъ,  не  лежащихъ  въ  этихъ  пло- 
скостяхъ и не  совпадающихъ  ни  съ  одной  изъ  тѣхъ  прямыхъ, 
на  которыхъ  лежатъ  названные  выше  к реберъ  поверхности. 
Эти  прямыя,  очевидно,  не  встрѣчаютъ  реберъ  поверхности, 
а потому  точка  О дѣлитъ  каждую  изъ  этихъ  прямыхъ  на  два 
луча,  удовлетворяющихъ  требованію 

Теорема  5.  Если  точка  О въ  пространствѣ  не  принад- 
лежитъ замкнутой  многогранной  поверхности , то  лучъ , выходящій 
изъ  О и не  встрѣчающій  реберъ , имѣетъ  съ  поверхностью  конечное 
число  общихъ  точекъ. 

Доказательство.  Если  лучъ  ОК  имѣетъ  съ  нѣкоторой 
гранью  двѣ  общія  точки,  то  прямая  лежитъ  въ  плоскости 
грани.  Если  точка  К лежитъ  внутри  грани,  то  продолженіе  от 
рѣзка  ОК  въ  сторону  точки  К встрѣчаетъ  периферію  грани, 
т.  е.  лучъ  ОК  встрѣчаетъ  ребро  поверхности.  Поэтому  лучъ, 
не  встрѣчающій  реберъ,  имѣетъ  съ  каждой  гранью  не  болѣе 
одной  общей  точки. 

Теорема  6.  Если  О есть  произвольная  точка  въ  простран- 
ствѣ Q8,  не  лежащая  на  нѣкоторой  замкнутой  многогранной  поверх - 
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посты,  и лучи  О А и О В,  выходящіе  изъ  точки  О,  обладаюгш 
тѣмъ  свойствомъ , что  ни  сами  они , ни  продолженія  ихъ  не  встрѣ- 
чаютъ реберъ  многогранника , то  черезъ  точку  О можно  провести 
третій  лучъ  ОС , обладающій  тѣми  же  свойствами , — при  томъ 
такимъ  образомъ , чтобы  плоскости  АОС  и ВОС  не  проходили 
черезъ  вершины  многогранной  поверхности. 

Доказательство.  Черезъ  точку  О проведемъ  тѣ  же  пря- 
мыя и тѣ  же  плоскости,  которыми  мы  пользовались  при  дока- 
зательствѣ теоремы  4.  Сверхъ  того  проведемъ  всѣ  плоскости, 
проходящія  черезъ  какую-либо  изъ  прямыхъ  О А и ОВ  и черезъ 
вершины  поверхности ; такъ  какъ  прямыя  ОА  и ОВ  не  про- 
ходятъ ни  черезъ  одну  изъ  ея  вершинъ,  то  каждая  вершина  даетъ 
только  одну  плоскость,  проходящую  черезъ  прямую  ОА,  и одну 
плоскость,  проходящую  черезъ  прямую  ОВ.  Всякій  лучъ  ОС,  вы- 
ходящій изъ  точки  О и не  лежащій  ни  на  одной  изъ  построен- 
ныхъ нами  прямыхъ  и плоскостей,  удовлетворяетъ  требованію 
(теор.  18  гл.  XXV). 

Теорема  7.  Если  точка  О въ  пространствѣ  Q8  не  лежитъ 
на  нѣкоторой  замкнутой  многогранной  поверхности , то  лучи , вы- 
ходящіе изъ  точки  О и обладающіе  тѣмъ  свойствомъ , что  ни 
сами  они , ни  продолженія  ихъ  не  встрѣчаютъ  реберъ  поверхно- 
сти, — встрѣчаютъ  поверхность  либо  всѣ  четное  число  разъ , 
либо  всѣ  нечетное  число  разъ. 

Доказательство.  Пусть  ОА  и ОВ  будутъ  два  луча,  обла- 
дающіе требуемыми  свойствами  и не  составляющіе  продолженія 
другъ  друга.  Если  плоскость  ЛОВ  не  проходитъ  черезъ  вершины 
поверхности,  то  она  даетъ  въ  сѣченіи  съ  поверхностью  одну  или 
нѣсколько  односвязныхъ  или  многосвязныхъ  замкнутыхъ  ло- 
манныхъ линій,  вершины  которыхъ  лежатъ  на  ребрахъ  поверх- 
ности (теор.  3).  Точки,  въ  которыхъ  лучи  О А и ОВ  встрѣчаютъ 
поверхность,  лежатъ  на  этой  ломанной,  но  не  проходятъ  че- 
резъ ея  вершины.  Въ  силу  теоремы  8 гл.  XXXII  и теор.  5 
гл.  XXXIX,  лучи  ОА  и ОВ  встрѣчаютъ  сѣченіе  оба  четное 
число  разъ  или  оба  нечетное  число  разъ. 

Если  плоскость  АОВ  проходитъ  черезъ  одну  изъ  вершинъ 
поверхности,  то,  въ  силу  предыдущей  теоремы,  можно  про- 
вести лучъ  ОС,  обладающій  требуемыми  въ  условіи  свойствами, 
такимъ  образомъ,  чтобы  плоскости  АОС  и ВОС  не  проходили 


41 


Гл.  L. 


642 


ни  черезъ  одну  изъ  вершинъ  поверхности.  Если  лучъ  ОА 
встрѣчаетъ  многогранную  поверхность,  скажемъ,  четное  число 
разъ,  то  лучъ  ОС  также  встрѣчаетъ  ее  четное  число  разъ,  — а 
вслѣдствіе  этого  и лучъ  ОБ  встрѣчаетъ  поверхность  четное 
число  разъ. 

Если  лучи  О А и ОБ  составляютъ  продолженія  другъ  друга, 
то  можно  провести  третій  лучъ  ОС,  также  обладающій  требуе- 
мыми въ  условіи  свойствами,  и съ  его  помощью  довести  дока- 
зательство до  конца. 

Опредѣленіе  3.  Если  точка  О въ  пространствѣ  Qg  не  ле- 
житъ на  нѣкоторой  замкнутой  многогранной  поверхности  и 
лучи,  выходящіе  изъ  точки  О и обладающіе  тѣмъ  свойствомъ, 
что  ни  сами  они,  ни  ихъ  продолженія,  не  встрѣчаютъ  реберъ 
этой  поверхности,  встрѣчаютъ,  однако,  поверхность  нечетное 
число  разъ,  то  мы  будемъ  говорить,  что  точка  О расположена 
съ  внутренней  стороны  поверхности ; если  же  эти  лучи  встрѣ- 
чаютъ поверхность  четное  число  разъ,  то  мы  будемъ  говорить, 
что  точка  О лежитъ  съ  наружной  стороны  поверхности. 

Опредѣленіе  4.  Геометрическій  образъ  въ  пространствѣ 
Q8,  состоящій  изъ  замкнутой  многогранной  поверхности  и всѣхъ 
точекъ,  расположенныхъ  съ  внутренней  стороны  ея,  мы  будемъ 
называть  многогранникомъ  *,  самую  многогранную  поверхность 
мы  будемъ  я&зыв&ть  поверхностью  многогранника^  ея  грани,  ребра, 
вершины  и двугранные  углы— гранями,  ребрами , вершинами  и 
двугранными  углами  этою  многогранника.  Двугранный  уголъ  много- 
гранника при  ребрѣ  PQ  мы  будемъ  обозначать  символомъ  [PQ]. 

Опредѣленіе  5.  Если  плоскость  въ  пространствѣ  Q8  имѣетъ 
съ  многогранникомъ  общія  точки,  то  совокупность  этихъ  об- 
щихъ точекъ  называется  сѣченіемъ  многогранника  плоскостью. 

Теорема  8.  Если  прямая  ( или  плоскость ) въ  пространствѣ 
Q6  имѣетъ  съ  многогранникомъ  общую  точку,  то  она  (т.  е.  соотвѣт- 
ственно эта  прямая  или  эта  плоскость ) встрѣчаетъ  поверхность 
многогранника. 

Доказательство-  Положимъ,  что  прямая  проходитъ  черезъ 
внутреннюю  точку  К многогранника.  Если  эта  прямая  встрѣ- 
чаетъ ребра  многогранника,  то  она  тѣмъ  самымъ  встрѣчаетъ 
его  поверхность-  въ  противномъ  случаѣ,  два  луча,  выходящіе 
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изъ  точки  К и принадлежащіе  разсматриваемой  прямой,  встрѣ- 
чаютъ поверхность  нечетное  число  разъ. 

Если  рѣчь  идетъ  о плоскости,  то  черезъ  точку  К доста- 
точно провести  прямую,  лежащую  въ  этой  плоскости ; такъ 
какъ  эта  прямая  встрѣчаетъ  поверхность  многогранника,  то 
тѣмъ  самымъ  ее  встрѣчаетъ  и плоскость. 

Теорема  9.  Если  въ  пространствѣ  Q8  плоскость , не  прохо- 
дящая черезъ  вершины  многогранника , имѣетъ  съ  нимъ  общую  точку , 
то  сѣченіе  * многогранника  этой  плоскостью  представляетъ  собой 
одинъ  или  нѣсколько  односвязныхъ  или  многосвязныхъ  многоугольниковъ. 
Периферіи  этихъ  многоугольниковъ  лежатъ  на  поверхности  много- 
гранника, внутреннія  же  точки  многоугольниковъ  лежатъ  внутри 
многогранника. 

Доказательство.  Согласно  предыдущей  теоремѣ,  наша  пло- 
скость встрѣчаетъ  поверхность  многогранника  и потому  сѣче- 
ніе поверхности  плоскостью  представляетъ  собой  одну  или  нѣ- 
сколько односвязныхъ  или  многосвязныхъ  замкнутыхъ  ломан- 
ныхъ линій,  не  имѣющихъ  общихъ  точекъ  (теор.  3).  Эти  ло- 
манныя ограничиваютъ  односвязные  или  многосвязные  много- 
угольники, не  имѣющіе  общихъ  точекъ 1).  Не  трудно  показать, 
что  всѣ  точки  этихъ  многоугольниковъ  принадлежатъ  много- 
граннику—и обратно,  что  всѣ  общія  точки  многогранника  и пло- 
скости принадлежатъ  также  одному  изъ  многоугольниковъ.  Въ 
самомъ  дѣлѣ,  периферіи  многоугольниковъ  принадлежатъ,  какъ 
мы  уже  видѣли,  поверхности  многогранника.  Пусть  К будетъ 
внутренняя  точка  одного  изъ  многоугольниковъ.  Такъ  какъ  пло- 
скость многоугольника  не  проходитъ  черезъ  вершины,  то  она 
не  содержитъ  цѣликомъ  ни  одного  ребра,  т.  е.  встрѣчаетъ  ребра 
въ  конечномъ  числѣ  точекъ.  Въ  виду  этого  черезъ  точку  К въ 
нашей  плоскости  можно  провести  прямую,  не  встрѣчающую  ре- 
беръ многогранника  (теор.  16  гл.  XV).  Такъ  какъ  эта  прямая 
не  проходитъ  черезъ  вершины  ломанной,  то  оба  луча,  выхо- 
дящіе изъ  точки  К и принадлежащіе  нашей  прямой,  встрѣчаютъ 
периферіи  многоугольниковъ,  а стало  быть,  и поверхность  много- 


Что  многоугольники  не  имѣютъ  общихъ  точекъ,  показано  при  до- 
казательствѣ теоремы  14  гл.  XXXIX,  на  которую  опираются  какъ  эта, 
такъ  и S-я  теорема. 
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грашшка  нечетное  число  разъ.  Точка  К лежитъ  поэтому  внутри 
многогранника.  Такимъ  же  образомъ  мы  докажемъ,  что  и обратно 
— если  точка  К лежитъ  внутри  многогранника  и въ  тоже  время 
принадлежитъ  плоскости  сѣченія,  то  она  расположена  внутри 
одного  многоугольника  и внѣ  остальныхъ  (теор.  15  гл.  XXXIX). 

Теорема  10.  Если  поверхность  многогранника  въ  простран- 
ствѣ Q8  расположена  цѣликомъ  внутри  нѣкоторой  сферы , то  и 
весь  многогранникъ  расположенъ  внутри  этой  сферы. 

Доказательство.  Пусть  О будетъ  произвольная  точка,  рас- 
положенная внутри  нашего  многогранника.  Проведемъ  черезъ 
нее  прямую,  не  встрѣчающую  реберъ  многогранника.  Точка  О 
дѣлитъ  эту  прямую  на  два  луча  ОР  и 0Q.  Каждый  изъ  этихъ 
лучей  встрѣчаетъ  поверхность  многогранника  нечетное  число 
разъ ; поэтому  на  лучѣ  ОР  найдется,  по  крайней  мѣрѣ,  одна 
точка  Р,  на  лучѣ  OQ — по  крайней  мѣрѣ,  одна  точка  Q,  принад- 
лежащія поверхности  многогранника.  Такъ  какъ  точки  Р и Q 
расположены  внутри  нашей  сферы,  то  и точка  О,  лежащая 
между  ними,  расположена  внутри  сферы  (теор.  25  гл.  XXXI). 

Теорема  И.  Всякому  многограннику  въ  пространствѣ  от- 
вѣчаетъ такое  число  21 , что  разстояніе  между  любыми  двумя 
точками  многогранника  меньше  21. 

Доказательство.  Пусть  О будетъ  точка,  не  принадлежа- 
щая поверхности  многогранника,  а h наибольшее  разстояніе 
отъ  точки  О до  точекъ,  принадлежащихъ  поверхности  много- 
гранника (теор.  20  гл.  XXXIII  и теор.  7 гл.  XXXIX).  Если 
мы  опишемъ  изъ  точки  О Сферу  радіусомъ  і,  большимъ,  нежели  h , 
то  вся  поверхность,  а въ  силу  предыдущей  теоремы,  и весь 
многогранникъ  будутъ  находиться  внутри  сферы.  Поэтому  раз- 
стояніе между  двумя  его  точками  меньше  2 1 (теор.  28  гл.  XXXI). 

Теорема  12.  Если  отрѣзокъ  А В въ  пространствѣ  Q8  не 
встрѣчаетъ  поверхности  многогранника , то  существуетъ  число  h , 
меньшее , нежели  разстояніе  любой  точки  отрѣзка  отъ  любой 
точки  на  поверхности  многогранника. 

Доказательство.  Для  доказательства,  очевидно,  достаточно 
обнаружить,  что  каждой  грани  отвѣчаетъ  число  /&,  меньшее,  не- 
жели разстояніе  точки  отрѣзка  АВ  отъ  точки  на  этой  грани. 
Итакъ,  пусть  р будетъ  одна  изъ  граней  многогранника. 
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Если  отрѣзокъ  АВ  не  встрѣчаетъ  плоскости  грани  р,  то 
за  h можно  принять  число,  меньшее,  нежели  разстоянія  точекъ 
отрѣзка  отъ  этой  плоскости  (теор.  25  гл.  XXVIII).  Если  отрѣ- 
зокъ весь  лежитъ  въ  плоскости  грани,  то  число  h достаточно 
выбрать  меньше,  нежели  разстоянія  точекъ  отрѣзка  АВ  отъ 
сторонъ  многоугольника  (теор.  24  гл.  XXVIII ; см.  доказа- 
тельство  теор.  20  гл.  XXXIII). 

Переходя  теперь  къ  тому  случаю,  когда  отрѣзокъ  АВ 
встрѣчаетъ  плоскость  многоугольника  р,  мы  предположимъ  сна* 
чала,  что  въ  плоскости  грани  р лежитъ  крайняя  точка  отрѣзка  А. 
Пусть  I будетъ  кратчайшее  разстояніе  точки  А отъ  многоуголь- 
ника р (теор.  20  гл.  XXXIII).  Внутри  отрѣзка  АВ  выберемъ 
точку  С такимъ  образомъ,  чтобы  АС<С1/21.  Отрѣзокъ  А В раз- 
дѣлится на  два  отрѣзка  АС  и СВ.  Отрѣзокъ  СВ  вовсе  не  встрѣ- 
чаетъ плоскости  многоугольника  р,  и потому  существуетъ  число 
ш,  меньшее,  нежели  разстояніе  любой  точки  этого  отрѣзка  отъ 
любой  точки  многоугольника  р (случай,  уже  разсмотрѣнный). 
Разстояніе  же  любой  точки  отрѣзка  АС  отъ  любой  точки  много- 
угольника^ больше  7*  I-  Въ  самомъ  дѣлѣ  : если  К есть  произволь- 
ная точка  отрѣзка  АС,  М произвольная  точка  многоугольника  р,  то 
(теор.  14  гл.  XXVIII) 

такъ  какъ  МА^І,  АК<1/гІ,  то  МК>1/21. 

Если  мы  поэтому  возьмемъ  за  h меньшее  изъ  чиселъ  т и 
7 2 ^ то  оно  удовлетворитъ  требованію  относительно  всего  от-  * 
рѣзка  А В. 

Если,  наконецъ,  въ  плоскости  многоугольника  р лежитъ  внут- 
ренняя точка  С отрѣзка  АВ.  то  отрѣзокъ  разбивается  на  от- 
рѣзки АС  и СВ,  для  каждаго  изъ  которыхъ  существуетъ  число, 
удовлетворяющее  требованію;  меньшее  изъ  нихъ  отвѣчаетъ 
требованію  относительно  всего  отрѣзка  АВ. 

Теорема  13.  Если  отрѣзокъ  въ  пространствѣ  £>8  не  встрѣ- 
чаетъ поверхности  нѣкотораго  многогранника , то  крайнія  его 
точки  расположены  либо  обѣ  внутри , либо  обѣ  внѣ  многогранника. 

Доказательство.  Допустимъ  сначала,  что  прямая,  которой 
принадлежитъ  данный  отрѣзокъ  АВ,  не  встрѣчаетъ  реберъ  много- 
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гранника.  Предположимъ  сверхъ  того,  что  точка  А лежитъ 
внутри  многогранника ; тогда  лучъ  АВ  встрѣчаетъ  поверхность 
многогранника  нечетное  число  разъ.  Но  лучъ  АВ  состоитъ  изъ 
отрѣзка  АВ  и его  продолженія  ВС  въ  сторону  точки  В (теор. 
8 гл.  XII).  Такъ  какъ  отрѣзокъ  АВ  вовсе  не  встрѣчаетъ  по- 
верхности, то  лучъ  ВС  встрѣчаетъ  ее  нечетное  число  разъ,  а 
потому  точка  В находится  также  внутри  многогранника.  Если 
бы  точка  А находилась  внѣ  многогранника,  то  такимъ  же  обра- 
зомъ (или  доказательствомъ  отъ  противнаго)  мы  бы  обнару- 
жили, что  и точка  В лежитъ  внѣ  многогранника.  Въ  предѣлахъ 
сдѣланнаго  допущенія  теорема,  слѣдовательно,  доказана.  Обра- 
тимся теперь  къ  тому  случаю,  когда  прямая  АВ  встрѣчаетъ 
ребро  многогранника.  Пусть  h будетъ  число,  меньшее,  нежели 
разстоянія  точекъ  отрѣзка  АВ  отъ  поверхности  многогранника 
(теор.  12).  Допустимъ  сначала,  что  AB<^2h.  Изъ  середины  С 
отрѣзка  АВ.  какъ  изъ  центра,  опишемъ  сферу  радіусомъ,  рав- 
нымъ h.  Ни  одна  точка,  расположенная  внутри  шара,  ею  огра- 
ничиваемаго, не  принадлежитъ  поверхности  многогранника.  Точки 
А и В расположены  также  внутри  этого  шара. 

Продолженія  нѣкоторыхъ  реберъ  могутъ  проходить  черезъ 
точку  А ; допустимъ,  что  имѣется  к прямыхъ,  проходящихъ 
черезъ  точку  А и содержащихъ  ребра  многогранника.  Черезъ 
точку  И и тѣ  ребра,  продолженія  которыхъ  черезъ  эту  точку 
не  проходятъ,  проведемъ  плоскости.  Допустимъ,  что  такихъ 
плоскостей  окажется  т. 

Такимъ  же  образомъ  обозначимъ  черезъ  I число  прямыхъ, 
проходящихъ  черезъ  точку  В и содержащихъ  ребра  многогран- 
ника, черезъ  п — число  плоскостей,  проходящихъ  черезъ  точку 
В и тѣ  ребра,  продолженія  которыхъ  этой  точки  не  со- 
держатъ. 

Мы  ввели  такимъ  образомъ  въ  разсмотрѣніе  рядъ  пря- 
мыхъ, число  которыхъ  не  превышаетъ  к + 1,  и рядъ  плоскостей, 
число  которыхъ  не  превышаетъ  т -f-  п.  Пусть  С будетъ  про- 
извольная точка,  расположенная  внутри  нашего  шара,  но  внѣ 
названныхъ  прямыхъ  и плоскостей  (теор.  29  гл.  XXXI).  Тогда 
отрѣзки  Ж?  и ВС  расположены  цѣликомъ  внутри  шара  (теор. 
25  гл.  XXXI),  а потому  не  встрѣчаютъ  поверхности  много- 
гранника. Сверхъ  того,  прямыя  АС  и ВС  при  наличныхъ  усло- 
віяхъ не  встрѣчаютъ  реберъ.  Если  поэтому  точка  А лежитъ 
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внутри  многогранника,  то  и точка  С лежитъ  внутри  его  (слу- 
чай, уже  разсмотрѣнный!;  вслѣдствіе  же  того,  что  точка  С ле- 
житъ внутри  многогранника,  точка  В также  расположена 
внутри  его. 

Если  теперь  АВ  > 2/г,  то  мы  раздѣлимъ  отрѣзокъ  на  такое 
число  частей  ААп  AtA2. . . AJ3,  чтобы  длина  каждаго  изъ  со- 
ставляющихъ отрѣзковъ  была  меньше  2 h.  Если  точка  А лежитъ 
внутри  многогранника,  то  и точка  Ах  лежитъ  внутри  его  (слу- 
чай, уже  разсмотрѣнный),  но  въ  такомъ  случаѣ  и точка  А2  лежитъ 
внутри  его  и т.  д. 

Опредѣленіе  6 Положимъ,  что  въ  пространствѣ  Q3  намъ 
даны  многогранникъ  и точка  О.  Сферу,  описанную  изъ  точки 
О,  какъ  изъ  центра,  радіусомъ,  равнымъ  кратчайшему  разстоя- 
нію точки  О отъ  тѣхъ  граней,  которымъ  она  не  принадлежитъ, 
мы  будемъ  называть  сферой  точки  относительно  многогранника . 
Точки,  лежащія  внутри  шара,  ограничиваемаго  этой  сферой,  мы 
будемъ  называть  прилежащими  къ  О относительно  многогран- 
ника. 

Теорема  14.  Если  точка  О въ  пространствѣ  располо- 
жена внутри  или  внѣ  нѣкотораго  многогранника , то  и всѣ  точки , 
прилежащія  къ  точкѣ  О относительно  многогранника , также  рас- 
положены соотвѣтственно  внутри  или  внѣ  многогранника. 

Доказательство  опирается  на  предыдущую  теорему  и 
вполнѣ  аналогично  доказательству  теоремы  4 а гл.  XXXIII. 

Теорема  15.  Если  точка  О въ  пространствѣ й8  лежитъ  на 
поверхности  многогранника , то  сколъ  угодно  близко  къ  ней  имѣются 
какъ  точки , лежащія  внутри  многогранника , такъ  и точки , ле- 
жащія внѣ  его. 

Доказательство.  Предположимъ  сначала,  что  точка  О не 
совпадаетъ  съ  вершиной  многогранника.  Въ  такомъ  случаѣ  че- 
резъ точку  О можно  провести  плоскость,  не  проходящую  черезъ 
вершины  многогранника  (теор.  19  гл.  XXY).  Эта  плоскость 
даетъ  въ  сѣченіи  съ  многогранникомъ  одинъ  или  нѣсколько 
односвязныхъ  или  многосвязныхъ  многоугольниковъ,  на  пери- 
феріи одного  изъ  которыхъ  лежитъ  точка  О (теор.  9). 

Въ  этой  плоскости  сколь  угодно  близко  къ  точкѣ  О имѣ- 
ются точки,  лежащія  внутри  сѣченія  и внѣ  его  (теор.  4 d гл. 
XXXIII),  т.  е.  точки,  лежащія  внутри  многогранника  и внѣ  его. 
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Предположимъ  теперь,  что  О есть  вершина  многогранника. 
Пусть  ОР  будетъ  ребро,  выходящее  изъ  вершины  О.  Каково 
бы  ни  было  разстояніе  Л,  внутри  отрѣзка  ОР  можно  выбрать 
точку  Q,  разстояніе  которой  отъ  О было  бы  меньше  Ѵ2^« 
Пусть  Q'  будетъ  точка,  лежащая  внутри  многогранника,  а Q" — 
точка  внѣ  многогранника,  отстоящія  отъ  Q на  разстоянія,  меньшія 
1/2б  (случай,  уже  разсмотрѣнный).  Какъ  бы  ни  были  располо- 
жены точки  Q'  и Q"  относительно  точекъ  О и Q,  ихъ  разстоя- 
нія отъ  0 меньше  h (теор.  14  гл.  XXVIII). 

Теорема  16.  Если  точка  О въ  пространствѣ  Q8  лежитъ 
внутри  одной  изъ  граней  многогранника , то  всѣ  точки , прилежа- 
щія къ  О и расположенныя  по  одну  сторону  плоскости  этой 
грани , лежатъ  внутри  многогранника , а расположенныя  по  другую 
сторону  ея  лежатъ  внѣ  многогранника. 

Доказательство.  Что  точки,  прилежащія  къ  О и располо- 
женныя но  одну  сторону  грани,  лежатъ  либо  всѣ  внутри,  либо 
всѣ  внѣ  многогранника,  это  доказывается  совершенно  такъ  же, 
какъ  теор.  4 6 гл.  XXXIII.  Съ  другой  стороны,  согласно  пре- 
дыдущей теоремѣ,  сколь  угодно  близко  къ  О должны  быть  какъ 
точки,  расположенныя  внутри  многогранника,  такъ  и точки,  рас- 
положенныя внѣ  его.  Поэтому  по  одну  сторону  грани  точки, 
прилежащія  къ  О,  лежатъ  внутри  многогранника,  а по  другую 
сторону  грани — внѣ  его. 

Теорема  17.  Если  лучъ  О А въ  пространствѣ  Q8  выходитъ 
изъ  точки  О,  принадлежащей  поверхности  многогранника , то  точки 
луча , прилежащія  къ  вершинѣ , либо  всѣ  принадлежатъ  поверхности 
многогранника , либо  всѣ  лежатъ  внутри  его,  либо  всѣ  лежатъ 
внѣ  его. 

Доказательство.  Если  вершина  луча  О лежитъ  внутри  или 
внѣ  могогранника,  то  справедливость  теоремві  вытекаетъ  непо- 
средственно изъ  теоремы  14.  Если  точка  О лежитъ  на  поверх- 
ности многогранника,  но  ни  одна  изъ  прилежащихъ  точекъ  на 
поверхности  не  лежитъ,  то  теорема  справедлива  въ  виду 
теоремы  13 ; если  же  точка  Q,  принадлежащая  къ  О,  лежитъ  на 
поверхности,  то,  по  опредѣленію  прилежащихъ  точекъ,  она  не- 
обходимо принадлежитъ  одной  изъ  тѣхъ  граней,  которыя  про- 
ходятъ черезъ  точку  О \ лучъ  0Q  лежитъ  поэтому  въ  пло- 
скости этой  грани  *,  такъ  какъ  точки,  прилежащія  къ  О от- 
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носительно  многогранника,  прилежатъ  къ  ней  также  относи- 
тельно этой  грани,  то  всѣ  прилежащія  къ  О точки  принадле- 
жатъ той  же  грани  (теор.  7 гл.  ХХХШ). 

Опредѣленіе  7.  Если  прямая  въ  пространствѣ  Q8  прохо- 
дитъ черезъ  точку  О на  поверхности  многогранника,  и точки 
прямой,  прилежащія  къ  О по  одну  сторону  точки  О,  принадле- 
жатъ многограннику,  а по  другую  сторону — не  принадлежатъ 
ему, — то  мы  будемъ  говорить,  что  прямая  пересѣкаете  поверх- 
ность многогранника  въ  точкѣ  О При  иныхъ  же  положеніяхъ 
мы  будемъ  говорить,  что  прямая  не  пересѣкаете  поверхности 
въ  точкѣ  О. 

Если  отрѣзокъ  или  лучъ  имѣетъ  внутреннюю  точку  на 
поверхности  многогранника,  то  мы  будемъ  говорить,  что  отрѣ- 
зокъ или  лучъ  пересѣкаете  или  не  пересѣкаете  поверхности 
многогранника  въ  этой  точкѣ,  смотря  по  тому,  пересѣкаетъ  ли 
ее  въ  этой  точкѣ  прямая,  которой  отрѣзокъ  или  лучъ  принад- 
лежитъ, или  нѣтъ. 

Теорема  18.  Бе  пространствѣ  Q8  точки , ее  которыхе  пря- 
мая встрѣчаете  поверхность  нѣкотораго  многогранника , образуюте 
нѣсколько  отрѣзкове  и нѣсколько  отдѣлъньіхе  точеке , этиме  от- 
рѣзкаме  не  принадлежащихе.  Be  частности , число  отрѣзкове  и 
число  отдѣлъньіхе  точеке , и даже  число  тѣхе  и другихе  можете 
бытъ  равно  нулю. 

То  же  самое  справедливо  относительно  отрѣзка  и луча. 

Доказательство.  Если  прямая  не  лежитъ  въ  плоскости 
на  одной  изъ  граней,  то  она  можетъ  встрѣчать  каждую  грань 
не  болѣе,  чѣмъ  въ?  одной  точкѣ ; прямая  имѣетъ  въ  этомъ 
случаѣ  съ  поверхностью  многогранника  конечное  число  об- 
щихъ точекъ ; число  это  можетъ  сводиться  и къ  нулю.  Еели 
прямая  лежитъ  въ  плоскости  нѣкоторой  грани,  то  общія  точки, 
которыя  она  имѣетъ  съ  этой  гранью,  образуютъ  нѣсколько  от- 
рѣзковъ и отдѣльныхъ  точекъ  (теор.  10  гл.  XXXIX).  Какъ 
число  отрѣзковъ,  такъ  и число  отдѣльныхъ  точекъ  можетъ,  ко- 
нечно, сводиться  къ  нулю.  Прямая  можетъ,  такимъ  образомъ, 
имѣть  общіе  отрѣзки  съ  нѣсколькими  гранями,  Ни  одинъ  изъ 
такихъ  отрѣзковъ  не  можетъ  имѣть  внутренней  точки,  принад- 
лежащей другому  отрѣзку.  Дѣйствительно,  отрѣзки,  принадле- 
жащіе одной  и той-же  грани,  вовсе  не  имѣютъ  общихъ  точекъ 


Гл.  L. 


650 


(теор.  10  гл.  XXXIX) ; отрѣзокъ  же,  принадлежащій  одной 
грани,  не  можетъ  имѣть  внутренней  точки,  расположенной  на 
другомъ  отрѣзкѣ  въ  другой  грани  (теор.  2).  Если  поэтому  два 
отрѣзка  А К и КВ  имѣютъ  общую  вершину  К , то  они  образу- 
ютъ одинъ  отрѣзокъ  А В (см.  доказательство  теоремы  1 гл. 
XXXII)  о. 

Такимъ  образомъ,  общія  точки,  которыя  прямая  имѣетъ 
съ  тѣми  гранями,  въ  плоскостяхъ  которыхъ  она  лежитъ,  обра- 
зуютъ нѣсколько  отрѣзковъ  и нѣсколько  отдѣльныхъ  точекъ^ 
при  чемъ  число  тѣхъ  и другихъ  можетъ  сводиться  къ  нулю. 
Съ  каждой  же  гранью,  въ  плоскости  которой  прямая  не  лежитъ, 
она  имѣетъ  не  болѣе  одной  общей  точки.  Эти  послѣднія  либо 
совпадаютъ  съ  точками,  о которыхъ  шла  рѣчь  выше,  либо  при- 
соединяются къ  нимъ. 

Мы  предоставляемъ  читателю  восполнить  детали  доказа- 
тельства, относящіяся  къ  тѣмъ  случаямъ,  когда  мы  имѣемъ 
дѣло  съ  отрѣзкомъ  или  лучемъ. 

Теорема  19.  Въ  пространствѣ  £)8  прямая  пересѣкаетъ  по- 
верхность многогранника  конечное  число  разъ. 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  преды- 
дущей теоремы,  такъ  какъ  пересѣченіе  можетъ  происходить 
только  въ  отдѣльныхъ  точкахъ  и въ  крайнихъ  точкахъ  отрѣз- 
ковъ, о которыхъ  идетъ  рѣчь  въ  предыдущей  теоремѣ. 

Теорема  20.  Всякій  лучъ  въ  пространствѣ  Q8,  который  вы- 
ходитъ изъ  точки , лежащей  внутри  многогранника , встрѣчаетъ 
поверхность  многогранника. 

Доказательство.  Если  бы  лучъ,  выходящій  изъ  внутрен- 
ней точки  многогранника,  не  встрѣчалъ  его  поверхности,  то  всѣ 
точки  луча  были  бы  расположены  внутри  многогранника  (теор.  13)- 
Но  такъ  какъ  на  лучѣ  имѣются  точки,  разстоянія  которыхъ 
отъ  вершины  сколь  угодно  велики,  то  это  противорѣчитъ  тео- 
ремѣ 10  2). 


*)  Замѣтимъ,  что  это  можетъ  Имѣть  мѣсто  лишь  въ  томъ  случаѣ, 
когда  К есть  вершина  многогранника. 

*)  Замѣтимъ,  что  для  луча,  продолженіе  котораго  не  встрѣчаетъ  ре- 
беръ, доказательство  можно  вести,  опираясь  исключительно  на  опредѣленіе 
внутренней  точки. 
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Теорема  21.  Въ  пространствѣ  Qg  всякій  лучъ , выходящій 
изъ  точки , расположенной  внутри  многогранника , пересѣкаетъ  по- 
верхность его  нечетное  число  разъ.  Всякій  же  лучъ , выходящій  изъ 
точки , расположенной  внѣ  многогранника , пересѣкаетъ  его  поверх- 
ность четное  число  разъ. 

Доказательство.  Положимъ,  что  лучъ  ОК  выходитъ  изъ 
точки  О,  не  принадлежащей  поверхности  многогранника,  и вовсе 
этой  поверхности  не  встрѣчаетъ.  Въ  виду  предыдущей  теоремы, 
точка  О лежитъ  при  этомъ  внѣ  многогранника.  Такъ  какъ  число 
точекъ  пересѣченія  луча  съ  поверхностью  многогранника  въ 
этомъ  случаѣ  равно  нулю,  то  доказываемое  предложеніе  при 
этихъ  условіяхъ  оправдывается. 

Обращаясь  къ  общему  случаю,  замѣтимъ,  что  общія  точки 
луча  и поверхности  нашего  многогранника  образуютъ  нѣкото- 
рое конечное  число  отрѣзковъ  (скажемъ,  т отрѣзковъ)  и нѣ- 
сколько точекъ  (скажемъ,  п точекъ),  этимъ  отрѣзкамъ  не  при- 
надлежащихъ. Обозначая  черезъ  р сумму  m-J-n,  мы  можемъ 
сказать,  что  предыдущія  соображенія  обнаруживаютъ  справед- 
ливость доказываемой  теоремы  при  р=0.  Принимая,  поэтому, 
что  теорема  справедлива  при  нѣкоторомъ  значеніи  до. 

кажемъ,  что  она  справедлива  также,  когда  p=p-f- 1. 

Доказательство  это  по  существу  не  отличается  отъ  ана- 
логичнаго разсужденія  при  доказательствѣ  теоремы  11  гл.  XXXIII. 

Теорема  22.  Если  въ  пространствѣ  Q8  лучъ  ОК , вершина 
котораго  О не  принадлежитъ  поверхности  нѣкотораго  многогран- 
ника, пересѣкаетъ  поверхность  нечетное  число  разъ , то  точка  О 
лежитъ  внутри  многогранника  *,  если  же  при  тѣхъ  же  условіяхъ 
лучъ  пересѣкаетъ  поверхность  четное  число  разъ , то  точка  О ле- 
житъ внѣ  многогранника. 

Доказательство  ведется  отъ  противнаго  и опирается  на 
предыдущую  теорему. 

Теорема  23.  а)  Если  въ  пространствѣ  £)8  одна  изъ  крайнихъ 
точекъ  отрѣзка  расположена  внутри , а другая  внѣ  многогранника , 
то  отрѣзокъ  пересѣкаетъ  поверхность  его  нечетное  число  разъ . 

6)  Если  же  обѣ  крайнія  точки  отрѣзка  расположены  внутри , 
или  обѣ  внѣ  многогранника , то  отрѣзокъ  пересѣкаетъ  его  поверх- 
ность четное  число  разъ. 
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Доказательство  вполнѣ  аналогично  доказательству  тео- 
ремъ 12  а и Ъ гл.  XXXIII. 

Теорема  24  а)  Если  въ  пространствѣ  Q8  крайнія  точки 
отрѣзка  не  принадлежатъ  поверхности  многогранника  и отрѣзокъ 
этотъ  пересѣкаетъ  поверхность  многогранника  нечетное  число  разъ, 
то  одна  изъ  крайнихъ  точекъ  отрѣзка  лежитъ  внутри , а другая  — 
внѣ  многогранника. 

6)  Если  же  при  тѣхъ  же  условіяхъ  отрѣзокъ  пересѣкаетъ 
поверхность  многогранника  четное  число  разъ , то  обѣ  крайнія 
точки  расположены  внутри  или  же  обѣ  внѣ  многогранника , 

Доказательство  ведется  отъ  противнаго  и опирается  на 
предыдущую  теорему. 

Теорема  25.  Если  прямая  проходитъ  черезъ  внутреннюю 
точку  грани  многогранника  и не  лежитъ  цѣликомъ  въ  плоскости 
этой  грани , то  она  пересѣкаетъ  поверхность  многогранника  въ 
этой  точкѣ. 

Доказательство.  При  наличныхъ  условіяхъ  прямая  имѣетъ 
съ  разсматриваемой  гранью  только  одну  общую  точку ; обозна- 
чимъ ее  черезъ  О.  Согласно  теоремамъ  15  и 16,  всѣ  точки,  рас- 
положенныя достаточно  близко  къ  О по  одну  сторону  грани,  ле- 
жатъ внутри  многогранника,  а всѣ  точки,  расположенныя  до- 
статочно близко  къ  О по  другую  сторону  грани,  лежатъ  внѣ 
многогранника.  Такъ  какъ  точки,  расположенныя  на  нашей  пря- 
мой по  одну  или  по  разныя  стороны  точки  О,  лежатъ  соотвѣт- 
ственно по  одну  или  по  разныя  стороны  грани, — то  точки,  рас- 
положенныя на  нашей  прямой  достаточно  близко  къ  точкѣ 
О по  одну  сторону  ея,  лежатъ  внутри  многогранника-  точки 
же,  расположенныя  на  прямой  достаточно  близко  къ  точкѣ 
О по  другую  сторону  ея,  лежатъ  внѣ  многогранника.  Слѣ- 
довательно, прямая  пересѣкаетъ  поверхность  многогранника  въ 
точкѣ  О. 

Теорема  26.  Если  прямая  въ  пространствѣ  Q8  не  встрѣ- 
чаетъ реберъ  многогранника , то  она  пересѣкаетъ  его  поверхность 
въ  каждой  точкѣ , въ  которой  она  ее  встрѣчаетъ. 

Доказательство.  Такъ  какъ  прямая  не  встрѣчаетъ  реберъ 
многогранника,  то  она  можетъ  встрѣтить  его  поверхность  только 
въ  точкахъ,  лежащихъ  внутри  граней.  Встрѣчая  же  поверхность 
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въ  точкѣ,  лежащей  внутри  какой  либо  грани,  прямая  не  распо- 
ложена въ  плоскости  этой  грани,  такъ  какъ  иначе  она  встрѣ- 
чала бы  стороны  этой  грани  (теор.  11  гл.  XXXIII);  поэтому, 
въ  силу  предыдущей  теоремы,  прявіая  пересѣкаетъ  поверхность 
многогранника  во  всякой  точкѣ,  въ  которой  она  ее  встрѣчаетъ. 

Теорема  27.  Въ  пространствѣ  Q8  грани  многогранника  мо- 
гутъ бытъ  распредѣлены  въ  ряды  такимъ  образомъ , чтобы  въ  со- 
ставъ перваго  ряда  входила  одна  и при  томъ  любая  гранъ , и что- 
бы всякая  гранъ , входящая  въ  составъ  г-ого  ряда , имѣла , по  край - 
ней  мѣрѣ , одну  общую  сторону  съ  гранью,  принадлежащей  (г — Ѵ)-му 
ряду. 

Доказательство.  Выбравъ  любую  грань,  образуемъ  изъ 
нея  первый  рядъ.  Каждая  сторона  этой  грани  принадлежитъ 
еще  одной  грани.  Совокупность  тѣхъ  граней,  которыя  имѣютъ 
общую  сторону  съ  гранью,  образующей  первый  рядъ,  соста- 
вляетъ второй  рядъ.  Если  нѣкоторыя  грани  второго  ряда  имѣютъ 
стороны,  принадлежащія  также  гранямъ,  не  вошедшимъ  въ  пер- 
вые два  ряда,  то  мы  образуемъ  третій  рядъ  изъ  тѣхъ  граней, 
которыя  не  вошли  въ  составъ  двухъ  первыхъ  рядовъ  и имѣ- 
ютъ каждая  общую  сторону  съ  одной  изъ  граней  второго  ряда; 
такимъ  же  образомъ  мы  составив! ъ четвертый  рядъ  изъ  тѣхъ 
граней,  которыя  не  вошли  въ  составъ  первыхъ  трехъ  рядовъ 
и имѣютъ  общую  сторону  съ  гранью  третьяго  ряда.  Если,  про" 
должая  эту  операцію,  мы  необходимо  исчерпаемъ  всѣ  грани,  то 
теорема  справедлива.  Можно  предположить,  однако,  что  эта  one 
рація  приведетъ  насъ  раньше,  нежели  віы  исчерпаемъ  всѣ 
грани,  къ  такому  ряду  (скажемъ,  п- ому),  грани  котораго  будутъ 
имѣть  общія  стороны  исключительно  съ  гранявш  того-же  или 
предыдущаго  ряда.  Покажемъ,  однако,  что  это  невозможно. 

Допуская,  что  такой  случай  имѣетъ  мѣсто,  обозначимъ  че- 
резъ Р совокупность  граней,  вошедшихъ  въ  составъ  нашихъ 
п рядовъ,  а черезъ  Q — совокупность  остальныхъ  граней.  Пока' 
жемъ,  что  многоугольники,  образующіе  группу  Р и группу 
порознь  удовлетворяютъ  требованіямъ  а),  Ь)ис)  опредѣленія  1. 
Требованіямъ  а)  и с)  вшогоугольники  эти  удовлетворяютъ  уже 
потому,  что  они  служатъ  гранями  вшогогранника ; но  той  же 
причинѣ,  каждая  сторона  одного  изъ  многоугольниковъ  служитъ 
стороной  другого  многоуголника ; нужно  только  показать,  что 
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многоугольники  одной  и другой  группы  удовлетворяютъ  порознь 
требованію  Ь). 

Если  бы  многоугольникъ  р,  принадлежащій  г-му  ряду,  имѣлъ 
сторону,  общую  съ  многоугольникомъ  q изъ  группы  Q,  то  по- 
слѣдній необходимо  вошелъ  бы  въ  составъ  либо  (і  — 1)-го,  либо 
(г-}-1)-го  ряда.  Отсюда  слѣдуетъ,  что  каждая  сторона  много- 
угольника группы  Р принадлежитъ  другому  многоугольнику  той 
же  группы  • и каждая  сторона  многоугольника  группы  Q так- 
же принадлежитъ  многоугольнику  той  же  группы.  Но  если  бы 
образовались  двѣ  такія  группы,  то  грани  нашего  многогранника 
не  удовлетворяли  бы  требованію  d ) опредѣленія  1;  иными  ело- 
вами,  мы  имѣли  бы  дѣло  не  съ  однимъ,  а Ьъ  нѣсколькими  много- 
гранниками (теор.  1). 

Теорема  28.  Въ  пространствѣ  Q8  любыя  двѣ  точки , лежа- 
щія на  поверхности  многогранника , могутъ  бытъ  соединены  ломан- 
ной линіей , расположенной  цѣликомъ  на  поверхности  многогран- 
ника. Если  данныя  точки  не  совпадаютъ  съ  вершинами  многогран- 
ника, то  ломанная  можетъ  бытъ  проведена  такъ , чтобы  и она  не 
проходила  черезъ  вершины  ; при  этомъ  на  ребрахъ  многогранника 
лежатъ  только  вершины  ломанной  линіи. 

Доказательство.  Если  двѣ  точки  лежатъ  на  одной  и той 
же  грани,  то  ихъ  можно  соединить  требуемой  ломанной  въ  силу 
теоремы  15  гл.  XXXYI  и теор.  9 гл  XXXIX  *). 

Пусть  А и К будутъ  двѣ  точки,  принадлежащія  различ- 
нымъ гранямъ.  Расположимъ  грани  въ  ряды,  согласно  указанію 
предыдущей  теоремы, — при  томъ— такимъ  образомъ,  чтобы  грань, 
которой  принадлежитъ  точка  К , образовала  первый  рядъ.  Поло- 
жимъ, что  точка  А принадлежитъ  грани,  занимающей  при  этомъ 
мѣсто  въ  г-омъ  ряду.  Одна  изъ  сторонъ  этой  грани  принадле- 
житъ грани  (і— 1>го  ряда.  Внутри  этой  стороньтвыберемъ  произ- 


*)  Послѣдняя  теорема  предполагаетъ,  что  данныя  точки  расположены 
внутри  многосвязнаго  многоугольника  *,  если  одна  изъ  нихъ  (или  обѣ)  ле- 
житъ на  периферіи  многоугольника,  то  ее  можно  соединить  отрѣзкомъ  съ 
внутренней  точкой,  къ  ней  прилежащей,  а послѣднюю  соединить  ломанной 
со  второй  данной  точкой. 
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вольно  точку  В и соединимъ  ее  съ  А ломанной,  расположенной 
цѣликомъ  внутри  той  же  грани.  Пусть  это  будетъ  ломанная 

AAtA2  ....  АаВ.  (1) 

Грань  (г — 1)-го  ряда,  которой  принадлежитъ  точка  Б,  имѣ- 
етъ сторону,  принадлежащую  (г-2)-му  ряду.  Внутри  этой  сто- 
роны выберемъ  произвольно  точку  С и соединимъ  ее  съ  В ло- 
манной ББХБ2 . . . БЬС,  расположенной  цѣликомъ  въ  этой  второй 
грани.  Такимъ  образомъ  мы  получимъ  ломанную 

ААхА2  . . AaBBtB2 . . . ВЪС f 

соединяющую  точки  А и С.  Ломанная  эта  лежитъ  цѣликомъ  на 
поверхности  многогранника,  не  проходитъ  черезъ  его  вершины, 
а на  ребрахъ  многогранника  лежатъ  только  вершины  ея  В,  С 
и,  быть  можетъ,  А.  Продолжая  этотъ  процессъ,  мы,  очевидно, 
получимъ  ломанную 

ААѵА2  . . . АаВВхВ2 ... Въ . . .JJtJ2 . . . ЛД, 

соединяющую  точки  А и К и удовлетворяющую  также  всѣмъ 
остальнымъ  требованіямъ. 

Теорема  29.  Въ  пространствѣ  Q8  любыя  двѣ  точки  А и К, 
лежится  внутри  многогранника , могутъ  бытъ  соединены  ломанной 
линіей , цѣликомъ  расположенной  внутри  многогранника. 

Доказательство.  Изъ  точекъ  А ж К проведемъ  лучи  та- 
кимъ образомъ,  чтобы  прямыя,  которымъ  они  принадлежатъ,  не 
встрѣчали  реберъ  многогранника  и не  лежали  въ  плоскости 
ни  на  одной  изъ  граней  (см.  доказательство  теоремы  4).  Каж- 
дый изъ  этихъ  лучей  встрѣчаетъ  поверхность  многогранника 
(теор.  20)  и при  томъ  въ  конечномъ  числѣ  точекъ  (теор.  26  и 
19).  Пусть  В1  будетъ  ближайшая  къ  А точка,  въ  которой  лучъ, 
выходящій  изъ  Л,  встрѣчаетъ  поверхность  многогранника  ; та- 
кимъ же  образомъ  пусть  Н ' будетъ  ближайшая  къ  К точка,  въ 
которой  лучъ,  выходящій  изъ  Jf,  встрѣчаетъ  поверхность  много- 
гранника, Всѣ  точки  отрѣзковъ  ЛБ'  и КН',  кромѣ  В ' и Н',  ле- 
жатъ внутри  многогранника  (теор.  13).  Точки  же  Вг  и Н'  ле- 
жатъ каждая  внутри  соотвѣтствующей  грани. 
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Точки  В'  и IV  соединимъ  ломанной  B'C'D ' . . . G'I1\  распо- 
ложенной на  поверхности  многогранника  (теор.  28).  Отрѣзокъ 
В'С  расположенъ  цѣликомъ  въ  одной  изъ  граней.  Точка  В'  ле- 
житъ внутри  этой  грани,  точка  же  С'  либо  также  расположена 
внутри  ея,  либо  лежитъ  внутри  одного  изъ  реберъ.  Такимъ  об- 
разомъ, отрѣзокъ  В'С,  кромѣ  той  грани,  въ  которой  онъ  рас- 
положенъ, встрѣчаетъ — самое  большее  — еще  одну  только  грань. 
Пусть  Ъ будетъ  число,  мевынее,  нежели  разстоянія  точекъ  от- 
рѣзка В'С  отъ  точекъ  тѣхъ  граней,  которыхъ  онъ  не  встрѣ- 
чаетъ (см.  доказательство  теоремы  12).  Внутри  отрѣзка  АВ 1 
выберемъ  точку  В на  разстояніи,  меньшемъ  Ь отъ  В',  такимъ 
образомъ,  чтобы  прямая  ВС  не  лежала  въ  плоскости  какой- 
либо  грани.  Это  возможно,  такъ  какъ  прямая  А В'  сама  въ  пло- 
скости грани  не  лежитъ ; поэтому  число  прямыхъ,  идущихъ 
изъ  точки  С къ  прямой  АВ ' и расположенныхъ  въ  плоскостяхъ 
его  граней,  необходимо  конечно.  При  такихъ  условіяхъ  отрѣ- 
зокъ ВС,  помимо  точки  С,  не  встрѣчаетъ  поверхности  много- 
гранника*, тѣ  грани  (или  ту  грань),  въ  которыхъ  располо- 
жена точка  С , она  встрѣчаетъ  только  въ  точкѣ  С\  ибо  она  не 
расположена  въ  плоскости  границ  другихъ  же  граней  она  не 
встрѣчаетъ  вовсе,  ибо  каждая  точка  отрѣзка  ВС  отстоитъ  отъ 
нѣкоторой  точки  отрѣзка  ВС  на  разстояніе,  меньшее,  нежели  b 
(теор.  24  гл.  XXXVII).  Вслѣдствіе  этого  всѣ  точки  отрѣзка 
ВС,  кромѣ  С\  лежатъ  внутри  многогранника  (теор.  13). 

Итакъ,  точки  А и С соединены  ломанной  АВС,  всѣ  точки 
которой,  кромѣ  С,  лежатъ  внутри  многогранника. 

Пусть  теперь  с будетъ  число,  меньшее,  нежели  разстоянія 
точекъ  отрѣзка  C'D'  отъ  тѣхъ  граней/ которыхъ  онъ  не  встрѣ- 
чаетъ. Внутри  отрѣзка  ВС  выберемъ  точку  С такимъ  образомъ, 
чтобы  СС'<Сс  и чтобы  прямая  CD'  не  лежала  въ  плоскости  ка- 
кой-либо грани.  Тогда  точки  і и С'  будутъ  соединены  ломанной 
ABCDr,  всѣ  точки  которой,  кромѣ  D',  лежатъ  внутри  многогран- 
ника. 

Продолжая  этотъ  процессъ,  мы  достигнемъ  того,  что  точки 
А и Н'  будутъ  соединены  ломанной  ABCD  . . . 6гЯ',  всѣ  точки 
которой,  кромѣ  Я',  лежатъ  внутри  многогранника.  Такъ  какъ 
точка  Н'  лежитъ  внутри  нѣкоторой  грани,  то  всѣ  точки,  отстоящія 


657 


Гл.  LI. 


отъ  Н'  на  разстоянія,  меньшія  нѣкотораго  числа  Л,  по  одну  сторону 
грани,  лежатъ  внутри  многогранника.  Выберемъ  на  отрѣзкахъ 
ОН'  и КН ' соотвѣтственно  точки  Н и J такъ,  чтобы  разстоянія 
НН ' и JH'  были  меньше  Ь.  Точки  А и J будутъ  въ  такомъ 
случаѣ  соединены  ломанной  АВС.  . . HJ , а точки  А и К — ло- 
манной АВС  . . . HJK , расположенной  цѣликомъ  внутри  много- 
гранника. 


ГЛАВА  LI. 

Выпуклы©  многогранники. 

Теорема  1.  Если  точка  М въ  пространствѣ  Qg  лежитъ  внутри 
ребра  А В нѣкотораго  многогранника , а точка  2Ѵ,  прилежащая 
къ  М относительно  многогранника , расположена  на  его  поверхно- 
сти, то  она  лежитъ  па  одной  гізъ  граней  двуграннаго  угла  (.4  В). 

Доказательство.  Такъ  какъ  точка  N прилежитъ  къ  М 
относительно  многогранника,  то  она  лежитъ  на  одной  изъ  двухъ 
граней  р или  q,  имѣющихъ  отрѣзокъ  А В общей  стороной.  Если 
она  лежитъ  на  самой  сторонѣ  АВ,  то  она  принадлежитъ  также 
ребру  двуграннаго  угла  (Д#),  т.  е.  обѣимъ  его  гранямъ.  По- 
ложимъ поэтому,  что  точка  N лежитъ  внутри  грани  р,  Дѣло 
сводится  къ  тому,  чтобы  доказать,  что  точка  N лежитъ  въ  полу- 
плоскости ABR , примыкающей  къ  сторонѣ  А В относительно 
многоугольника  р,  а не  въ  полуплоскости  ABS,  составляющей 
ея  продолженіе  (опр.  5 гл.  XXXIX).  Это  вытекаетъ  непосред- 
ственно изъ  того,  что  точки,  прилежащія  къ  точкѣ  М относительно 
многогранника,  прилежатъ  къ  ней  также  относительно  много- 
угольника р • въ  этомъ  крайне  легко  убѣдиться. 

Теорема  2.  Если  точка  М въ  пространствѣ  лежитъ 
внутри  ребра  АВ  нѣкотораго  многогранника , а точка  N , приле- 
жащая къ  М относительно  этого  многогранника , лежитъ  внутри 
одной  изъ  граней  ABR  двуграннаго  угла  (.А  В),  то  она  лежитъ 
внутри  грани  р многогранника , примыкающей  къ  ребру  АВ  и рас- 
положенной въ  плоскости  ABR. 

Доказательство.  Это  также  вытекаетъ  изъ  того,  что  точки^ 
прилежащія  къ  точкѣ  М относительно  многогранника, прилежатъ  къ 
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ней  также  относительно  грани,  расположенной  въ  плоскости 
ABR, 

► U 

Теорема  3.  Если  точка  М въ  пространствѣ  Q8  лежитъ 
внутри  ребра  АВ  какого  либо  многогранника , то  точки , приле,- 
жагція  къ  М относительно  многогранника  и расположенныя  внутри 
двуграннаго  угла  (АВ)  при  этомъ  ребрѣ , лежатъ  либо  всѣ  внутри, 
либо  всѣ  внѣ  многогранника.  Въ  первомъ  случаѣ  всѣ  точки , wptt- 
лежащія  къ  М и расположенныя  внѣ  названнаго  двуграннаго  угла , 
лежатъ  внѣ  многогранника  • во  второмъ  же  случаѣ  онѣ  лежатъ 
внутри  его . 

Доказательство.  Пусть  Р и Q будутъ  двѣ  точки,  приле- 
жащій къ  точкѣ  М и расположенныя  внутри  двуграннаго  угла 
(АВ)  многогранника  при  этомъ  ребрѣ.  Всѣ  точки  отрѣзка  PQ 
прилежатъ  къ  точкѣ  М относительно  многогранника  (теор.  25 
гл.  ХХХІ).  Съ  другой  стороны,  въ  силу  теоремы  28  b гл.  XLI, 
всѣ  точки  отрѣзка  PQ  лежатъ  внутри  двуграннаго  угла  (АВ), 
п слѣдовательно,  отрѣзокъ  не  встрѣчаетъ  граней  этого  угла. 
Въ  силу  теоремы  1,  отсюда  вытекаетъ,  что  отрѣзокъ  вовсе 
не  встрѣчаетъ  поверхности  многогранника,  и слѣдовательно, 
точки  Р и Q расположены  обѣ  внутри  или  же  обѣ  внѣ  много- 
гранника (теор.  13  гл.  L). 

Положимъ  теперь,  что  R есть  точка,  прилежащая  къ  М 
относительно  многогранника  и расположенная  внѣ  двуграннаго 
угла  (АВ).  Пусть  S будетъ  точка,  также  прилежащая  къ  точкѣ 
М относительно  многогранника,  расположенная  внутри  двугран- 
наго угла  (А  В),  но  не  въ  плоскости  ABR  Въ  такомъ  случаѣ  отрѣ- 
зокъ RS  не  встрѣчаетъ  ребра  АВ,  и потому  пересѣкаетъ  одну  и 
только  одну  изъ  граней  двуграннаго  угла  во  внутренней  точкѣ  Т 
(теор.  30  Ъ гл.  XLI).  Такъ  какъ  всѣ  точки  отрѣзка  RS  приле 
жатъ  къ  точкѣ  М относительно  многогранника,  то  онъ  можетъ 
встрѣтить  только  тѣ  его  грани,  которыя  примыкаютъ  къ  ребру 
АВ.  Въ  силу  теоремы  2,  изъ  предыдущаго  вытекаетъ,  что  онъ 
встрѣчаетъ  одну  и только  одну  изъ  этихъ  граней  во  внут- 
ренней ея  точкѣ.  Если  поэтому  точка  S лежитъ  внутри  много- 
гранника, то  точка  R лежитъ  внѣ  его  — и обратно  (теор.  25  и 
21  а гл.  L). 

Опредѣленіе  1.  Если  точка  М въ  пространствѣ  Qg  лежитъ 
внутри  ребра  многогранника  и точки,  расположенныя  достаточно 
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близко  къ  ней  внутри  двуграннаго  угла  при  этомъ  ребрѣ,  ле- 
жатъ также  внутри  многогранника,  то  говорятъ,  что  М есть 
выходящая  точка  на  ребрѣ  многогранника ; если  же  названныя 
точки  расположены  внѣ  многогранника,  то  говорятъ,  что  М есть 
входящая  точка  на  этомъ  ребрѣ. 

Теорема  4.  Если  въ  пространствѣ  £}8  ребро  многогранника 
имѣетъ  одну  выходящую  точку , то  и остальныя  внутреннія  точки 
этого  ребра  представляютъ  собой  выходящія  точки.  Если  ребро 
имѣетъ  одну  входящую  точку , то  и остальныя  внутреннія  точки 
этого  ребра  представляютъ  собой  входящія  точки , 

Доказательство.  Положимъ,  что  точка  М внутри  ребра 
ЛВ  есть  выходящая  точка.  Пусть  N будетъ  другая  точка,  рас* 
положенная  внутри  того  же  ребра.  Изъ  точки  М проведемъ 
лучъ  Жй,  расположенный  внутри  двуграннаго  угла  (ЛВ)  (теор. 
16  6 гл.  XLI).  На  этомъ  лучѣ  выберемъ  точку  R въ  такой  мѣрѣ 
близко  къ  вершинѣ,  чтобы  разстояніе  MR  было  меньше  раз- 
стояній точекъ  отрѣзка  MN  отъ  точекъ  тѣхъ  граней  многогран- 
ника, которыя  не  примыкаютъ  къ  ребру  АВ  (см.  доказат. 
теор.  12  гл.  L).  При  такихъ  условіяхъ  точка  R прилежитъ  къ 
М относительно  многогранника,  и слѣдовательно,  расположена 
внутри  его. 

Замѣтимъ  теперь,  что  каждая  точка  Й/  отрѣзка  NR  приле- 
житъ къ  нѣкоторой  точкѣ  ІѴ  отрѣзка  MN  относительно  многогран- 
ника, именно  къ  той  точкѣ,  которая  отстоитъ  отъ  R’  на  разстояніе, 
меньшее,  нежели  RM  (теор.  24  гл.  XXXVII).  Отсюда  слѣдуетъ, 
что  отрѣзокъ  2ѴЙ,  помимо  точки  Л7,  не  встрѣчаетъ  граней  много- 
гранника. Изъ  всего  сказаннаго  вытекаетъ,  что  внутреннія  точки 
отрѣзка  NR  расположены,  какъ  и точка  й,  внутри  многогран- 
ника (теор.  13  гл.  L).  Стало  быть,  сколь  угодно  близко  къ 
точкѣ  N внутри  двуграннаго  угла  (АВ)  имѣются  точки,  распо- 
ложенныя внутри  многогранника;  это  значитъ,  N есть  также 
выходящая  точка  ребра. 

Аналогично  ведется  доказательство  и въ  томъ  случаѣ, 
если  М есть  входящая  точка  ребра. 

Опредѣленіе  2.  Если  внутреннія  точки  ребра  АВ  нѣкото* 
раго  многогранника  въ  пространствѣ  Q8  суть  выходящія  точки, 
то  оно  называется  выходящимъ  ребромъ  многогранника  ; въ  про- 
тивномъ случаѣ  оно  называется  входящимъ  ребромъ. 
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Теорема  5.  Если  въ  пространствѣ  нѣкоторая  плоскость 
встрѣчаетъ  поверхность  многогранника , не  проходя  черезъ  его  вер- 
шины, то  на  выходящихъ  ребрахъ  расположены  выходягція  вер- 
шины сѣченія , а на  входящихъ  ребрахъ  лежатъ  входящія  вершины 
сѣченія. 

Доказательство.  Положимъ,  что  плоскость  встрѣчаетъ 
ребро  Ій  въ  точкѣ  К.  Какъ  мы  видѣли  при  доказательствѣ 
теоремы  3 предыдущей  главы,  точка  К служитъ  вершиной  сѣ- 
ченія. Пусть  KL  и КМ  будутъ  сходящіяся  въ  этой  вершинѣ 
стороны  сѣченія.  Точки  отрѣзковъ  KL  и /ГД/,  прилежащія  къ  К 
относительно  граней,  въ  которыхъ  они  расположены,  лежатъ  въ 
полуплоскостяхъ,  примыкающихъ  къ  сторонѣ  АВ,  т.  е.  въ  гра- 
няхъ двуграннаго  угла  (АВ)\  поэтому  на  этихъ  граняхъ  рас- 
положены также  лучи  KL  и КМ.  Отсюда  слѣдуетъ,  что  точки, 
лежащія  въ  плоскости  сѣченія  внутри  угла  LKM , расположены 
также  внутри  двуграннаго  угла  ( АВ ) (теор.  14  Ъ гл.  XLI).  Съ 
другой  стороны,  если  А В есть  выходящее  ребро,  то  точки,  ле- 
жащія въ  плоскости  сѣченія  внутри  двуграннаго  угла  ( АВ ) до- 
статочно близко  къ  точкѣ  Я,  расположены  внутри  многогран- 
ника, а потому  и внутри  сѣченія.  Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что 
К есть  выходящая  вершина  сѣченія.  Такимъ  же  образомъ  до- 
казывается теорема  и въ  томъ  случаѣ,  когда  АВ  есть  входящее 
ребро. 

Опредѣленіе  3.  Въ  пространствѣ  Q8  многогранникъ,  имѣю- 
щій исключительно  выходящія  ребра,  называется  выпуклымъ. 

Теорема  7.  Сѣченіе  выпуклаго  многогранника  въ  простран- 
ствѣ Й8  плоскостью , не  проходящей  черезъ  его  вершины , есть  вы- 
пуклый многоугольникъ. 

Доказательство.  Въ  виду  предыдущей  теоремы,  сѣченіе 
выпуклаго  многогранника  плоскостью,  не  проходящей  черезъ 
вершины,  представляетъ  собой  такой  многоугольникъ  или  сово- 
купность такихъ  многоугольниковъ,  которые  имѣютъ  только  вы- 
ходящія вершины.  Въ  виду  же  теоремы  11  гл.  XXXIX,  ни  одинъ 
изъ  этихъ  многоугольниковъ  не  можетъ  быть  многосвязнымъ. 
Сѣченіе  состоитъ  поэтому  изъ  одного  или  нѣсколькихъ  выпук- 
лыхъ многоугольниковъ.  Намъ  нужно  только  доказать,  что  сѣ- 
ченіе не  можетъ  содержать  болѣе  одного  выпуклаго  многоуголь- 
ника. 
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Доказательство  будетъ  заключаться  въ  слѣдующемъ : мы 

обнаружимъ,  что  если  бы  въ  составъ  такого  сѣченія  входило 
два  выпуклыхъ  многоугольника,  то,  выбравъ  произвольно  одну 
точку  внутри  одного  изъ  этихъ  многоугольниковъ,  а другую 
внутри  другого  многоугольника,  мы  не  могли  бы  соединить 
этихъ  точекъ  такой  ломанной,  которая  цѣликомъ  расположена 
внутри  многогранника.  Это  же  противорѣчитъ  теоремѣ  29  преды- 
дущей главы. 

Замѣтимъ  прежде  всего,  что  ломанная,  соединяющая  двѣ 
такія  точки  и удовлетворяющая  названнымъ  требованіямъ,  не 
можетъ  состоять  изъ  одного  только  звена,  т.  е.  не  можетъ  сво- 
диться къ  прямолинейному  отрѣзку:  такъ  какъ  одна  изъ  край- 
нихъ точекъ  такого  отрѣзка  была  бы  расположена  внѣ  того 
многоугольника,  внутри  котораго  лежитъ  другая  точка,  то  от- 
рѣзокъ этотъ  долженъ  былъ  бы  встрѣчать  периферію  многоуголь- 
ника, т.  е.  поверхность  многогранника  •,  между  тѣмъ,  по  условію, 
онъ  долженъ  былъ  бы  весь  проходить  внутри  его. 

Итакъ —допустимъ,  что  нѣкоторая  плоскость  Р,  не  проходя- 
щая черезъ  вершины  выпуклаго  многогранника,  даетъ  сѣченіе, 
содержащее,  по  крайней  мѣрѣ,  два  выпуклыхъ  многоугольника  р и 
рг  Положимъ  сверхъ  того,  что  нѣкоторая  внутренняя  точка  М0 
многоугольника  р можетъ  быть  соединена  съ  внутренней  точкой 
Мк  многоугольника  рх  ломанной  М0МХМГ  . . Л/к,  состоящей  изъ  к 
сторонъ.  Согласно  сказанному,  к^ 2. 

Мы  покажемъ,  что  въ  такомъ  случаѣ  можно  провести  сѣ» 
ченіе,  состоящее  также,  по  крайней  мѣрѣ,  изъ  двухъ  выпуклыхъ 
многоугольниковъ,  и нѣкоторая  внутренняя  точка  одного  изъ 
нихъ  можетъ  быть  соединена  съ  внутренней  точкой  другого  ло- 
манной линіей,  имѣющей  к — 1 сторонъ  и расположенной  внутри 
многогранника. 

Это  прежде  всего  ясно  въ  томъ  случаѣ,  если  одна  изъ  сторонъ 
М0МХ  или  Мк-\Мк  расположена  въ  плоскости  Р.  Если,  напри- 
мѣръ, сторона  ломанной  MQMt  лежитъ  въ  плоскости  Р,  то  точка 
Мг  лежитъ  внутри  многоугольника  р (теор.  3 гл.  XXXIII). 
Точки  Mt  и Мк  соединены  ломанной,  имѣющей  к ~1  сторонъ. 

Мы  будемъ  поэтому  въ  дальнѣйшемъ  предполагать,  что 
стороны  М0МХ  и Мк-іМк  не  лежатъ  въ  плоскости  Р.  Мы  мо- 
жемъ также  принять,  что  плоскость  М0МхМк  не  проходитъ  че- 
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резъ  вершины  многогранника.  Допустимъ,  дѣйствительно,  что 
эта  плоскость  проходитъ  черезъ  нѣкоторыя  вершины.  Пусть  h 
будетъ  число,  меньшее,  нежели  разстоянія  точекъ  отрѣзковъ 
M0Mt  п Мх М2  отъ  поверхности  многогранника  (теор.  12  гл.  L). 
Если  точка  М\  отстоитъ  отъ  на  разстояніе,  меньшее,  нежели 
/г,  то  отрѣзки  М0М\  и М\ М2  расположены  внутри  многогран- 
ника; если,  напримѣръ,  N*  е сть  какая  либо  точка  отрѣзка  М0МХ\ 
то  на  отрѣзкѣ  М0МХ  имѣется  такая  точка  Дт,  что  N'N<h  (теор. 
24  гл,  XXXVII);  такъ  какъ  точка  N лежитъ  внутри  многогран- 
ника, а точка  N*  къ  ней  прилежитъ,  то  и она  расположена 
внутри  многогранника.  Съ  другой  стороны,  такъ  какъ  илоскость 
Р,  а слѣдовательно,  и прямая  М0Мк  не  проходитъ  черезъ  вер- 
шины многогранника,  то  черезъ  эту  прямую  проходитъ  конечное 
число  такихъ  плоскостей,  которыя  проходятъ  также  черезъ  вер- 
шины многогранника.  Выбравъ  точку  М\  внѣ  этихъ  плоскостей  на 
разстояніи,  меньшемъ,  нежели  Л,  отъ  точки  Mt  (теор.  29  гл  XXXI), 
и замѣнивъ  звенья  M0Mt  и Мг М2  звеньями  М0М\  и М\М2,  мы 
достигнемъ  того,  что  плоскость  М0М\Мк  не  будетъ  проходить 
черезъ  вершины  многогранника. 

Мы  будемъ  поэтому  предполагать,  что  плоскость  М0МгМк 
не  проходитъ  черезъ  вершины  многогранника. 

Прямая  М0Мк  встрѣчаетъ  периферію  многоугольника  р въ 
двухъ  точкахъ  R и S (теор.  9 а гл.  XXXVI);  эти  точки  при- 
надлежатъ, конечно,  различнымъ  сторонамъ  многоугольника 
(иначе,  точекъ  встрѣчи  было  бы  безчисленное  множество),  а по- 
тому отрѣзокъ  RS  представляетъ  собой  сѣченіе  многоугольника 
р прямой  М0Мк  (теор.  12  гл.  XXXVI);  точка  М0  лежитъ,  слѣ 
довательно,  внутри  отрѣзка  RS.  Такимъ  же  образомъ  сѣченіе 
многоугольника  рх  прямой  М0Мк  представляетъ  собой  отрѣзокъ 
RtSv  внутри  котораго  лежитъ  точка  Мк . Отрѣзки  RS  и RlS1  не 
имѣютъ  общихъ  точекъ,  такъ  какъ  ихъ  не  имѣютъ  многоуголь- 
ники р и рг 

Обозначимъ  теперь  черезъ  Pf  плоскость  MQMtMk.  Легко  ви- 
дѣть, что  эта  плоскость  не  можетъ  дать  въ  сѣченіи  съ  многогран- 
никомъ только  одинъ  выпуклый  многоугольникъ,  такъ  какъ  крайнія 
точки  отрѣзковъ  RS  и RtSt  должны  были  бы  лежать  на  пери- 
феріи этого  многоугольника,  а внутреннія — внутри  его  ; это  же 
противорѣчитъ  теоремѣ  9 а гл.  XXX VI.  Сѣченіе  многогран- 
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ника  плоскостью  Р*  состоитъ  поэтому,  по  крайней  мѣрѣ,  изъ 
двухъ  выпуклыхъ  многоугольниковъ  р'ир',.  Двѣ  точки  отрѣзка 
RS  не  могутъ  принадлежать  различнымъ  многоугольникамъ  сѣ- 
ченія, потому  что  въ  такомъ  случаѣ  нѣкоторая  внутренняя  точка 
отрѣзка  лежала  бы  на  периферіи  многоугольника,  т.  е.  на  поверх- 
ности многогранника,  — между  тѣмъ  всѣ  внутреннія  точки  этого  от- 
рѣзка лежатъ  внутри  многогранника.  Отсюда  слѣдуетъ,  что  от- 
рѣзокъ RS  представляетъ  собою  сѣченіе  одного  многоугольника 
р'  прямой  М0Мк  , а отрѣзокъ  RtSt  представляетъ  особою  сѣче- 
ніе другого  многоугольника  той  же  прямой. 

Такъ  какъ  отрѣзокъ  М0МХ  расположенъ  въ  плоскости  Р\ 
то  точка  Мх  лежитъ  внутри  многоугольника  р',  т.  е.  точки  и 
Мк  соединены  ломанной,  состоящей  изъ  к — 1 сторонъ. 

Продолжая  тѣ  же  разсужденія,  мы  придемъ  къ  плоскости, 
дающей  въ  сѣченіи  съ  многогранникомъ,  по  крайней  мѣрѣ,  два 
выпуклыхъ  многоугольника,  при  чемъ  внутренняя  точка  одного 
будетъ  соединена  съ  внутренней  точкой  другого  прямолиней- 
нымъ отрѣзкомъ,  расположеннымъ  цѣликомъ  внутри  многогран- 
ника. Мы  видѣли  выше,  что  это  невозможно. 

Теорема  8.  Въ  пространствѣ  Q8  всѣ  точки  выпуклаго  много- 
гранника, не  лежащія  въ  плоскости  какой  либо  грани , располо- 
жены по  одну  сторону  ея. 

Доказательство.  Пусть  М и N будутъ  произвольныя  двѣ 
точки  многогранника,  не  лежащія  въ  плоскости  Р нѣкоторой 
грани.  Если  прямая  MN  не  проходитъ  черезъ  вершины  много- 
гранника, то  черезъ  нее  можно  провести  плоскость,  не  прохо- 
дящую черезъ  вершины  многогранника  и пересѣкающую  грань, 
расположенную  въ  плоскости  Р по  прямой  M'N'.  Въ  сѣченіи 
мы  получимъ  выпуклый  многоугольникъ,  одна  изъ  сторонъ  ко- 
тораго необходимо  будетъ  расположена  на  прямой  іі /'Л\  Въ 
силу  теоремы  5 гл.  XXXVI,  точки  М и N будутъ  расположены  по 
одну  сторону  прямой  M'N'.  а стало  быть,  и по  одну  сторону  пло- 
скости Р.  Если  прямая  MN  проходитъ  черезъ  вершину  много 
гранника,  но  точки  М и N сами  не  совпадаютъ  съ  вершинами, 
то  можно  выбрать  точку  К , принадлежащую  многограннику  и 
не  лежащую  въ  плоскости  Р такимъ  образомъ,  чтобы  прямыя 
МК  и NK  не  проходили  черезъ  вершины  многогранника1).  Тогда 


')  Предоставляемъ  это  доказать  читателю. 
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точки  М и К расположены  по  одну  сторону  плоскости  Р;  точка 
ЛтпА"также  расположены  по  одну  сторону  той -же  плоскости  * по- 
этому точки  М и ІѴ,  въ  свою  очередь,  расположены  по  одну  сто- 
рону плоскости  Р. 

Если  одна  изъ  точекъ  М пли  2Ѵ,  скажемъ  М,  совпадаетъ 
съ  вершпной  многогранника,  то  выберемъ  точку  /і,  принадле- 
жащую многограннику,  не  совпадающую  съ  вершпной  и рас- 
положенную съ  М по  одну  сторону  плоскости  Р.  Такъ  какъ 
точки  К п N будутъ  расположены  по  одну  сторону  плоскости 
Р,  то  точки  М и N также  лежатъ  по  одну  сторону  ея. 

Такпмъ  же  образомъ  исчерпывается  случай,  когда  обѣ 
точки  М и N совпадаютъ  съ  вершинами  многогранника. 

Теорема  9.  Если  въ  пространствѣ  Q8  всѣ  точки  многогран- 
ника, не  лежащія  въ  плоскости  какой  либо  грани , расположены 
по  одну  сторону  ея , то  это  многогранникъ  выпуклый. 

Доказательство.  Допустимъ,  что  многогранникъ,  удовлетво- 
ряющій заданію,  имѣетъ  входящее  ребро  PQ.  Пусть  К будетъ 
внутренняя  точка  на  этомъ  ребрѣ  Черезъ  точку  К въ  плоско- 
сти одной  изъ  граней  проведемъ  прямую,  пересѣкающую  ребро. 
На  этой  прямой  съ  одной  стороны  точки  К достаточно  близко 
къ  ней  будутъ  точки  К\  лежащія  въ  грани  многогранника 
(теор.  4 Ъ гл.  XXXIII)  и въ  то  же  время  внутри  грани  двугран- 
наго угла  (PQ)  (теор.  1).  Если  мы  Фиксируемъ  точку  А',  то  на 
прямой  КК\ио  другую  сторону  точки  К расположены  точки  А",  ле- 
жащія внѣ  двуграннаго  угла  ( PQ ) (теор  22  гл  XLI).  Такъ  какъ 
Арестъ  входящая  точка  на  ребрѣ,  то  точки  А",  достаточно  близ- 
кія къ  А,  принадлежатъ  многограннику.  Такъ  какъ  прямая  А' А" 
пересѣкаетъ  въ  точкѣ  К плоскость  второй  грани,  примыкаю- 
щей къ  ребру  PQ,  то  въ  многогранникѣ  имѣются  двѣ  точки 
К'  п А",  лежащія  по  разныя  стороны  послѣдней  грани.  Это 
противно  условію. 

Теорема  10.  Если  въ  пространствѣ  £)8  всѣ  точки  на  по- 
верхности многогранника , не  принадлежащія  нѣкоторой  грани , 
расположены  по  одну  сторону  ея , то  это  многогранникъ  вы- 
уклый. 

Доказательство.  Пусть  М будетъ  внутренняя  точка  много- 
гранника, р нѣкоторая  его  грань.  Изъ  точки  М проведемъ 
лучъ,  не  встрѣчающій  плоскости  грани  р ; это  всегда  возможно  сдѣ- 
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лать,  если  точка  ІИ  не  лежитъ  въ  этой  плоскости.  Пусть  N бу- 
детъ точка,  въ  которой  лучъ  этотъ  встрѣчаетъ  поверхность 
многогранника.  Такъ  какъ  отрѣзокъ  MN  плоскости  грани  р не 
встрѣчаетъ,  то  точки  М и N лежатъ  по  одну  сторону  ея. 
Иными  словами,  всѣ  точки  многогранника,  не  принадлежащія 
плоекоетп  грани  р,  расположены  по  ту  же  сторону  ея,  что  и 
точки  на  поверхности.  Въ  плоскости  же  грангт  р внутреннихъ 
точекъ  многогранника  быть  не  можетъ,  иначе  по  обѣ  стороны 
плоскости  были  бы  внутреннія  точки  многогранника  (теор.  14 
гл  L). 

Въ  силу  предыдущей  теоремы,  отсюда  вытекаетъ,  что  много- 
гранникъ выпуклый. 

Теорема  11.  Въ  пространствѣ  £28  плоскость  каждой  грани 
выпуклаго  многогранника  не  встрѣчаетъ  поверхности  многогранника 
въ  точкахъ , этой  грани  не  принадлежащихъ. 

Доказательство.  Положимъ,  что  въ  плоскости  нѣкоторой 
грани,  но  внѣ  ея  имѣется  точка  М,  принадлежащая  многогран- 
нику. Пусть  N будетъ  произвольная  точка,  расположенная  внутри 
той  грани,  о которой  идетъ  рѣчь*,  отрѣзокъ  MN  встрѣчаетъ,  но 
крайней  мѣрѣ,  одну  изъ  сторонъ  этой  грани,  скажемъ,  сторону 
PQ.  Точки  М и N лежатъ,  слѣдовательно,  по  разныя  стороны 
второй  грани,  проходящей  черезъ  ребро  PQ.  Въ  выпукломъ  много- 
гранникѣ это  не  можетъ  имѣть  мѣста  (теор.  5 гл.  XXXVI). 

Теорема  12.  Въ  пространствѣ  Q8  всѣ  грани  выпуклаго  много- 
гранника представляютъ  собой  выпуклые  многоугольники , 

Доказательство.  Въ  выпукломъ  многогранникѣ  двѣ  точки 
каждой  грани  лежатъ  по  одну  сторону  каждой  изъ  сторонъ  этой: 
грани:  если  бы  двѣ  точки  нѣкоторой  грани  были  расположены 
по  разныя  стороны  прямой  PQ,  которой  принадлежитъ  сторона  PQ 
этой  грани,  то  такія  точки  были  бы  расположены  по  разныя 
стороны  второй  граня,  проходящей  черезъ  ребро  PQ. 

Этому  условію  удовлетворяетъ  только  выпуклый  много- 
угольникъ (теор.  6 Гл.  XXXVI). 

Теорема  1В.  Въ  пространствѣ  прямая , не  лежащая  въ 

плоскости  какой  либо  грани  выпуклаго  многогранника , не  можетъ 
встрѣчать  его  поверхности  болѣе , чѣмъ  въ  двухъ  точкахъ. 

Доказательство.  Если  бы  прямая  встрѣчала  поверхность 
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многогранника  въ  трехъ  точкахъ,  то  послѣднія  необходимо  при- 
надлежали бы  тремъ  различнымъ  гранямъ.  Но  при  этихъ  усло- 
віяхъ двѣ  крайнія  изъ  этихъ  точекъ  были  бы  расположены  по 
разныя  стороны  той  грани,  которой  принадлежитъ  промежуточ- 
ная точка. 

Теорема  14.  Въ  пространствѣ  Q3  уілы  граней , сходящихся 
при  нѣкоторой  вершинѣ  выпуклаго  многогранника , образуютъ  при 
этой  вершинѣ  выпуклый  многогранный  уголъ. 

Доказательство.  Разсмотримъ  углы  граней,  сходящіеся 
при  вершинѣ  О выпуклаго  многогранника.  Стороны  этихъ  угловъ 
образуютъ  замкнутую  связку.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  точки  каждой 
стороны,  достаточно  близкія  къ  вершинѣ,  принадлежатъ  ребру 
мвогогранника,  и потому  лежатъ  по  одну  сторону  каждой  грани, 
которой  онѣ  не  принадлежатъ*,  въ  силу  же  теоремы  15  гл.  XL, 
и весь  лучъ  лежитъ  потуже  сторону  плоскости.  Если  мы  поэтому 
выберемъ  любую  грань,  то  въ  ея  плоскости  лежитъ  только  одинъ 
изъ  разсматриваемыхъ  угловъ ; стороны  же  угловъ,  не  распо- 
ложенныя въ  этой  плоскости,  лежатъ  по  одну  сторону  ея.  Слѣ- 
довательно, стороны  угловъ  образуютъ  замкнутую  связку  (теор. 
6 гл.  XLIII).  Въ  силу  теоремы  4 гл.  XLIII,  всѣ  лучи  этой 
связки  можно  пересѣчь  плоскостью,  не  проходящей  черезъ  точку 
О.  Въ  упомянутой  теоремѣ  уже  было  указано,  что  плоскость 
эта  можетъ  быть  проведена  сколь  угодно  близко  къ  вершинѣ. 
Мы  покажемъ,  однако,  что  она  можетъ  быть  проведена  настолько 
близко  къ  вершинѣ,  чтобы  она  пересѣкала  каждый  лучъ  въ 
точкѣ,  лежащей  внутри  соотвѣтствующаго  ребра.  Дѣйствитель- 
но, пусть  ОА^  ОА2,ОАѵ  . . ОАи  будутъ  ребра,  выходящія  изъ 
вершины  О.  Пусть  ON  будетъ  лучъ,  образующій  острые  углы 
со  всѣми  лучами  0ЛП  ОА2  . . . ОА,>  (^теор.  3 гл.  XLIIIJ.  Изъ 
точекъ  At,  А2,  Аъ  ...  Ап  проведемъ  перпендикуляры  къ  пря- 
мой ON.  Въ  силу  теоремы  11  гл.  XXVIII,  они  встрѣчаютъ  лучъ 
ON  въ  точкахъ  JVt,  N2  . . . Nn.  Если  мы  теперь  выберемъ 
точку  N на  лучѣ  ON  такимъ  образомъ,  чтобы  разстояніе  ON 
было  меньше  каждаго  изъ  разстояній  ONu  ON2  . . . ОѴи,  то 
плоскость,  проходящая  черезъ  точку  N перпендикулярно  къ 
лучу  ОѴ,  встрѣтитъ  лучи  OAt,  0А2  . . . 0Ап  въ  точкахъ 
jBt,  В2  . . Вп , расположенныхъ  внутри  соотвѣтствующихъ  ре- 
беръ (теор.  19  гл.  XXXVII). 
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Если  наша  плоскость  проведена  достаточно  близко  къ 
вершинѣ,  то  она  даетъ  въ  сѣченіи  съ  многогранникомъ  вы- 
пуклый многоугольникъ  (теор.  7),  черезъ  всѣ  вершины  котораго 
проходятъ  стороны  нашихъ  угловъ.  Лучи  0АѴ  0Л2  . . - 0Ап 
служатъ  поэтому  ребрами  выпуклаго  многограннаго  угла  (теор. 
2 и 17  гл.  XLV),  который  можетъ  быть  обозначенъ  черезъ 
ОАхА2  . . А„,  если  ребра  надлежащимъ  образомъ  размѣчены. 

Такъ  какъ  каждая  сторона  многоугольника  принад- 

лежитъ одной  грани  многогранника,  то  углы  Ві-іОВі  или 
Аі-хОАі  принадлежатъ  гранямъ  многогранника  при  вершинѣ  О. 

Опредѣленіе  4 Многогранные  углы,  о которыхъ  идетъ 
рѣчь  въ  предыдущей  теоремѣ,  мы  будемъ  называть  многогран- 
ными углами  этого  выпуклаго  многогранника. 

Теорема  15.  Каждая  гранъ  выпуклаго  многогранника  распо- 
ложена въ  граняхъ  всѣхъ  двугранныхъ  угловъ , примыкающихъ  къ  ея 
сторонамъ. 

Доказательство.  Если  АВ  есть  сторона  гграни  р выпук- 
лаго многогранника,  а Ж есть  внутренняя  точка  этого  ребра, 
то  всѣ  точки  многоугольника  р,  прилежащія  къ  Ж,  согласно 
опредѣленію  5 гл.  XXXIX,  расположены  въ  полуплоскости,  при- 
мыкающей къ  сторонѣ  АВ  относительно  многоугольника  р.  Но 
такъ  какъ  это  многоугольникъ  выпуклый,  то  въ  той  же  полу- 
плоскости онъ  расположенъ  цѣликомъ  (теор.  6 гл.  XXXVI). 

Теорема  16.  а)  Всякая  точка  выпуклаго  многогранника  въ 
пространствѣ  &>8  принадлежитъ  всѣмъ  его  двуграннымъ  и л««ого. 
граннымъ  угламъ. 

6)  Всякая  внутренняя  точка  многогранника  расположена 
внутри  всѣхъ  его  двугранныхъ  и всѣхъ  его  многогранныхъ  угловъ. 

c)  Всякая  точка , принадлежагцая  всѣмъ  двуграннымъ  или  же 
всѣмъ  многограннымъ  угламъ  выпуклаго  многогранника,  принадлежитъ 
многограннику. 

d ) Всякая  точка , расположенная  внутри  всѣхъ  двугранныхъ 
или  всѣхъ  многогранныхъ  угловъ  выпуклаго  многогранника , лежитъ 
внутри  многогранника. 

Доказательство  ведемъ  въ  слѣдующемъ  порядкѣ. 

Ь)  Пусть  Ж будетъ  точка,  расположенная  внутри  многогран- 
ника. Согласно  теоремѣ  11,  она  не  лежитъ  на  продолженіи  ребра. 
Внутри  любого  ребра  RS  выберемъ  точку  N такимъ  образомъ, 
чтобы  прямая  MN  не  проходила  черезъ  вершины,  а черезъ  пря- 
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мую  MN проведемъ  плоскость  MNP.  также  не  проходящую  черезъ 
вершины  многогранника.  Эта  плоскость  дастъ  въ  сѣченіи  съ 
многогранникомъ  выпуклый  многоугольникъ,  внутри  котораго  ле- 
житъ точка  31.  Точка  N есть  вершина  этого  многоугольника,  и 
если  NP  и NQ  суть  стороны  его,  выходящія  изъ  точки  Л7,  то 
точка  М лежитъ  внутри  угла  PNQ  (теор.  10  гл,  XXXVI).  Лучи 
NP  и NQ  расположены  въ  граняхъ  двуграннаго  угла  ( RS ) 
(теор  15  и теор.  19  гл.  XXIVJ.  Поэтому  точка  31  лежитъ 
внутри  этого  двуграннаго  угла  (теор.  14  а гл.  XLI)*  изъ  этого 
разсужденія  видно,  что  точка  М лежитъ  внутри  всѣхъ  двугран- 
ныхъ угловъ  многогранника,  а слѣдовательно,  и внутри  всѣхъ 
его  многогранныхъ  угловъ  (теор.  20  Ъ гл.  XLV). 

а ) Если  точка  М лежитъ  на  грани  многогранника,  то  сколь 
угодно  близко  къ  ней  имѣются  точки,  расположенныя  внутри 
многогранника  (теор.  15  гл,  L),  всѣ  онѣ  расположены,  согласно 
доказанному,  внутри  всѣхъ  двугранныхъ  угловъ.  Между  тѣмъ, 
если  бы  точка  31  лежала  внѣ  какого-либо  двуграннаго  угла,  то 
всѣ  точки,  достаточно  близкія  къ  ней,  были  бы  также  располо- 
жены внѣ  двуграннаго  угла  (теор.  31  а гл.  XLI). 

Отсюда  слѣдуетъ  также,  что  точка  31  принадлежитъ  всѣмъ 
многограннымъ  угламъ  нашего  многогранника  (теор.  20  Ь гл. 
XLV). 

d ) Положимъ  теперь,  что  точка  31  лежитъ  внутри  всѣхъ 
двугранныхъ  угловъ  нашего  многогранника.  Пусть  N будетъ 
точка,  лежащая  внутри  многогранника,  а потому  также  рас- 
положенная внутри  всѣхъ  его  двугранныхъ  угловъ  (теор.  Ь ). 
Слѣдовательно,  весь  отрѣзокъ  31 N расположенъ  внутри  всѣхъ 
двугранныхъ  угловъ  (теор.  28  Ъ гл.  XL1);  поэтому  онъ  не  встрѣ- 
чаетъ граней  двугранныхъ  угловъ,  а слѣдовательно,  не  встрѣ- 
чаетъ и граней  многогранника  (теор.  15)  Отсюда  слѣдуетъ, 
что  точка  31  лежитъ,  какъ  и точка  JV,  внутри  многогранника 
(теор.  13  гл.  L). 

Если  точка  N лежитъ  внутри  всѣхъ  многогранныхъ  угловъ, 
то  она  лежитъ  также  внутри  всѣхъ  двугранныхъ  угловъ  (теор. 
20  а гл.  XLY),  а потому  лежитъ  внутри  многогранника. 

с)  Положимъ,  наконецъ,  что  точка  Ж принадлежитъ  всѣмъ 
двуграннымъ  угламъ  многогранника.  Выберемъ  по  прежнему 
точку  N внутри  многогранника.  Въ  такомъ  случаѣ  всѣ  внутрен- 
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нія  точки  отрѣзка  MN  расположены  внутри  всѣхъ  двугранныхъ 
угловъ  (теор.  28  6 if  с гл.  }(ІЛ),  а потому  и внутри  много- 
гранника (теор.  d ).  Слѣдовательно,  сколь  угодно  близко  къ 
точкѣ  Ж имѣются  точки,  расположенныя  внутри  многогранника*, 
поэтому  и точка  31  принадлежитъ  многограннику  (теор.  14 
гл.  L). 

Теорема  17.  а)  Если  двѣ  точки  М и Ж въ  пространствѣ 
Q8  принадлежатъ  выпуклому  многограннику , то  и весь  отрѣзокъ 
принадлежитъ  ему. 

6)  Если  точки  М и Ж лежатъ  внутри  выпуклаго  многогран- 
ника, то  весь  отрѣзокъ  МЖ  лежитъ  внутри  его. 

c)  Если  точка  М лежитъ  на  поверхности  выпуклаго  мною 
гранника , а точка  Ж внутри  его , то  всѣ  точки  отрѣзка  31 N 
кромѣ  31 , лежатъ  внутри  многогранника. 

d ) Если  отрѣзокъ  опирается,  на  поверхность  выпуклаго 
многогранника , т.  е.  если  крайнія  точки  лежатъ  на  поверхности 
его , но  не  на  одной  и той  же  грани , то  всѣ  внутреннія  точки 
отрѣзка  расположены  внутри  многогранника ; точки  же , лежащія 
на  продолженіяхъ  этого  отрѣзка , расположены  внѣ  многогранника. 

Доказательство,  а)  Такъ  какъ  точки  31  п Ж принадлежатъ 
всѣмъ  двуграннымъ  угламъ  многогранника  (теор.  16  а),  то  и 
весь  отрѣзокъ  принадлежитъ  имъ  (теор.  28  а гл.  XLI),  а по- 
тому принадлежитъ  многограннику  (теор.  16  с). 

Теоремы  Ь)  и с)  доказываются  совершенно  аналогично  на 
основаніи  теоремъ  10  Ъ и с и теор.  28  b гл.  XLI. 

d)  Пусть  ( RS ) будетъ  одинъ  изъ  двугранныхъ  угловт> 
многогранника;  точки  31  и Ж не  могутъ  обѣ  принадлежать 
одной  и той  же  грани  этого  двуграннаго  угла,  такъ  какъ  онѣ 
принадлежали  бы  въ  такомъ  случаѣ  одной  и той  же  грани 
многогранника  (теор.  11).  Въ  такомъ  случаѣ  относительно  поло- 
женія крайнихъ  точекъ  отрѣзка  31 Ж могутъ  быть  сдѣланы 
только  слѣдующія  предположенія  : а)  обѣ  точки  М и Ж лежатъ 
внутри  двуграннаго  угла  ( RS ),  р)  одна  изъ  нихъ  лежитъ  на  по- 
верхности, другая  внутри  двуграннаго  угла  (Е$),  у)  отрѣзокъ 
опирается  на  поверхность  двуграннаго  угла.  Во  всѣхъ  этихъ 
случаяхъ,  согласно  теоремѣ  28  гл.  XLI,  всѣ  внутреннія  точки 
отрѣзка  МЖ  лежатъ  внутри  двуграннаго  угла  ( RS ).  Онѣ  распо- 
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ложены,  слѣдовательно,  внутри  всѣхъ  двугранныхъ  угловъ,  а 
потому  и внутри  многогранника. 

Если  точка  Р лежитъ  на  продолженіи  МР  отрѣзка  MN  въ 
сторону  точки  М,  то  она  лежитъ  внѣ  многогранника.  Въ  сомомъ 
дѣлѣ,  если  бы  прямая  FM  была  расположена  въ  плоскости  ка- 
кой-либо грани,  то  она  не  могла  бы  имѣть  точекъ,  лежащихъ 
внутри  многогранника  (теор.  11);  поэтому  прямая  РМ,  кромѣ 
М и ІѴ,  не  имѣетъ  съ  поверхностью  многогранника  общихъ  то- 
чекъ (теор  13)  Слѣдовательно,  лучъ  МР  не  имѣетъ  съ  поверх- 
ностью общихъ  точекъ,  помимо  М\  лучъ  PQ,  составляющій  про- 
долженіе отрѣзка  ЖР,  принадлежитъ  лучу  МР  (теор.  8 гл.  XII), 
и потому  вовсе  не  встрѣчаетъ  поверхности ; стало  быть,  точка 
Р лежитъ  внѣ  многогранника. 

Теорема  18.  Если  въ  пространствѣ  Q8  плоскость  Р,  про- 
ходящая черезъ  внутреннюю  точку  Q выпуклаго  многогранника , 
проходитъ  также  черезъ  вершину  О многогранника , то  она  даетъ 
въ  сѣченіи  съ  гранями , сходящимися  въ  точкѣ  О,  два  отрѣзка , 
образующіе  уголъ  при  вершинѣ  О. 

Доказательство.  Углы  граней,  сходящіеся  при  вершинѣ  О, 
образуютъ  выпуклый  многогранный  уголъ  ig  (теор.  14).  Пусть  р 
будетъ  многоугольникъ,  опирающійся  на  поверхность  этого  много- 
граннаго угла  Такъ  какъ  точка  Q лежитъ  внутри  многогран- 
наго угла  (теор.  16  Ь),  то  лучъ  OQ  встрѣчаетъ  многоугольникъ 
р во  внутренней  его  точкѣ  R.  Плоскость  Р пересѣкаетъ  пло- 
скость многоугольника  р на  прямой  RS,  которая,  въ  свою  оче- 
редь, пересѣкаетъ  периферію  многоугольника  въ  двухъ  точкахъ 
S и Т (теор.  9 а гл.  XXXVI).  Совершенно  такъ  же,  какъ  это 
сдѣлано  при  доказательствѣ  теоремы  26  гл.  XLV,  мы  пока- 
жемъ, что  сѣченіе  поверхности  многограннаго  угла  плоскостью 
Р состоитъ  изъ  лучей  OS  и ОТ.  Эти  лучи  наклонены  другъ  къ 
другу,  ибо  точка  О не  лежитъ  на  прямой  ST.  Если  лучъ  OS 
совпадаетъ  съ  ребромъ  многограннаго  угла,  то  онъ  содержитъ 
ребро  многогранника,  выходящее  изъ  точки  0,  и никакихъ 
иныхъ  общихъ  точекъ  съ  поверхностью  многогранника  не  имѣ- 
етъ (теор.  11  наст.  гл.  и теор.  4 гл.  XXXVI).  Если  онъ  про- 
ходитъ внутри  грани  многограннаго  угла,  то  точки  его,  доста- 
точно близкія  къ  вершинѣ,  расположены  внутри  соотвѣтствую- 
щей грани  многогранника.  Поэтому  лучъ  даетъ  въ  сѣченіи  съ 
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этой  гранью  многогранника  отрѣзокъ  выходящій  изъ  точки  О 
(теор.  9 и 12  гл  ХХХУІ). 

Теорема  19  Если  точка  Р въ  пространствѣ  лежитъ  внѣ 
выпуклаго  многоугольника , то  изъ  нея  можно  провести  въ  любой 
плоскости  PQI2,  черезъ  нее  проходящей , лучъ , не  встрѣчающими 
многогранника. 

Доказательство  Если  плоскость  PQR  содержитъ  одну  изъ 
граней,  то  прямая,  проходящая  въ  этой  плоскости  черезъ  точку 
Р и не  проходящая  черезъ  вершины  этой  грани,  либо  вовсе  не 
встрѣчаетъ  периферіи  грани,  либо  встрѣчаетъ  ее  въ  двухъ  точ- 
кахъ (теор.  9 гл.  XXXII  и теор.  8 гл.  XXXVI).  Такъ  какъ 
каждый  изъ  двухъ  лучей,  на  которые  точка  Р дѣлитъ  эту  пря- 
мую, встрѣчаетъ  периферію  четное  число  разъ,  то  одинъ  изъ 
этихъ  лучей  ея  вовсе  не  встрѣчаетъ,  а потому  не  встрѣчаетъ 
и поверхности  многогранника. 

Если  плоскость  PQR  не  содержитъ  ни  одной  грани,  то 
проведемъ  черезъ  точку  Р прямую  PS , не  совпадающую  ни  съ 
одной  изъ  тѣхъ  прямыхъ,  по  которымъ  плоскость  PQR  пересѣ- 
каетъ плоскости  граней.  Въ  силу  теоремы  13,  прямая  PS  встрѣ- 
чаетъ поверхность  многогранника  не  болѣе,  чѣмъ  въ  двухъ 
точкахъ,  А такъ  какъ  каждый  изъ  лучей,  на  которые  точка  Р 
дѣлитъ  прямую,  пересѣкаетъ  поверхность  четное  число  разъ, 
то  одинъ  изъ  этихъ  лучей  ея  вовсе  не  встрѣчаетъ. 

Теорема  20.  Сѣченіе  выпуклаго  многогранника  въ  простран- 
ствѣ йѳ  плоскостію , проходящей  черезъ  внутреннюю  его  точку , 
есть  выпуклый  многоугольникъ. 

Доказательство.  Настоящая  теорема  представляетъ  собой, 
очевидно,  обобщеніе  теоремы  7 на  тотъ  случай,  когда  плоскость 
проходитъ  черезъ  вершины  многогранника. 

Согласно  теоремѣ  11,  наша  плоскость  PQR  не  содержитъ 
цѣликомъ  ни  одной  грани.  Если  поэтому  эта  плоскость  встрѣ- 
чаетъ плоскость  какой  либо  грани  q,  то  она  сѣчетъ  ее  по  пря- 
мой PQ. 

Если  прямая  PQ  не  встрѣчаетъ  периферіи  грани  q,  то  она 
не  встрѣчаетъ  и самой  грани  (теор.  9 а гл.  XXXVI).  Плоскость 
PQR  не  имѣетъ  съ  этой  гранью  общихъ  точекъ. 

Если  прямая  PQ  проходитъ  черезъ  внутреннюю  точку 
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грани  q,  то  она  даетъ  въ  сѣченіи  съ  ней  отрѣзокъ,  крайнія 
точки  котораго  лежатъ  на  периферіи  многоугольника  q,  т.  е.  на 
ребрахъ  многогранника  (теор.  9 и 12  гл.  XXXVI).  Сюда  же 
приводится  и тотъ  случай,  когда  прямая  PQ  проходитъ  черезъ 
внутреннюю  точку  стороны  многоугольника  q,  но  не  содержитъ 
этой  стороны  цѣликомъ:  прямая  PQ  проходитъ  въ  этомъ  слу- 
чаѣ внутрь  многоугольника  (теор.  8 а гл.  XXXIII).  Итакъ,  въ 
разсмотрѣнномъ  случаѣ  сѣченіе  грани  q плоскостью  PQR  есть 
отрѣзокъ,  крайнія  точки  котораго  расположены  на  ребрахъ 
многогранника. 

Если  прямая  PQ  содержитъ  сторону  многоугольника  q,  то 
сѣченіе  грани  q этой  плоскостью  есть  эта  сторона. 

Если  сѣкущая  плоскость  проходитъ-  черезъ  вершину  О 
многогранника,  то  она  сѣчетъ  сходящіяся  въ  этой  точкѣ  грани 
по  двумъ  отрѣзкамъ,  выходящимъ  изъ  точки  О (теор.  18). 

Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  сѣченіе  поверхности  много- 
гранника плоскостью  PQR  состоитъ  изъ  нѣсколькихъ  отрѣзковъ, 
концы  которыхъ  лежатъ  на  ребрахъ  многогранника. 

Легко  видѣть,  что  внутренняя  точка  одного  отрѣзка  не 
можетъ  принадлежать  другому  отрѣзку.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  если 
отрѣзокъ  проходитъ  внутри  грани,  то  внутренняя  его  точка  не 
можетъ  лежать  на  отрѣзкѣ,  принадлежащемъ  другой  грани; 
если  отрѣзокъ  представляетъ  собой  ребро  многогранника,  то 
онъ  представляетъ  собой  сѣченіе  плоскости  PQR  съ  двумя  гра- 
нями, проходящими  черезъ  это  ребро;  внутренняя  точка  ребра 
не  можетъ  принадлежать  третьей  грани,  а потому  не  можетъ 
принадлежать  другому  отрѣзку  (теор.  2 гл.  L). 

Съ  другой  стороны,  каждая  крайняя  точка  отрѣзка  необ 
ходимо  принадлежитъ  еще  одному  и только  одному  отрѣзку. 
Дѣйствительно,  если  крайняя  точка  Q какого  либо  отрѣзка  рас- 
положена внутри  ребра,  то  плоскость  PQR  пересѣкаетъ  обѣ 
грани,  сходящіяся  на  этомъ  ребрѣ ; Q есть  общая  крайняя  точка 
ихъ  сѣченій  плоскостью  PQR.  Если  Q есть  вершина  многогран- 
ника, то  плоскость  PQR  даетъ  въ  сѣченіи  съ  гранями,  сходя- 
щимися въ  точкѣ  Q,  два  отрѣзка,  выходящихъ  изъ  этой  точки 
Легко  также  обнаружить,  что  сходящіеся  отрѣзки  наклонены 
другъ  къ  другу. 

Изъ  сказаннаго,  въ  силу  теоремы  14  гл.  XXXIX,  слѣду 
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етъ,  что  сѣченіе  поверхности  выпуклаго  многогранника  пло- 
скостью представляетъ  собой  одну  или  нѣсколько  односвязныхъ 
или  многосвязныхъ  ломанныхъ  линій,  которыя  огибаютъ  одно- 
связные или  многосвязные  многоугольники,  не  имѣющіе  общихъ 
точекъ.  Легко  показать,  однако,  что  мы  имѣемъ  здѣсь  дѣло 
только  съ  однимъ  выпуклымъ  многоугольникомъ.  Въ  самомъ 
дѣлѣ,  изъ  теоремы  8 слѣдуетъ,  что  всѣ  точки  этихъ  ломанныхъ, 
не  принадлежащія  какой  либо  сторонѣ,  расположены  по  одну 
сторону  прямой,  которой  она  принадлежитъ.  Основываясь  на 
этомъ,  мы  покажемъ,  какъ  это  сдѣлано  при  доказательствѣ  тео- 
ремы 6 гл.  XXXVI,  что  многоугольники  не  могутъ  имѣть  вхо- 
дящихъ вершинъ.  Слѣдовательно,  мы  имѣемъ  одинъ  или  нѣ- 
сколько выпуклыхъ  многоугольниковъ  (теор.  11  гл.  XXXIX). 
Если  бы  было  нѣсколько  выпуклыхъ  многоугольниковъ,  то,  со- 
единивъ внутреннюю  точку  одного  съ  внутренней  точкой  дру- 
гого, мы  получили  бы  прямую,  встрѣчающую  периферіи  этихъ 
двухъ  многоугольниковъ  въ  четырехъ  точкахъ,  принадлежа- 
щихъ различнымъ  сторонамъ  (теор.  9 а гл.  XXXYIjja  это  при 
условіяхъ  заданія  не  можетъ  имѣть  мѣста  (теор.  8 ). 

Итакъ,  плоскость  PQR  даетъ  въ  сѣченіи  съ  поверхностью 
простую  замкнутую  ломанную  линію,  огибающую  выпуклый 
многоугольникъ  q.  Остается  доказать,  что  этотъ  многоуголь- 
никъ представляетъ  собой  сѣченіе  нашего  многогранника  пло- 
скостью PQR. 

Пусть  N будетъ  произвольная  точка  въ  плоскости  PQR , 
расположенная  внѣ  многогранника  *,  изъ  нея  можно  провести 
въ  плоскости  PQR  лучъ  NSf  не  встрѣчающій  многогранника 
(теор.  191,  а потому  не  встрѣчающій  и периферіи  многоуголь- 
ника q.  Поэтому  точка  N лежитъ  внѣ  многоугольника  q. 

Итакъ,  всякая  точка  плоскости  PQR , расположенная  внѣ 
многогранника,  лежитъ  также  внѣ  многоугольника  q.  Слѣдова- 
тельно, всякая  точка,  расположенная  внутри  многоугольника  q, 
лежитъ  также  внутри  многогранника.  Пусть  Т будетъ  произ- 
вольная внутренняя  точка  многоугольника  q *,  она  расположена, 
слѣдовательно,  внутри  многогранника.  Пусть  S будетъ  произ- 
вольная другая  точка  плоскости  PQR , расположенная  внутри 
многогранника ; въ  такомъ  случаѣ  отрѣзокъ  TS  не  встрѣчаетъ 
поверхности  многогранника  (теор.  17  Ь),  а потому  не  встрѣ- 
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чаетъ  периферіи  многоугольника  q;  слѣдовательно,  точка  Т,  какъ 
и S,  расположена  внутри  многоугольника  q (теор.  3 гл.  XXXIII). 

Итакъ,  каждая  точка,  лежащая  въ  плоскости  PQR  внѣ  много- 
гранника, лежитъ  также  внѣ  многоугольника  q • точка  же  этой 
плоскости,  принадлежащая  многограннику,  принадлежитъ  также 
этому  многоугольнику.  Иными  словами,  многоугольникъ  q пред- 
ставляетъ собой  сѣченіе  многогранника  плоскостью  PQR. 

То  же  доказательство  устанавливаетъ  еще  слѣдующія 
детали : 

Теорема  2!.  Если  плоскость  въ  пространствѣ  Q8  проходитъ 
черезъ  внутреннюю  точку  выпуклаго  многогранника , то  вершины 
сѣченія  лежатъ  на  ребрахъ  многогранника  \ если  плоскость  прохо- 
дитъ черезъ  вершину  многогранника , то  она  служитъ  также  вер- 
шиной сѣченія. 

Теорема  22.  Если  плоскость  ABR  въ  пространствѣ  Й8 
проходитъ  черезъ  внутреннюю  точку  R и ребро  А В выпуклаго 
многогранника , то  грани , примыкающія  къ  ребру  АВ,  расположены 
по  разныя  стороны  этой  плоскости. 

Доказательство.  Такъ  какъ  точка  R лежитъ  внутри  много- 
гранника, то  она  лежитъ  внутри  двуграннаго  угла  ( АВ ) (теор. 
16  6),  ^ потому  и вся  полуплоскость  ABR  расположена  внутри 
этого  двуграннаго  угла  (теор.  17  6 гл.  XL1).  Черезъ  точку  О 
на  прямой  АВ  проведемъ  плоскость,  не  проходящую  черезъ  пря- 
мую АВ , которая  разсѣчетъ  грани  угла  (ЙН)  и полуплоскость 
ABR  соотвѣтственно  по  лучамъ  CD,  СЕ  и CF  (теор.  15  гл.  XXV), 
при  чемъ  лучъ  CF  лежитъ  внутри  угла  DCE  (теор.  14  6'  гл.  XLI). 
Слѣдовательно,  лучи  CD  и СЕ  расположены  по  разныя  стороны 
прямой  СЕ  (теор.  3 гл.  XXVII),  а потому  и по  разныя  стороны 
плоскости  ABR.  Поэтому  и полуплоскости  ABD  и АВЕ  лежатъ 
по  разныя  стороны  плоскости  ABR  (теор.  17  6 гл.  XL)*,  этимъ 
же  полуплоскостямъ  принадлежатъ  грани  многогранника,  при- 
мыкающія къ  ребру  АВ  (теор.  15). 

Теорема  23.  а)  Какъ  бы  ни  была  расположена  плоскость 
Р въ  пространствѣ  й8  относительно  выпуклаго  многогранника  /7, 
тѣ  точки  многогранника , которыя  расположены  въ  плоскости  Р 
и по  одну  сторону  ея , образуютъ  выпуклый  многогранникъ  Пѵ 

6)  Если  при  этомъ  плоскость  не  проходитъ  черезъ  внутрен- 
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нія  точки  многогранника,  то  многогранникъ  /7}  совпадаетъ  съ  много- 
гранникомъ П. 

Доказательство.  Если  плоскость  Р не  проходитъ  черезъ 
внутреннія  точки  многогранника,  то  всѣ  точки  многогранника, 
не  принадлежащія  плоскости  Р,  расположены  по  одну  сторону 
ея.  Дѣйствительно,  допустимъ,  что  точки  многогранника  М и N 
расположены  по  разныя  стороны  плоскости  Р.  Если  хоть  одна 
изъ  точекъ  М и N лежитъ  внутри  многогранника,  то  всѣ 
внутреннія  точки  отрѣзка  MN  расположены  внутри  его  (теор  - 
17  b и с);  поэтому  точка,  въ  которой  отрѣзокъ  MN  встрѣчаетъ 
плоскость  Р,  лежитъ  внутри  многогранника.  Если  же  обѣ  точки 
М и N лежатъ  на  поверхности  многогранника,  то  сколь  угодно 
близко  къ  точкѣ  М имѣются  внутреннія  точки  многогранника 
(теор.  15  гл.  L).  Выбравъ  точку  М'  внутри  многогранника  на- 
столько близко  къ  М.  чтобы  она  была  расположена  по  ту  же 
сторону  плоскости  Р,  мы  окажемся  въ  условіяхъ  уже  разсмот- 
рѣннаго случая. 

Теорема  Ь)  такимъ  образомъ  доказана. 

Положимъ  теперь,  что  плоскость  Р проходитъ  черезъ  внут- 
реннюю J/гочку  R многогранника.  Въ  этомъ  случаѣ  плоскость 
встрѣчаетъ  поверхность  многогранника  (теор.  8 гл.  L),  и сѣ- 
ченіе, согласно  теоремѣ  20,  представляетъ  собой  выпуклый 
многоугольникъ  р.  Вмѣстѣ  съ  тѣмъ  по  обѣ  стороны  плоскости 
Р имѣются  точки,  принадлежащія  многограннику  П (теор.  14 
гл.  L). 

Замѣтимъ  прежде  всего,  что.  въ  силу  теоремы  11,  пло- 
скость Р въ  этомъ  случаѣ  не  можетъ  совпадать  съ  плоскостью 
какой  либо  грани.  Если  плоскость  Р не  проходитъ  внутрь  ка- 
кой либо  грани,  то  послѣдняя  расположена  по  одну  сторону  ея 
(не  считая,  конечно,  точекъ,  лежащихъ  въ  самой  плоскости  Р) 
(теор.  1 Ь гл.  XXXVIII).  Если  же  плоскость  Р проходитъ  внутрь 
грани,  то  она  дѣлитъ  грань  на  два  выпуклыхъ  многоугольника, 
расположенныхъ  по  обѣ  стороны  плоскости  Р (теор.  1 с гл. 
XXXVIII). 

Мы  получаемъ  такимъ  образомъ  рядъ  многоугольниковъ  ; 
одни  изъ  этихъ  многоугольниковъ  представляютъ  собой  грани 
многогранника,  другіе — тѣ  части,  на  которыя  плоскость  Р дѣлитъ 
грани.  Сторонами  этихъ  многоугольниковъ  служатъ  либо  ребра 
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многогранника,  либо  части  реберъ,  отсѣкаемыя  плоскостью  Р, 
либо  отрѣзки,  по  которымъ  плоскость  пересѣкаетъ  соотвѣт- 
ствующія грани1).  Въ  послѣднемъ  случаѣ,  какъ  видно  изъ  дока- 
зательства теоремы  20,  отрѣзокъ  служитъ  также  стороной  много- 
угольника р.  Каждый  изъ  этихъ  многоугольниковъ  расположенъ 
по  одну  сторону  плоскости  Р,  нѣкоторые  имѣютъ  только  одну  сто- 
рону, принадлежащую  плоскости  Р.  Съ  каждой  стороны  плоско- 
сти Р имѣются  нѣкоторые  изъ  этихъ  многоугольниковъ.  Если 
бы  всѣ  многоугольники  (т.  е.  вся  поверхность  многогранника) 
были  расположены  только  въ  плоскости  Р и по  одну  сторону 
ея,  то  по  ту  же  сторону  были  бы  расположены  и внутреннія 
точки  многогранника.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  если  М есть  внутрен- 
няя точка  многогранника,  то  проведемъ  изъ  нея  лучъ  MN,  не 
встрѣчающій  плоскости  Р\  этотъ  лучъ  встрѣчаетъ  поверхность 
многогранника  въ  нѣкоторой  точкѣ  N ; а такъ  какъ  отрѣзокъ 
MN  не  встрѣчаетъ  плоскости  Р,  то  точка  М расположена  по 
ту  же  сторону  ея,  что  и точка  N. 

Теперь  покажемъ,  что  тѣ  многоугольники  pt,  р2 . . . рп,  ко- 
торые расположены  по  одну  сторону  плоскости  Р,  образуютъ  съ 
многоугольникомъ  р замкнутую  многогранную  поверхность. 

Дѣйствительно,  внутренняя  точка  многоугольника  р рас- 
положена внутри  многогранника  Я (см.  доказат.  теоремы  20),  а 
потому  не  можетъ  лежать  на  его  поверхности ; внутренняя 
точка  многоугольника  р,  во  всякомъ  случаѣ  лежитъ  внутри 
грани  многогранника  Я (теор.  3 гл.  XXXIV),  и потому  не  мо- 
жетъ принадлежать  многоугольнику  pj.  лежащему  въ  другой 
грани  многогранника  Я2)*,  она  не  можетъ  также  принадлежать 
многоугольнику  р,  такъ  какъ  не  лежитъ  въ  плоскости  Р.  Итакъ, 
внутренняя  точка  одного  изъ  многоугольниковъ  р,  pt,  р2...р»  не 
принадлежитъ  другому  многоугольнику. 

Теперь  намъ  нужно  показать,  что  каждая  сторона  любого 
многоугольника  р,  pt  ...  р„  служитъ  стороной  еще  одного  и 


Что  именно  такой  составъ  имѣютъ  периферіи  многоугольниковъ, 
вытекаетъ  во  всѣхъ  деталяхъ  изъ  доказательствъ  теоремъ  1 и 6 гл.  XXXV, 
къ  которымъ  апеллируетъ  потомъ  доказательство  теоремы  1 гл.  XXXVIII. 

%)  Два  многоугольника,  на  которые  плоскость  Р дѣлитъ  одну  и ту-же 
грань  многоугольника  Я,  расположены  по  разныя  стороны  плоскости  Р. 
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только  одного  изъ  этихъ  многоугольниковъ.  Пусть  АР.  будетъ 
сторона  одного  изъ  многоугольниковъ  р„  не  принадлежащая 
многоугольнику  р.  Если  сторона  АВ  есть  ребро  многогранника, 
то  она  принадлежитъ  двумъ  гранямъ  многогранника,  и вслѣдствіе 
этого  принадлежитъ  тѣмъ  двумъ  многоугольникамъ  pt-,  которые 
даютъ  эти  двѣ  грани.  To-же  самое  имѣетъ  мѣсто,  если  АВ  есть 
часть  ребра,  т.  е.  если  плоскость  Р проходитъ  черезъ  внутрен- 
нюю точку  соотвѣтствующаго  ребра  : плоскость  Р пересѣкаетъ 
при  этомъ  двѣ  грани,  сходящіяся  у этого  ребра,  и отрѣзокъ 
А В служитъ  стороной  двухъ  многоугольниковъ,  расположенныхъ 
съ  той-же  стороны  плоскости,  что  и отрѣзокъ  АВ.  Если  сто- 
рона АВ  лежитъ  въ  плоскости  Р.  т.  е служитъ  также  сторо- 
ной многоугольника  р,  и не  представляетъ  собой  ребра  много- 
гранника, то  она  служитъ  сѣченіемъ  грани  многогранника  пло- 
скостью Р;  изъ  двухъ  многоугольниковъ,  на  которые  плоскость 
Р дѣлитъ  эту  грань,  только  одинъ  Фигурируетъ  въ  числѣ  много 
угольниковъ  р,-,  ибо  другой  расположенъ  по  другую  сторону 
плоскости  Р.  Слѣдовательно,  отрѣзокъ  АВ  служитъ  стороной 
многоугольника  р п еще  одного  многоугольника  pt.  Если  же  АВ 
есть  ребро  многогранника,  то  при  немъ  сходятся  многоуголь- 
никъ р и двѣ  грани  многогранника’,  въ  виду  теоремы  22,  одна 
и только  одна  изъ  этихъ  граней  входитъ  въ  число  многоуголь- 
никовъ pt. 

Наконецъ,  принимать  въ  разсчетъ  стороны  многоугольника 
р больше  не  приходится,  потому  что  каждая  изъ  этихъ  сто- 
ронъ, какъ  видно  изъ  доказательствъ  теоремы  7 и теоремы  22, 
служитъ  въ  то  же  время  стороной  одного  изъ  многоугольниковъ 
рі,  а потому  была  уже  принята  во  вниманіе. 

Легко  также  убѣдиться,  что  плоскости  многоугольниковъ, 
имѣющихъ  общую  грань,  ни  въ  какомъ  случаѣ  не  совпадаютъ. 

Изъ  сказаннаго,  въ  виду  теоремы  1 гл.  L,  слѣдуетъ,  что 
многоугольники  эти  образуютъ  одну  или  нѣсколько  замкнутыхъ 
многогранныхъ  поверхностей. 

Замѣтимъ,  однако,  что  всѣ  многоугольники  р,-  расположены 
по  одну  сторону  плоскости  Р.  Въ  силу  теоремы  8,  всѣ  точки 
каждаго  изъ  многоугольниковъ  р,  рл  р2 . . . р„,  не  принадлежа- 
щія одному  изъ  нихъ  (скажемъ  рг),  лежатъ  по  одну  сторону 
плоскости  этого  послѣдняго  многоугольника  (р,).  Отсюда  легко 
заключить,  что  онѣ  образуютъ  только  одну  замкнутую  поверх- 
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ность.  Дѣйствительно,  допустимъ,  что  ихъ  имѣется  двѣ.  Выберемъ 
точку  М съ  внутренней  стороны  одной  поверхности  и другую  точку 
N съ  внутренней  стороны  другой  поверхности.  Если  прямая  MN 
лежитъ  въ  плоскости  какой  либо  гранп,  то  мы  замѣнимъ  точку  N 
прилежащей  къ  ней  точкой  такъ,  чтобы  прямая  MN  не  была  рас- 
положена нивъ  одной  изъ  этихъ  плоскостей  (теор.  29  гл.  XXXI). 
Прямая  МЛ7  пересѣкаетъ  каждую  поверхность  въ  двухъ  точкахъ. 
На  нашей  прямой  оказываются,  слѣдовательно,  четыре  точки, 
принадлежащія  различнымъ  многоугольникамъ  : нѣкоторыя  точки 
расположены,  слѣдовательно,  по  разныя  стороны  одного  много- 
угольника,— что  не  можетъ  пмѣть  мѣста. 

Изъ  сказаннаго  въ  связи  съ  теоремой  10  слѣдуетъ,  что 
многоугольники  р,  рп  р2 . . . р;|  огпбаютъ  выпуклый  многогран- 
никъ Яг 

Вся  поверхность  этого  многогранника  по  составу  ея  принад- 
лежитъ многограннику  II.  Пусть  М будетъ  внутренняя  точка 
многогранника.  Проведемъ  черезъ  нее  прямую,  не  встрѣчающую 
реберъ  многогранника  (теор.  4 гл.  L).  Одинъ  изъ  лучей,  на  ко- 
торые точка  М дѣлитъ  прямую,  не  встрѣтитъ  плоскости  Р.  Этотъ 
лучъ  встрѣчаетъ  поверхность  многогранника  Пх  во  внутренней 
точкѣ  одной  изъ  граней  р,-  (теор.  13);  онъ  встрѣчаетъ  также  во 
внутренней  гранп  поверхность  многогранника  Я,  а потому  точка 
М лежитъ  внутри  его. 

Такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что  каждая  точка  много- 
гранника Я въ  плоскости  Р и со  стороны  многоугольниковъ  р,. 
принадлежитъ  многограннику  Яг 

Теорема  такимъ  образомъ  доказана. 

Теорема  24.  Пусть  въ  пространствѣ  Qs 

• • • Р» 

будутъ  плоскости,  въ  которыхъ  расположены  грани  выпуклаго 
многогранника  Я.  Если  точка  М расположена  относительно  каж- 
дой изъ  этихъ  плоскостей , которой  она  не  принадлежитъ , сз  той 
же  стороны , что  и много-іранникъ , то  она  принадлежитъ  много- 
граннику. 

Доказательство.  Пусть  АВ  будетъ  нѣкоторое  ребро  много- 
гранника, Рх  и Р2  плоскости  примыкающихъ  къ  нему  граней- 
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Покажемъ,  что  точка  М принадлежитъ  двугранному  углу  (^4  В) 
многогранника  П.  Пустъ  Сх  будетъ  внутренняя  точка  грани,  ле- 
жащей въ  плоскости  PJ?  С2 — внутренняя  точка  грани,  лежащей 
въ  плоскости  Р2,  Если  точка  М лежитъ  какъ  въ  плоскости  Рѵ 
такъ  и въ  плоскости  Р2,  то  она  принадлежитъ  ребру  А В дву- 
граннаго угла.  Если  она  лежитъ  въ  одной  изъ  этихъ  плоско- 
стей, скажемъ,  въ  плоскости  Рѵ  то  она  лежитъ  со  стороны  точки 
Ct  отъ  плоскости  Р2,  т.  е.  полуплоскости  АВС  у — въ  грани  дву- 
граннаго угла  (^4  В).  Если,  наконецъ,  она  не  лежитъ  ни  въ  одной 
изъ  этихъ  плоскостей,  то  она,  по  условію,  расположена  въ  полу- 
пространствахъ СуАВС2  и С2АВСу , т.  е.  внутри  двуграннаго 
угла  ( АВ ).  Въ  силу  теоремы  16  с,  отсюда  слѣдуетъ,  что  точка 
М принадлежитъ  многограннику  П. 


ГЛАВА  ІЛІ. 

Тетраэдры. 

Теорема  1.  Никакой  многогранникъ  въ  пространствѣ  Q8  не 
можетъ  имѣть  менѣе  четырехъ  граней. 

Доказательство.  Согласно  теоремѣ  2 гл.  L,  при  каждой 
вершинѣ  многогранника  должно  сходиться  не  менѣе  трехъ  гра- 
ней. Если  бы  поэтому  число  граней  не  превышало  трехъ,  то 
черезъ  каждую  вершину  любой  грани  проходили  бы  двѣ  другія 
грани.  А такъ  какъ  всякій  многоугольникъ  имѣетъ  не  менѣе 
трехъ  вершинъ,  не  расположенныхъ  на  одной  прямой,  то  всѣ  грани 
были  бы  расположены  въ  одной  плоскости,  — что  противорѣчитъ 
пункту  с опредѣленія  1 гл.  L. 

Теорема  2.  Если  многогранникъ  въ  пространствѣ  Q8  имѣетъ 
четыре  грани , то  таковыми  служатъ  треугольники. 

Доказательство.  Положимъ,  что  нѣкоторый  многогранникъ 
имѣетъ  четыре  грани.  Разсмотримъ  одну  изъ  этихъ  граней. 
Каждая  ея  сторона  должна  лежать  на  прямой,  по  которой  ея 
плоскость  пересѣкается  съ  плоскостью  нѣкоторой  второй  грани. 
Отсюда  непосредственно  вытекаетъ,  что  всѣ  стороны  любой 
грани  должны  при  данныхъ  условіяхъ  быть  расположены  на 
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трехъ  прямыхъ.  Вершины  могутъ  быть  расположены  только  на 
пересѣченіи  этпхъ  прямыхъ;  поэтому  число  вершинъ  не  пре- 
вышаетъ 3. 

Теорема  3.  Если  четыре  треугольника  въ  пространствѣ  Q8 
образуютъ  замкнутую  многогранную  поверхность , то  послѣдняя 
имѣетъ  четыре  вершины ; эти  вершины  не  лежатъ  въ  одной  пло- 
скости. 

Доказательство.  Замѣтимъ  прежде  всего,  что  при  налич- 
ныхъ условіяхъ  при  каждой  вершпнѣ  многогранной  поверхно- 
сти сходятся  равно  три  грани.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  положимъ,  что 
всѣ  четыре  грани  сходятся  въ  одной  вершпнѣ.  Сторона  одного 
треугольника,  противолежащая  этой  вершпнѣ,  должна  также 
принадлежать  другому  треугольнику  ; но  въ  такомъ  случаѣ  эти 
два  треугольника  совпадали  бы. 

Итакъ,  на  каждую  вершину  многогранной  поверхности 
приходятся  три  вершины  треугольнпковъ,  а такъ  какъ  всѣхъ 
вершинъ  треугольники  имѣютъ  12,  то  многогранная  поверх- 
ность имѣетъ  ихъ  4. 

Эти  четыре  вершины  не  могутъ  лежать  въ  одной  пло- 
скости, такъ  какъ  при  такихъ  условіяхъ  всѣ  четыре  грани 
были  бы  расположены  въ  одной  плоскости. 

Теорема  4.  Если  чегпыре  точки  въ  пространствѣ  Qs  не  ле- 
жатъ въ  одной  плоскости , то  четыре  треугольника , опредѣляемые 
этими  точками  по  три,  образуютъ  замкнутую  многогранную  по- 
верхность., т.  е.  огибаютъ  многогранникъ. 

Доказательство.  Пусть  А,  В,  С и D будутъ  данныя  че- 
тыре точки.  Разсмотримъ  четыре  треугольника  ABC,  BCD,  CD  А и 
DAC. 

a)  Любые  два  изъ  этихъ  треугольниковъ  имѣютъ  общую 
сторону.  Больше  общихъ  точекъ  они  при  этомъ  имѣть  не  мо- 
гутъ, такъ  какъ  треугольники,  а вмѣстѣ  съ  ними  и четыре 
точки  і,  Б,  С и D были  бы  расположены  въ  одной  плоскости. 
Требованіе  а опредѣленія  1 гл.  L такимъ  образомъ  удовлетво- 
рено. 

b ) Каждая  сторона  одного  треугольника  служитъ  стороной 
еще  одного  и только  одного  треугольника. 
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с)  Два  треугольника,  имѣющіе  общую  сторону,  какъ  мы 
уже  показали,  не  лежатъ  въ  одной  плоскости. 

(і)  Наконецъ,  изъ  теор.  1 гл.  L и теор.  1 наст,  главы 
слѣдуетъ,  что  и требованіе  d опредѣленія  І гл  L удовлетворено. 

Опредѣленіе  1.  Многогранникъ  въ  пространствѣ  Q8,  по- 
верхность котораго  состоитъ  изъ  четырехъ  треугольниковъ,  на- 
зывается тетраэдромъ.  Одну  изъ  граней  тетраэдра  называютъ 
иногда  его  основаніемъ , а вершину,  не  лежащую  въ  плоскости 
этой  грани,  называютъ  вершиной , противолежащей  этому  осно- 
ванію. Два  ребра,  не  принадлежащія  одной  и той  же  грани,  на- 
зываютъ противолежащими  ребрами  тетраэдра.  Легко  видѣть, 
что  каждому  ребру  тетраэдра  отвѣчаетъ  одно  и только  одно 
противолежащее  ребро. 

Теорема  5.  Въ  пространствѣ  противолежащія  другъ 
другу  ребра  тетраэдра  не  лежатъ  въ  одной  плоскости . 

Доказательство.  Если  бы  ребра  тетраэдра  АВ  п CD  были 
расположены  въ  одной  плоскости,  то  тѣмъ  самымъ  и четыре 
его  вершины  Л,  Б,  С и D лежали  бы  въ  одной  плоскости.  Но 
это  противорѣчить  опредѣленію  1. 

Теорема  6.  Въ  пространствѣ  &)8  тетраэдръ  представляетъ 
собой  выпуклый  многогранникъ . 

Доказательство.  Пусть  АВС  будетъ  одна  изъ  граней  тет- 
раэдра ABCD.  Если  точка  М принадлежитъ  поверхности  много- 
гранника, но  не  лежитъ  въ  грани  ДБС,  то  она  принадлежитъ 
одному  изъ  трехъ  другихъ  треугольниковъ,  скажемъ,  треуголь- 
нику АВІ)  Такъ  какъ  она  при  этомъ  не  принадлежитъ  сто- 
ронѣ А В этого  треугольника,  то  она  расположена  по  ту-же 
сторону  прямой  ДР,  что  и точка  D (теор.  1 и 6 гл.  XXXVI). 
Вслѣдствіе  этого  точки  М и D расположены  по  одну  сторону 
плоскости  АВС.  Иными  словами,  всѣ  точки  поверхности  тет- 
раэдра, не  принадлежащія  какой  либо  грани,  лежатъ  по  ту  же 
сторону  ея,  что  и противолежащая  вершина.  Изъ  этого  слѣдуетъ, 
что  тетраэдръ  есть  выпуклый  многогранникъ  (теор.  ІО  гл.  LI). 

Теорема  7.  Въ  пространствѣ  £28  плоскость  Р,  встрѣчающая 
ребра  ДВ,  АС  и AD  тетраэдра  ABCD,  но  не  проходящая  черезъ  вер- 
шину А и не  совпадающая  съ  плоскостью  BCD , не  проходитъ  че- 
резъ внутреннія  точки  треугольника  BCD ; если  же  она  не  прохо- 
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дитъ  и черезъ  вершины  Б,  С и Г),  то  она  вовсе  не  встрѣчаетъ 
треугольника  BCD. 

Доказательство.  Предположимъ  сначала,  что  точки  БГ,С',Б’, 
въ  которыхъ  плоскость  Р встрѣчаетъ  ребра  АВ,  АС  и AD , не 
совпадаютъ  съ  точками  В,  С и D,  т.  е.  что  плоскость  вовсе  не 
проходитъ  черезъ  вершины  тетраэдра.  Прямая  В'С\  по  кото- 
рой плоскость  Р пересѣкаетъ  плоскость  АВС,  въ  силу  теоремы 
12  гл.  XXXVI,  не  встрѣчаетъ  стороны  ВС  треугольника  АВС ; 
поэтому  и плоскость  Р не  встрѣчаетъ  отрѣзка  ВС.  Такимъ  же 
образомъ  обнаружимъ,  что  плоскость  Р не  встрѣчаетъ  также 
отрѣзковъ  CD  и DB , т е.  не  встрѣчаетъ  сторонъ  треуголь- 
ника. Поэтому  она  не  встрѣчаетъ  вовсе  треугольника  BCD- 
если  бы  плоскость  Р пересѣкала  плоскость  BCD  по  прямой, 
проходящей  черезъ  внутреннюю  точку  треугольника  BCD , то 
послѣдняя  встрѣчала  бы  и периферію  его. 

Если  точка  В'  совпадаетъ  съ  точкой  Б,  а точки  С и О' 
не  совпадаютъ  съ  точками  С и Б,  то  мы  тѣмъ  же  путемъ 
(теор.  12  гл..  XXXVI)  докажемъ,  что  плоскость  Р не  встрѣ- 
чаетъ периферіи  треугольника,  помимо  точки  В.  Поэтому  пло- 
скость Р не  проходитъ  внутрь  треугольника  БСБ,  иначе  она- 
встрѣчала  бы  его  периферію  въ  двухъ  точкахъ. 

Если  точка  В ' совпадаетъ  съ  Б,  а точка  С'  съ  С,  то  пло- 
скость Р не  можетъ  имѣть  съ  треугольникомъ  BCD  никакихъ 
общихъ  точекъ,  помимо  отрѣзка  БС,  такъ  какъ  иначе  пло- 
скость Р совпадала  бы  съ  плоскостью  BCD. 

Теорема  8.  Всякая  плоскость  Р въ  пространствѣ  Q8,  кото- 
рая проходитъ  черезъ  внутреннюю  точку  тетраэдра  и встрѣ- 
чаетъ три  ею  ребра , сходящіяся  въ  одной  вершинѣ , даетъ  въ  сѣ- 
ченіи съ  тетраэдромъ  треугольникъ. 

Доказательство.  Если  плоскость  Р не  проходитъ  черезъ 
вершины  тетраэдра,  то  она  четвертой  грани  не  встрѣчаетъ 
(теор.  7).  Многоугольникъ,  представляющій  собой,  въ  силу  тео- 
ремы 7 гл.  LI,  сѣченіе,  не  можетъ  содержать  болѣе  трехъ  сто- 
ронъ. 

Положимъ  теперь,  что  плоскость  Р проходитъ  черезъ  вер- 
шину А тетраэдра  ABCD,  и тѣмъ  самымъ  встрѣчаетт,  слѣдо- 
вательно, всѣ  три  ребра,  сходящіяся  въ  вершинѣ  А. 
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Допустимъ  при  этомъ  сначала,  что  плоскость  Р не  про- 
ходитъ ни  черезъ  одно  изъ  реберъ  АВ , АС  и AD , выходящихъ 
изъ  вершины  А.  Согласно  теоремѣ  21  гл.  LI,  точка  А необхо- 
димо служитъ  одной  изъ  вершинъ  сѣченія.  Другія  вершины  не 
могутъ  быть  расположены  на  ребрахъ  АВ,  АС  и А /у,  такъ 
какъ  плоскость  не  проходитъ  ни  черезъ  одно  изъ  этихъ  реберъ. 
Слѣдовательно,  остальными  вершинами  будутъ  служить  точки, 
лежащія  внутри  тѣхъ  реберъ,  которыя  принадлежатъ  противо- 
лежащей грани  BCD  ’,  но,  въ  силу  теоремы  1 гл.  XL,  число  по- 
слѣднихъ вершинъ  не  превышаетъ  двухъ. 

Допустимъ  теперь,  что  плоскость  В содержитъ  ребро  АВ 
Въ  такомъ  случаѣ  точки  А и В служатъ  вершинами  сѣченія 
(теор.  21  гл.  LI).  Но  при  этомъ  ни  одна  изъ  остальныхъ 
вершинъ  сѣченія  не  можетъ  принадлежать  треугольникамъ  АВС 
или  ABD\  иначе  плоскость  Р содержала  бы  одну  изъ  граней 
тетраэдра  цѣликомъ,  и потому  не  проходила  бы  внутрь  его  (теор. 
11  гл.  LI).  Поэтому  остальныя  вершины  сѣченія  должны  лежать 
внутрп  противолежащаго  ребра  CD.  Но  такъ  какъ  плоскость 
Р пересѣкаетъ  ребро  CD  не  болѣе,  чѣмъ  въ  одной  точкѣ  (теор.  о), 
то  сѣченіе  имѣетъ,  кромѣ  А и В,  не  болѣе  одной  вершины. 

Изложенное  доказательство  устанавливаетъ  вмѣстѣ  съ 
тѣмъ  слѣдующее  предложеніе  относительно  расположенія  вер- 
шинъ сѣченія. 

Too  рема  9.  Если  въ  пространствѣ  плоскость  Р , проходящая, 
черезъ  внутреннюю  точку  тетраэдра  ABCD  проходитъ  также 
черезъ  одну  изъ  его  вершит  А , но  не  содержитъ  ни  одного  ребра , то 
одна  изъ  вершинъ  сѣченія  совпадаетъ  съ  точкой  А , а двѣ  другія 
вершины  лежатъ  внутри  реберъ , принадлежащихъ  противополож- 
ной грани.  Если  же  плоскость  Р при  тѣхъ  же  прочихъ  усло- 
віяхъ содержитъ  одно  изъ  реберъ , то  двумя  вершинами  сѣченія 
служатъ  крайнія  точки  этого  ребра , а третья  вершина  располо- 
жена внутри  противолежащаго  ребра. 

Теорема  10.  Если  плоскость  Р въ  пространствѣ  Q8  прохо- 
дитъ черезъ  внутреннюю  точку  Е ребра  А В тетраэдра  ABCD , 
но  не  содержитъ  этого  ребра  цѣликомъ , то  она  проходитъ  внутрь 
тетраэдра. 

Доказательство.  Плоскость  Р сѣчетъ  полуплоскости  ABD 
п АВС  по  двумъ  лучамъ  ЕЕ  и EG  (теор.  15  гл.  XXV),  обра- 
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зующпмъ  уголъ  FEG.  Внутреннія  точки  этого  угла  лежатъ 
внутри  двуграннаго  угла  (АР)  (теор.  14  Ъ гл.  XLI).  А такъ 
какъ  АВ  есть  выходящее  ребро  тетраэдра,  то  внутреннія  точки 
двуграннаго  угла  (АВ),  достаточно  близкія  къ  Е,  расположены 
внутри  тетраэдра. 

Теорема  Л.  Вз  пространствѣ  Q8  лучъ,  всходящій  изъ  вер- 
шины А тетраэдра  и проходящій  черезъ  внутреннюю  его  точку  К , 
встрѣчаетъ  противолежащую  этой  вершинѣ  гранъ  во  внутренней 
ея  точкѣ. 

Доказательство  . Такъ  какъ  точка  К лежитъ  внутри  трех- 
граннаго  угла  при  вершинѣ  А (теор.  14  и 16  Ъ гл.  LI),  то 
лучъ  АК  встрѣчаетъ  треугольникъ  BCD,  опирающійся  на  по- 
верхность трехграннаго  угла,  во  внутренней  его  точкѣ. 

Теорема  12.  Если  тетраэдръ  SABC  въ  пространствѣ  £28 
разсѣчемъ  плоскостью  А'В'С',  не  проходящей  черезъ  ею  вершину 
В,  не  совпадающей  съ  плоскостью  АВС но  встрѣчающей  р ебра 
выходящія  изъ  вершины  S въ  точкахъ  А\  В\  С\  то , въ  силу  теоремы, 
23  гл.  Ы и теор.  10  наст.  гл. , мы  получимъ  два  выпуклыхъ  много- 
гранника, имѣющихъ  треугольникъ  А'В'С ' общей  гранью  и располо- 
женныхъ по  разныя  стороны  сѣкущей  плоскости.  Тотъ  многогран- 
никъ, который  лежитъ  со  стороны  вершины  В,  представляетъ 
собой  тетраэдръ;  второй  же  многогранникъ  содержитъ  четыре  или 
пятъ  граней. 

Доказательство.  При  доказательствѣ  теоремы  23  гл.  LI 
мы  видѣли,  что  грани  двухъ  многогранниковъ  Пг  и Я2,  полу- 
чающихся при  разсѣченіи  выпуклаго  многогранника  П плоско- 
стью Р,  образуются  слѣдующимъ  образомъ  : тѣ  грани  многогран- 
ника Я,  которыхъ  плоскость  Р не  пересѣкаетъ,  образуютъ  грани 
одного  изъ  двухъ  многогранниковъ  П1  и Д2*,  тѣ  же  грани,  ко- 
торыя плоскость  Р пересѣкаетъ,  даютъ  по  грани  для  каждаго 
изъ  многогранниковъ  Яг  и Я2. 

Обращаясь  къ  нашей  теоремѣ,  разсмотримъ  три  случая : 

а)  Ни  одна  изъ  точекъ  А',  В',  С'  не  совпадаетъ  съ  соот- 
вѣтствующей точкой  А,  В,  С.  Въ  этомъ  случаѣ  точка  В распо- 
ложена по  одну  сторону  плоскости  Р,  а точки  А,  В и С съ  про- 
тивоположной стороны.  Если  поэтому  обозначимъ  черезъ  Bt 
тотъ  многогранникъ,  который  лежитъ  со  стороны  вершины  В, 
и черезъ  IJ2 — тотъ,  который  лежитъ  съ  противоположной  сто- 
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роны  плоскости  Р,  то  треугольникъ  ЛВС  цѣликомъ  образуетъ 
грань  многогранника  Д2  (теор.  7 гл.  LI).  Остальныя  грани 
тетраэдра  разсѣкаются  каждая  на  треугольникъ  и четыреуголь- 
никъ  (теор.  1 сл.  с гл.  XXXV)  l);  SA'Bf  и А'АВВ\  SAC  и 
А'ЛСО , SBC  и В1  ВСС,  треугольники  расположены  со  стороны 
вершины  S (теор.  6 гл.  ХХХУІ)  и образуютъ  грани  много- 
гранника Пѵ\  четыреугольники  образуютъ  грани  многогран- 
ника П2.  Такимъ  образомъ  многогранникъ  Я1  имѣетъ  четыре 
грани  SA'B\  SB’C SOA 1 и A'B'C — и потому  представляетъ  со- 
бой тетраэдръ*,  многогранникъ  же  П2  имѣетъ  пять  граней  : двѣ 
треугольный  АВС  и А'В'С  и три  четыреугольныя  Л 'Л  BBS 
В'ВСС',  С С А А'. 

b)  Одна  изъ  точекъ  А\  В', С — скажемъ,  точка  Л',  совпадаетъ 
съ  точкой  Л,  а двѣ  другія  лежатъ  внутри  реберъ  SB  и SC.  Точка 
S лежитъ  въ  этомъ  случаѣ  съ  одной  стороны  плоскости  Р,  а 
точки  В и С съ  противоположной  стороны  плоскости  Р.  И въ 
этомъ  случаѣ  плоскость  Р не  пересѣкаетъ  грани  АВС  (теор.  7), 
которая  поэтому  отходитъ  цѣликомъ  къ  многограннику  Д2. 
Остальныя  три  грани  тетраэдра  разсѣкаются  плоскостью  Р* 
грани  SAB  и SAC — каждая  на  два  треугольника  SAB'  и ЛВ'В, 
SAC1  и ЛС'С',  грань  же  SBC  на  треугольникъ  SBfC'  и четыре- 
угольникъ  В' ВСС  (теор.  1 сл .Ъ  и с гл.  XXXV).  Такимъ  образомъ 
многогранникъ  Пх  имѣетъ  грани  SAB\  SAC\  SB'Cr  и AB’C, 
т.  е.  представляетъ  собой  тетраэдръ.  Многогранникъ  же  ТТ2 
имѣетъ  четыреугольную  грань  А' ВСС  и четыре  треугольныя 
грани:  ЛВ'В,  ACC,  АВС  и АС  С. 

c)  Двѣ  изъ  точекъ  Л'В'С',  скажемъ,  А1  и В',  совпадаютъ 
съ  точками  Л и Б,  а третья  точка  лежитъ  внутри  ребра  SC. 
Точки  S и С расположены  въ  этомъ  случаѣ  по  разныя  стороны 
плоскости  Р.  Въ  силу  той  же  теоремы  7,  грань  АВС  и теперь 
цѣликомъ  отходитъ  къ  многограннику  Д2,  грань  же  SAB  цѣли- 
комъ принадлежитъ  многограннику  Пх.  Остальныя  двѣ  грани 
разсѣкаются  въ  этомъ  случаѣ  плоскостью  Р каждая  на  два 
треугольника.  Оба  многогранника  Пх  и П2  имѣютъ  по  четыре 
грани,  и потому  представляютъ  собою  тетраэдры  SABO  и САВС. 


О Къ  этимъ  теоремамъ  апеллируетъ  потомъ  теор.  1 гл.  XXXVIII. 
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Опредѣленіе  2.  Если  тетраэдръ  SABC  разсѣкается  пло- 
скостью, которая  пересѣкаетъ  ребра  Б^і,  SB,  SC.  выходящія 
пзъ  вершпны  S въ  точкахъ  А',  Б',  С',  то  многогранникъ,  располо- 
женный со  стороны,  противоположной  вершпнѣ  Б}  мы  будемъ 
называть  усѣченнымъ  тетраэдромъ  А'В'С'АВС.  Грани  АВС  и 
А’В'С\  т.  е.  грань  тетраэдра  противолежащую  вершинѣ  Б,  и 
грань,  образуемую  сѣченіемъ,  мы  будемъ  называть  нижнимъ  и 
верхнимъ  основаніями  усѣченнаго  тетраэдра;  остальныя  же  грани 
мы  будемъ  называть  боковыми  гранями.  Отрѣзки  АА\  ВВ\  СС — 
если  они  не  сводятся  къ  точкамъ  — мы  будемъ  называть  боко- 
выми ребрами  усѣченнаго  тетраэдра.  Усѣченный  тетраэдръ  мо- 
жртъ  имѣть  такимъ  образомъ  три,  два  или  только  одно  боко- 
вое ребро 

Теорема  13.  Если  усѣченный  тетраэдръ  въ  пространствѣ  Qg 
имѣетъ  только  одно  боковое  ребро , та  онъ  представляетъ  собой 
тетраэдръ. 

Доказательство.  Усѣченный  тетраэдръ  А’В'С'АВС  имѣетъ 
только  одно  боковое  ребро  въ  томъ  случаѣ,  если  двѣ  изъ  то- 
чекъ А\  Б',  С совпадаютъ  съ  соотвѣтствующими  точками 
А.  Б,  С.  Этотъ  случай  разсмотрѣнъ  нами  въ  пунктѣ  с доказа- 
тельства теоремы  12,  и мы  видѣли,  что  усѣченный  тетраэдръ 
имѣетъ  при  такихъ  условіяхъ  лишь  четыре  грани. 

Теорема  14  Въ  пространствѣ  Q8  многоугольникъ  р образуетъ 
съ  треугольниками , которые  имѣютъ  общую  вершину  въ  точкѣ  Б, 
лежащей  внѣ  ею  плоскости , а противолежащими  ей  основаніями 
стороны  этою  многоугольника , — замкнутую  многогранную  поверх- 
ность. 

Доказательство,  а)  Многоугольникъ  р имѣетъ  съ  каждымъ 
изъ  треугольниковъ  общую  сторону  по  условію;  больше  же  об- 
щихъ точекъ  они  не  имѣютъ,  ибо  иначе  точка  Б была  бы  рас- 
положена въ  плоскости  многоугольника  р.  Два  треугольника, 
имѣющіе  общую  вершину  въ  точкѣ  Б,  имѣютъ  общую  сторону, 
если  основанія  ихъ  представляютъ  собой  двѣ  послѣдовательныя 
стороны  многоугольника  р.  При  этомъ  больше  общихъ  точекъ  они 
не  имѣютъ,  ибо  иначе  они  были  бы  расположены  въ  одной 
плоскости,  и послѣдовательныя  стороны  многоугольника  р,  слу- 
жащія ихъ  основаніями,  лежали  бы  на  одной  прямой.  Наконецъ, 
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два  треугольника,  основаніями  которыхъ  служатъ  непослѣдова- 
тельныя стороны  многоугольника  р,  кромѣ  общей  вершины,  не 
имѣютъ  общихъ  точекъ  : если  бы  они  таковую  имѣли,  то  ихъ 
основанія  также  имѣли  бы  общую  точку— центральную  проекцію 
изъ  точки  S первой  общей  точки  на  плоскость  многоугольника 
р • это  же  не  можетъ  имѣть  мѣста  для  непослѣдовательныхъ 
сторонъ  многоугольника. 

b)  Каждая  сторона  многоугольника  р служитъ  основаніемъ 
одного  и только  одного  изъ  треугольниковъ,  сходящихся  въ 
вершинѣ  S.  Каждая  боковая  сторона  такого  треугольника  при- 
надлежитъ еще  одному  и только  одному  треугольнику  : именно 
тому,  основаніемъ  котораго  служитъ  сторона  многоугольника  р, 
смежная  съ  основаніемъ  перваго  треугольника  и примыкающая 
къ  этой  боковой  сторонѣ. 

c)  Два  многоугольника,  имѣющіе  общую  сторону,  не  рас- 
положены въ  одной  и той  же  плоскости.  Такъ,  если  бы  одинъ  изъ 
треугольниковъ  былъ  расположенъ  въ  одной  плоскости  съ  много- 
угольникомъ р,  то  его  вершина  S лежала  бы  въ  плоскости  этого 
многоугольника.  Если  бы  два  боковые  треугольника,  имѣющіе  об- 
щую сторону,  были  расположены  въ  одной  плоскости,  то  ихъ 
основанія  лежали  бы  на  одной  прямой 

d ) Наша  система  многоугольниковъ  не  можетъ  быть  раз- 
бита на  группы,  обладающія  свойствами  а,  б и с опредѣле- 
нія 1 гл.  L.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  если  мы  въ  такую  группу  вве- 
демъ многоугольникъ  р,  то  въ  нее  необходимо  должны  войти  всѣ 
треугольники,  такъ  какъ  каждый  изъ  нихъ  имѣетъ  съ  много- 
угольникомъ р общую  сторону.  Если  ввести  въ  группу  одинъ 
изъ  боковыхъ  треугольниковъ,  то  въ  нее  долженъ  войти  также 
многоугольникъ  р,  а вмѣстѣ  съ  нимъ  и остальные  треугольники. 

Опредѣленіе  3.  Если  одной  гранью  многогранника  въ  про- 
странствѣ Q8  служитъ  односвязный  или  многосвязный  много- 
угольникъ р,  остальными  же  гранями  служатъ  треугольники, 
которые  имѣютъ  общую  вершину  въ  точкѣ  S,  лежащей  внѣ 
плоскости  многоугольника  р,  а основаніями — стороны  этого  много- 
угольника, — то  такой  многогранникъ  называется  пирамидой. 
Многоугольникъ  р называется  основаніемъ  пирамиды , точка  ея 
вершиной.  По  числу  сторонъ  основанія  пирамида  называется 
трехгранной , четырехгранной  и т.  п.  Треугольныя  грани,  схо- 
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дящіяея  въ  вершинѣ  пирамиды,  называются  боковыми  гранями ; 
пирамиду,  имѣющую  основаніемъ  многоугольникъ  р,  а вершину 
въ  точкѣ  5,  мы  будемъ  обозначать  символомъ  (Др). 

Теорема  15  Be  пространствѣ  тетраэдр е представляете 

собой  трехгранную  пирамиду  ; усѣченный  тетраэдре , имѣющій  два 
ребра , представляете  собой  четырехгранную  пирамиду. 

Доказательство.  Не  останавливаясь  на  доказательствѣ 
первой  части  этой  теоремы,  обратимся  къ  усѣченному  тетраэдру 
А'В'С'АВС.  Онъ  имѣетъ  два  ребра  въ  томъ  случаѣ,  если  одна  изъ 
вершинъ  верхняго  основанія,  скажемъ  А\  совпадаетъ  съ  соот- 
вѣтствующей вершиной  нижняго  основанія  А.  Въ  пунктѣ  b 
доказательства  теоремы  12  этотъ  случай  былъ  подробно  раз- 
смотрѣнъ, при  чемъ  гранямп  усѣченнаго  тетраэдра  въ  этомъ 
случаѣ  оказались:  четыреугольникъ  В'ВСС  и треугольники 

ЛВВ\  АВС , АСС,  АС’В'.  Ясно,  что  это  пирамида  съ  основа- 
ніемъ В'ВСС  и вершиной  .4. 

Теорема  16.  Be  пространствѣ  12,  луче^  выходящій  хт  вер- 
шины пирамиды  и проходящій  черезе  другую  ея  точку  К \ встрѣ- 
чаете основаніе  пирамиды  ее  одной  точкѣ.  Если  луче  проходите 
черезе  внутреннюю  точку  пирамиды , то  оне  встрѣчаете  основаніе 
во  внутренней  по  точкѣ. 

Доказательство.  Если  точка  К принадлежитъ  боковой 
грани  SAB  пирамиды,  то  она  принадлежитъ  также  углу  ASB 
(теор.  10  гл.  XXXVI);  поэтому  лучъ  SK  встрѣчаетъ  ребро  АВ 
(теор.  21  гл.  XXVI),  а вмѣстѣ  съ  вимъ  и основаніе  пирамиды. 

Если  точка  К лежитъ  внутри  пирамиды,  то  лучъ,  составля- 
ющій продолженіе  отрѣзка  SK  въ  сторону  точки  К,  необхо- 
димо долженъ  встрѣтить  поверхность  пирамиды  въ  нѣкоторой 
точкѣ  L . Если  бы  точка  L лежала  на  одной  изъ  боковыхъ  гра- 
ней, то  и точка  К лежала  бы  на  этой  грани  (теор.  14  а гл. 
XXXVI). 

Въ  двухъ  точкахъ  лучъ  SL  не  можетъ  встрѣчать  основа- 
нія, потому  что  въ  такомъ  случаѣ  и вершина  S была  бы  рас- 
цоложена  въ  плоскости  основанія. 

Теорема  17.  Be  пространствѣ  О,  всѣ  внутреннія  точки  от- 
рѣзка SL,  соединяющаго  вершину  S пирамиды  (<S,p)  се  внутренней 
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точкой  основанія  L , принадлежатъ  пирамидѣ.  Если  точка  L ле- 
житъ внутри  основанія , то  и внутреннія  точки  отрѣзка  лежатъ 
внутри  пирамиды. 

Доказательство.  Если  точка  L лежитъ  на  периферіи  осно- 
ванія,-^ то  весь  отрѣзокъ  SL  принадлежитъ  соотвѣтствующей 
грани  (теор.  14  а гл.  ХХХУІ). 

Положимъ  поэтому,  что  точка  L лежитъ  внутри  основанія. 
Въ  такомъ  случаѣ  прямая  SL  не  встрѣчаетъ  поверхности  пи- 
рамиды, помимо  точекъ  S и L Дѣйствительно,  если  бы  она 
встрѣчала  основаніе  еще  въ  одной  точкѣ,  то  вершина  S ле- 
жала бы  въ  плоскости  основанія.  Если  бы  она  проходила  че- 
резъ точку,  лежащую  на  боковой  грани,  то  она  встрѣчала  бы, 
какъ  мы  видѣли  при  доказательствѣ  предыдущей  теоремы,  пе- 
риферію основанія.  Если  поэтому  точка  К лежитъ  внутри  от- 
рѣзка SL,  то  лучъ  SK  пересѣкаетъ  поверхность  въ  одной  точкѣ 
L (теор.  25  гл.  L);  слѣдовательно,  точка  К лежитъ  внутри  пи- 
рамиды (теор.  22  гл.  L). 


ГЛАВА  LIII. 

Разложеніе  многогранниковъ  на  составляющіе  многогранники. 

Опредѣленіе  1.  Если  нѣсколько  многогранниковъ  въ  про- 
странствѣ Q8  расположены  такимъ  образомъ,  что  ни  одинъ  изъ 
нихъ  не  имѣетъ  внутреннихъ  точекъ,  принадлежащихъ  дру- 
гому многограннику,  то  говорятъ,  что  многогранники  эти  не 
покрываютъ  другъ  друга.  Если  внутренняя  точка  одного  много- 
гранника принадлежитъ  другому  многограннику,  то  говорятъ, 
что  эти  два  многогранника  покрываютъ  другъ  друга. 

Теорема  1.  Если  два  многогранника  П1  и П2  въ  простран- 
ствѣ Q8  покрываютъ  другъ  друга , то  каждый  многогранникъ  имѣетъ 
внутреннія  точки , принадлежащія  другому  многограннику,  ггмѣются 
также  точки , расположенныя  внутри  обоихъ  многогранниковъ. 

Доказательство.  Положимъ,  что  внутренняя  точка  Р много- 
гранника принадлежитъ  многограннику  Д2.  Лежитъ  ли  точка 
Р внутри  или  на  поверхности  многогранника  Д2,  сколь  угодно 
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близко  къ  ней  имѣются  точки,  расположенныя  внутри  много" 
гранника  Л2  ^теор.  14  и 15  гл.  L).  Поэтому  внутри  Сферы 
точки  Р относительно  многогранника  Л1  имѣются  внутреннія 
точки  многогранника  Я2.  Иными  словами,  внутри  многогранника 
Л1  (теор.  14  гл.  L)  имѣются  внутреннія  точки  многогранника  Л2. 

Теорема  2.  Если  два  выпуклыхъ  многогранника  Пх  и Л2  въ 
пространствѣ  Q8  покрываютъ  другъ  друга,  и плоскость  какой  либо 
грани  не  проходитъ  внутрь  другою  многогранника,  то  оба  много- 
гранника расположены  по  одну  сторону  этой  плоскости. 

Доказательство.  Въ  виду  теоремъ  8 и 23  Ъ гл.  Ы,  каждый 
многогранникъ  расположенъ  всѣми  своими  точками,  не  лежащими 
въ  разсматриваемой  плоскости,  по  одну  сторону  ея.  Такъ  какъ, 
съ  другой  стороны,  многогранники  имѣютъ  общія  внутреннія 
точки  ^теор.  1),  то  оба  многогранника  расположены  по  одну  и 
ту  же  сторону  плоскости. 

Теочѳма  3.  Если  два  выпуклыхъ  многогранника  П1  и П2  въ 
пространствѣ  Qs  покрываютъ  другъ  друга,  то  совокупность  общихъ 
ихъ  точекъ  образуетъ  выпуклый  многогранникъ. 

Доказательство.  Пусть  Рп  Рг  Р3.  . . .Р»  будутъ  ^плоско- 
сти, въ  которыхъ  расположены  гранп  многогранника  П1.  Пусть 
П'  будетъ  совокупность  тѣхъ  точекъ  многогранника  Л2,  кото- 
рыя лежатъ  либо  въ  плоскости  Pt,  либо  по  ту  же  сторону 
ея,  что  и многогранникъ  Пг  Эта  совокупность  точекъ  IT  об ла- 
даетъ  слѣдующими  свойствами  : 

a)  П'  есть  выпуклый  многогранникъ  (теор.  23  гл.  L1  и 
теор.  2 наст.  гл.). 

b ) Всѣ  точки  многогранника  ГР  принадлежатъ  многогран* 
нпку  Л2. 

c)  Всѣ  точки  многогранника  ГГ  лежатъ  либо  въ  плоскости 
Рр  либо  по  ту  же  сторону  отъ  Рп  что  и многогранникъ  Пг 

сГ)  Всѣ  общія  точки  многогранниковъ  Пх  и Л2  принадле- 
жатъ также  многограннику  ГГ,  ибо  таковыя  естественно  лежатъ 
лпбо  въ  плоскости  Р4,  либо  по  ту  же  сторону  ея,  что  п много- 
гранникъ Пѵ 

Такъ  какъ  нѣкоторыя  внутреннія  точки  многогранника  TIt 
принадлежатъ  многограннику  Ла,  то  таковыя  принадлежатъ  и 
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многограннику  Я';  иными  словами  многогранники  Пх  и Я'  по- 
крываютъ другъ  друга 

Обозначимъ  теперь  черезъ  П"  совокупность  точекъ,  при- 
надлежащихъ многограннику  Я и лежащихъ  либо  въ  плоско- 
сти л,  либо  по  ту  же  сторону,  что  и многогранникъ  Яг 

Легко  видѣть,  что  точки  эти  обладаютъ  слѣдующими  свой- 
ствами : 

a)  Онѣ  образуютъ  выпуклый  многогранникъ  Я". 

b ) Всѣ  точки  этого  многогранника  принадлежатъ  много 
граннику  П'  а потому  и многограннику  Я2. 

c)  Всѣ  точки  этого  многогранника  лежатъ  либо  въ  пло- 
скостяхъ Pt  и Р2,  либо  по  ту  же  сторону  каждой  изъ  нихъ, 
что  и многогранникъ  Яг 

d ) Всѣ  общія  точки  многогранниковъ  Пг  и Я2  принадле- 
жатъ также  многограннику  Я”, 

Продолжая  тотъ  же  рядъ  разсужденій,  мы  придемъ  къ  нѣ- 
которой совокупности  точекъ  Я(п),  которая  обладаетъ  слѣдую- 
щими свойствами : 

a)  Эти  точки  образуютъ  выпуклый  многогранникъ. 

b)  Всѣ  точки  этого  многогранника  принадлежатъ  много- 
граннику Я2. 

c)  Всѣ  точки  этого  многогранника  лежатъ  либо  въ  пло- 
скостяхъ Pt,  Р2,  Р8.  . .Р„,  либо  по  ту  же  сторону  каждой  изъ 
нихъ,  что  и многогранникъ  Яг 

d)  Всѣ  общія  точки  многогранниковъ  Пг  и Я2  принадле- 
жатъ также  многограннику  Я(п). 

Но  изъ  пункта  с)  въ  силу  теоремы  24  гл.  LI,  слѣдуетъ, 
что  всѣ  точки  многогранника  Я(м)  принадлежатъ  также  много- 
граннику Пѵ  Сопоставляя  это  съ  пунктами  Ъ ) и d),  заключаемъ 
отсюда,  что  совокупность  общихъ  точекъ  многогранниковъ  IJt 
и Я2  образуетъ  выпуклый  многогранникъ  Я(п). 

Опредѣленіе  2.  Если  многогранники 

я„  Д„  . . . Пп  (1) 

въ  пространствѣ  не  покрываютъ  другъ  друга  и располо 
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жены  относительно  многогранника  Я такимъ  образомъ,  что  каж- 
дая точка  любого  изъ  многогранниковъ  (1)  принадлежитъ  много- 
граннику Я,  и обратно — каждая  точка  многогранника  Я при- 
надлежитъ, по  крайней  мѣрѣ,  одному  изъ  многогранниковъ  (1). — 
то  мы  будемъ  говорить,  что  многогранникъ  Я состоитъ  изъ 
многогранниковъ  (1). 

Теорема  4 Если  многогранникъ  Я въ  пространствѣ  Qg  со- 
стоитъ изъ  нѣсколькихъ  многогранниковъ , то  каждая  внутренняя 
точка  любою  изъ  составляющихъ  многогранниковъ,  лежитъ  внутри 
многогранника  Я. 

Доказательство.  Если  точка  Р лежитъ  внутри  одного  изъ 
составляющихъ  многогранниковъ,  то  всѣ  точки,  прилежащія  къ 
Р относительно  этого  составляющаго  многогранника,  также  рас- 
положены внутри  его  (теор.  14  гл.  L),  а потому  принадлежатъ 
многограннику  Я-  Это  не  могло  бы  имѣть  мѣста,  если  бы  точка 
Р лежала  на  поверхности  многогранника  Я (теор.  15  гл.  L). 

" еорема  5.  а)  Если  выпуклый  многогранникъ  Я въ  простран- 
ствѣ Qg  состоитъ  изъ  нѣсколькихъ  составляющихъ  многогранни- 
ковъ, то  каждая  точка , лежащая  внутри  грани  одного  изъ  со- 
ставляющихъ многогранниковъ , лежитъ  либо  внутри  многогран- 
ника Я,  либо  внутри  одной  изъ  его  граней. 

Ь)  При  тѣхъ  же  условіяхъ  точка , лежащая  внутри  ребра 
одного  изъ  составляющихъ  многоугольниковъ , не  можетъ  совпадать 
съ  вершиной  многогранника  Я. 

Доказательство,  о)  Положимъ,  что  точка  Р,  расположенная 
внутри  грани  р составляющаго  многогранника  Яп  лежитъ  на 
ребрѣ  АВ  многогранника  Я.  Въ  плоскости  многоугольника  р 
черезъ  точку  Р проведемъ  прямую,  не  совпадающую  съ  АВ. 
Пусть  Q и R будутъ  двѣ  точки  этой  прямой,  расположенныя 
по  разныя  стороны  точки  Р и принадлежащія  многоугольнику 
р (теор.  4 а гл.  XXXIII),  Точка  Q принадлежитъ  двугранному 
углу  (АВ)  многогранника  Я (теор.  16  а гл.  LI)*,  но  такъ  какъ 
прямая  Ру  не  совпадаетъ  съ  прямой  АВ , то  точка  Р лежитъ 
либо  внутри  грани,  либо  внутри  этого  двуграннаго  угла.  По- 
этому лучъ  PQ  лежитъ  внутри  грани  или  внутри  двуграннаго  угла 
(АВ)  (теор.  16  гл.  XLI),  а лучъ  PR  этому  двугранному  углу  не 
принадлежитъ  (теор,  18  и 22  гл.  XLI)  Между  тѣмъ  точка  R 
должна  принадлежать  двугранному  углу  (АВ),  такъ  какъ  она 
принадлежитъ  многограннику  Я. 
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6)  Если  бы  точка  Р,  лежащая  внутри  ребра  CD  многогран- 
ника  П1}  совпадала'  съ  вершиной  многогранника  Я,  то  лучи  PC 
и PD  не  могли  бы  оба  принадлежать  многогранному  углу  при 
этой  вершинѣ  (теор.  14  гл.  Ы,  теор.  8 гл.  ХЬѴ);  между  тѣмъ 
обѣ  точки  С и Я должны  принадлежать  этому  многогранному 
углу,  въ  силу  теоремы  16  а гл.  LI. 

Теорема  6.  а)  Если  многограннике  П ее  пространствѣ  Q6 
состоите  изе  нѣсколъкихе  многогранниковъ , то  всякая  точка  Р, 
расположенная  на  поверхности  многогранника  П,  лежите  также  на 
поверхности  каждаго  составляющаго  многогранника , которому  она 
принадлежите. 

b ) Если  точка  Р лежите  на  ребрѣ  выпуклаго  многогранника 
Я,  то  она  лежите  также  на  ребрѣ  каждаго  изе  составляющихъ 
многогранник  ове , которому  она  принадлежите. 

c)  Если , наконецъ , точка  Р служите  вершиной  выпуклаго 
многогранника  Я,  то  она  служите  также  вершиной  всякаго  со- 
ставляющаго многогранника , которому  она  принадлежите. 

Доказательство  отъ  противнаго  на  основаніи  двухъ  пре- 
дыдущихъ теоремъ. 

Теорема  7.  Если  выпуклый  многограннике  Я ее  пространствѣ 
Q8  состоите  изе  нѣсколъкихе  состав ляюгцихе  многогранниковъ , и 
гранъ  р'  одного  изе  состав  л яющихе  многогранников  е имѣете  внут- 
реннюю точку  Р,  принадлежащую  грани  р многогранника  Я,  — wo 
весь  многоугольнике  р'  принадлежите  многоугольнику  р. 

Доказательство.  Прежде  всего  замѣтимъ,  что  плоскость 
многоугольника  р'  необходимо  должна  совпадать  съ  плоскостью 
многоугольника  р.  Дѣйствительно,  точка  Р лежитъ  внутри  грани 
р (теор.  5 а);  если  бы  плоскость  р'  пересѣкала  плоскость  р,  то 
сколь  угодно  близко  къ  точкѣ  Р въ  плоскости  рг  были  бы  точки, 
расположенныя;  внѣ  многогранника  Я (теор.  16  гл.  L).  Но,  съ 
другой  стороны,  такъ  какъ  точка  Р лежитъ  внутри  многоугольника 
р',  то  всѣ  точки,  расположенныя  въ  плоскости  р'  достаточно 
близко  къ  |Р,  принадлежатъ  многоугольнику  р',  а стало  быть, 
и многограннику  Я. 

Теперь  нетрудно  обнаружить,  что  всякая  точка  многоуголь 
ника  р'  принадлежитъ  многоугольнику  р.  Допустимъ  въ  самомъ 
дѣлѣ,  что* 'нѣкоторая  внутренняя  точка  Р'  многоугольника  р'  ле- 
житъ внѣ  многоугольника  р.  Соединимъ  точку  Р’  съ  точкой  Р 
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ломанной,  расположенной  цѣликомъ  внутри  многоугольника  р' 
(теор.  15  гл.  XXXVI  и теор.  9 гл.  XXXIX).  Въ  виду  тео- 
ремы 6,  ни  одна  точка  этой  ломанной  не  лежитъ  на  ребрѣ  много- 
гранника 77.  а потому  ломанная  не  встрѣчаетъ  сторонъ  много- 
угольника р.  Это  противорѣчитъ  теоремѣ  15  b гл.  ХХХШ1). 

Итакъ,  всѣ  внутреннія  точки  многоугольника  р'  принадле- 
жатъ многоугольнику  р ; поэтому  и периферія  многоугольника 
р'  принадлежитъ  многоугольнику  р (теор.  1 гл.  XXXIV). 

Теорема  8.  Если  многогранникъ  77  въ  пространствѣ  Q8  со- 
стоитъ  изъ  нѣсколькихъ  многогранниковъ , и точка  Р лежитъ  внутри 
какой  либо  грани  р многогранника  77,  то  въ  той  же  грани  р сколъ 
угодно  близко  къ  Р имѣются  точки , расположенныя  внутри  грани 
какого  либо  составляющаго  многогранника. 

Доказательство.  Пусть  q будетъ  радіусъ  круга  точки  В 
относительно  многоугольника  р,  а г — произвольное  число,  меньшее 
q.  Изъ  точки  Р,  какъ  изъ  центра,  радіусомъ,  равнымъ  */*  г,  опи- 
шемъ въ  плоскости  р окружность  (Р,  Ѵаг^*  Обозначимъ  черезъ 
к число  различныхъ  граней  всѣхъ  многогранниковъ,  изъ  кото- 
рыхъ составленъ  многогранникъ  Я.  Внутри  круга  (Р,  !/.2  г)  вы 
беремъ  2/v-j-l  точекъ  такимъ  образомъ,  чтобы  никакія  три  изъ 
нихъ  не  лежали  на  одной  прямой  (теор.  15  гл.  XXXI).  Всѣ  эти 
точки  принадлежатъ  гранямъ  составляющихъ  многогранниковъ 
(теор.  6 а);  а такъ  какь  число  точекъ  превышаетъ  2/с,  то  най- 
дется, по  крайней  мѣрѣ,  одна  грань  составляющаго  многогран- 
ника, которой  принадлежатъ  три  изъ  этихъ  точекъ.  Обозначимъ 
эту  грань  черезъ  р',  а черезъ  Р'—  одну  изъ  нанесенныхъ  нами 
точекъ,  въ  этой  грани  лежащихъ.  Грань  р'  расположена  въ 
плоскости  грани  р.  Если  точка  Р'  лежитъ  внутри  многоуголь- 
ника р',  то  на  разстояніи  РР'<^1,\г  отъ  Р окажется  точка,  рас- 
положенная внутри  многоугольника  р'  и въ  то  же  время  и 
внутри  многоугольника  р (теор.  5 а).  Если  точка  Р лежитъ  на 
периферіи  многоугольника  р',  то  на  разстояніи,  меньшемъ  1/2  г 
отъ  нея,  найдется  точка  Р",  лежащая  внутри  многоугольника  рг 
(теор,  4 d гл.  XXXIII).  Точка  Р"  отстоитъ  отъ  В на  разстоя- 


*)  Теорема  эта,  какъ  легко  убѣдиться  изъ  доказательства,  остается  въ 
силѣ  п въ  томъ  случаѣ,  если  ломанная  не  простая. 
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ніе  РРп  < г и,  какъ  прилежащая  къ  Р относительно  много- 
угольника р,  лежитъ  внутри  многоугольниковъ  р'  и р (теор.  4 а 
гл.  ХХХІІГ). 

Теорема  9.  Если  выпуклый  многограннике  П въ  простран- 
ствѣ Q8  состоитъ  изъ  нѣсколькихъ  составляющихъ  многогранни- 
ковъ, то  каждая  грань  многогранника  П состоитъ  изъ  одной  или 
нѣсколькихъ  граней  составляюгцихъ  многогранниковъ  ; при  этомъ 
каждая  изъ  послѣднихъ  граней  принадлежитъ  только  одному  со- 
ставляющему многограннику. 

Доказательство.  Пусть  р будетъ  произвольная  грань  вы 
пуклаго  многогранника  П.  Изъ  сопоставленія  двухъ  послѣднихъ 
теоремъ  легко  усмотрѣть,  что  существуютъ  грани  составляю- 
щихъ многогранниковъ,  которыя  цѣликомъ  принадлежатъ  много- 
угольнику р.  Пусть 

Ріі  Рзі  Рз  * * * Р*  (^) 

будутъ  тѣ  грани  составляющихъ  многогранниковъ,  которыя 
принадлежатъ  многоугольнику  р.  Покажемъ,  что  многоугольникъ 
р состоитъ  изъ  многоугольниковъ  (2). 

Прежде  всего  обнаружимъ,  что  многоугольники  (2)  не  покры- 
ваютъ другъ  друга.  Допустимъ,  дѣйствительно,  что  внутренняя 
точка  многоугольника  р,-  принадлежитъ  многоугольнику  р,*,  въ 
такомъ  случаѣ  эти  многоугольники  не  могутъ  служить  гранями 
одного  и того  же  составляющаго  многогранника  (опред.  1 а 
гл.  L);  они  принадлежатъ  поэтому  двумъ  различнымъ  соста- 
вляющимъ многогранникамъ  Я' и П".  Такъ  какъ  многоугольники 
р<  и ру  покрываютъ  другъ  друга,  то  существуетъ  точка  Р,  ле~ 
жащая  внутри  ихъ  обоихъ  (теор  12  гл.  XXXVIII);  въ  виду 
теоремы  5 а,  она  лежитъ  также  внутри  многоугольника  р.  Внут- 
реннія точки  многогранника  Я,  достаточно  близкія  къ  точкѣ  Р, 
расположены  по  одну  сторону  плоскости  р (теор.  16  гл.  L) ; 
точно  такъ  же  и внутреннія  точки  многогранника  Я',  доста- 
точно близкія  къ  Р,  также  расположены  по  одну  сторону  пло- 
скости р.  Но  такъ  какъ  тѣ  и другія  точки  лежатъ  также  внутри 
многогранника  Я,  то  всѣ  онѣ  при  достаточно  маломъ  разстоя- 
ніи отъ  Р лежатъ  по  одну  сторону  отъ  плоскости  р.  Изъ  этого 
слѣдуетъ,  что  многогранники  Я и Ям  имѣютъ  общія  внутрен- 
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нія  точки  (именно,  прилежащія  къ  Р относительно  трехъ  много- 
гранниковъ Я.  ГГ  и Я'), — что  противно  условію. 

Изложенныя  соображенія  не  только  доказываютъ,  что 
многоугольники  (2)  не  покрываютъ  другъ  друга,  но  и обнаружи- 
ваютъ также,  что  каждый  изъ  этихъ  многоугольниковъ  служитъ 
гранью  только  одного  составляющаго  многогранника. 

Такъ  какъ,  по  существу  дѣла,  многоугольники  (21  при- 
надлежатъ цѣликомъ  многоугольнику  р,  тонамъ  остается  только 
показать,  что  каждая  внутренняя  точка  многогранника  р при- 
надлежитъ, по  крайней  мѣрѣ,  одному  изъ  многоугольниковъ  (2) 
(теор.  2 гл.  XXXIV).  Но  если  бы  какая  либо  точка  Q много- 
угольника р была  бы  расположена  внѣ  всѣхъ  многоугольни- 
ковъ (2),  то  ее  можно  было  бы  обвести  окружностью  доста- 
точно малаго  рвдіуса,  чтобы  всѣ  точки,  внутри  нея  лежа- 
щія, были  расположены  внѣ  всѣхъ  многоугольниковъ  (2)  (теор. 
4 а гл.  XXXIII).  Но,  въ  виду  теоремы  8,  внутри  этой  окруж- 
ности необходимо  должна  существовать  точка,  расположенная 
внутри  нѣкоторой  грани  р'  одного  изъ  составляющихъ  много- 
гранниковъ. Въ  силу  же  теоремы  7,  эта  грань  р'  должна  Фи- 
гурировать въ  ряду  (2)  Сдѣланное  допущеніе  приводитъ  та- 
кимъ образомъ  къ  противорѣчію. 

Вмѣстѣ  съ  тѣмъ  наша  теорема  доказана  во  всемъ  ея 
объемѣ. 

Теорема  10.  Если  многограннике  П въ  пространствѣ  Q8  со- 
стоитъ изъ  многогранниковъ 

Я„  Л2,  л3  . . . я„, 

если  каждый  изъ  многогранниковъ  Яе,  въ  свою  очередь , состоитъ  изъ 
многогранниковъ 

Пі,г , Д-,2  . . • Д')И<, 

то  многогранникъ  П состоитъ  изъ  всѣхъ  многогранниковъ  П^. 

Доказательство  вполнѣ  аналогично  доказательству  тео- 
ремы 8 гл.  XXXIV. 

Теорема  11.  Если  въ  пространствѣ  Qs  всѣ  внутреннія  точки 
многогранника  П принадлежатъ  многограннику  П\  то  и вся  по- 
верхность многогранника  П принадлежггтъ  многограннику  ІГ. 
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Доказательство  вполнѣ  аналогично  доказательству  тео- 
ремы 1 гл.  XXXIV. 

Теорема  12.  Если  многогранники 

я1?  П2  ...  Пп  (3) 

въ  пространствѣ  Q8  не  покрываютъ  другъ  друга  и расположены 
относительно  многогранника  П такимъ  образомъ , что  каждая 
внутренняя  точка  любого  многогранника  Д принадлежитъ  много- 
граннику Я,  и обратно —каждая  внутренняя  точка  многогранника 
Я принадлежитъ , по  крайней  мѣрѣ . одному  изъ  многогранниковъ  (S'), 
то  многогранникъ  Я состоитъ  изъ  многогранниковъ  ( 3). 

Доказательство  вполнѣ  аналогично  доказательству  тео- 
ремы 2 гл.  XXXIV. 

Теорема  13.  Если  многогранникъ  Я въ  пространствѣ  Q&,  съ 
одной  стороны , состоитъ  изъ  многогранниковъ  Я'  и Я",  о съ  дру- 
гой стороны — изъ  многогранниковъ  Я4,  П2,  П3  . . . Пп\  если , сверхъ 
того , многогранникъ  Пг  состоитъ  изъ  многогрантіковъ  Я,,  Я2 . . . Пк , — 
то  многогранникъ  Я " состоитъ  изъ  многогранниковъ  Пк^,  Пк+ 2 . . .Па 

Доказательство  вполнѣ  аналогично  доказательству  тео- 
ремы 9 гл.  XXXIV. 

Теорема  14.  Ё?с.ш  плоскость  F въ  пространствѣ  прохо- 
дитъ черезъ  внутреннюю  точку  выпуклаго  многогранника  П,  то 
послѣдній  состоитъ  изъ  тѣхъ  двухъ  выпуклыхъ  многогранниковъ 
П'  и ІГ\  которые  сѣченіе  образуетъ  съ  точками , лежащими  по 
одну  сторону  плоскости  Р и по  другую  сторону  ея  (jeop  23 
гл  LIJ. 

Доказательство.  Прежде  всего  ясно,  что  многогранники 
Я'  и Я"  не  покрываютъ  другъ  друга,  потому  что  внутреннія 
точки  одного  многогранника  лежатъ  по  одну  сторону  плоскости 
Р,  а внутреннія  точки  другого— по  другую  сторону  ея.  Далѣе, 
по  самому  опредѣленію  многогранниковъ  Я'  и П'1  всѣ  ихъ  точки 
принадлежатъ  Я и каждая  точка  многогранника  Япринадлежятъ, 
по  крайней  мѣрѣ,  одному  изъ  многогранниковъ  Яг  и П". 

Теорема  15.  Если  точки  А\  Б'  и С въ  пространствѣ  Q8 
расположены  на  ребрахъ  О А,  О В , ОС  тетраэдра  О АВС  такимъ 
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образомъ , что  по  крайней  мѣрѣ  одна  изъ  нихъ  не  совпадаетъ  съ 
соотвѣтствующей  точкой  Л,  В или  С,  то  тетраэдръ  О АВС 
состоитъ  изъ  тетраэдра  ОА'В'О  и усѣченнаго  тетраэдра  А'В'САБС. 

Доказательство  это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  пре 
дыдущей  теоремы  и опредѣленіи  2 предыдущей  главы 


ГЛАВА  LIV. 

Разложеніе  многогранниковъ  на  тетраэдры. 

Теорема  1.  Если  въ  пространствѣ  Qg  основаніе  р пирамиды 
(Др)  состоитъ  изъ  многоугольниковъ 

Рі?  Р‘2і  Рз  • • * (1) 

то  пирамида  (Др)  состоитъ  изъ  пирамидъ 

(ДРі),  (Др,),  (Др3)  . . . (Др.).  (2) 

Доказательство.  Прежде  всего  покажемъ,  что  пирамиды 
(2)  не  покрываютъ  другъ  друга.  Если  К есть  внутренняя  точка 
пирамиды  (Яр»),  то  ея  проекція  к изъ  вершины  S на  плоскость 
основанія  падаетъ  внутрь  многоугольника  р,  ^теор.  16  гл.  LII). 
Съ  другой  стороны,  такъ  какъ  многоугольники  (1)  не  покры- 
ваютъ другъ  друга,  то  точка  к не  п^  инадлежитъ  другому  много- 
угольнику р;;  поэтому  и точка  К не  принадлежитъ  ни  одной 
изъ  остальныхъ  пирамидъ  (Др^). 

Съ  другой  стороны,  такъ  какъ  точка  А;  принадлежитъ  много- 
угольнику р,  то  точка  К принадлежитъ  пирамидѣ  (Др)  (теор. 
17  гл.  LII).  Такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что  всякая  точка 
пирамиды  (Др)  принадлежитъ,  по  крайней  мѣрѣ,  одной  изъ  пи- 
рамидъ (Др.  )• 

Опредѣленіе  1.  Разложеніе  пирамиды  (Др)  въ  простран- 
ствѣ Q6  на  составляющія  пирамиды 

(S,Pi),  (ДрО,  <ДЫ  • • • (Др.), 

гдѣ 

Рі,  Pj'  Рз  • • . р. 
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представляютъ  собой  многоугольники,  составляющіе  основаніе 
р пирамиды  (S,p),  мы  будемъ  называть  трансверсальнымъ  разло- 
женіемъ пирамиды  (£,р). 

Теорема  2.  Всякая  пирамида  въ  пространствѣ  можетъ 
бытъ  трансверсально  разложена  на  тетраэдры  такимъ  образомъ , 
чтобы  вершины  составляющихъ  тетраэдровъ  совпадали  съ  верши- 
нами разлагаемой  пирамиды. 

Доказательство.  Основаніе  р данной  пирамиды  (Др)  раз- 
ложимъ на  треугольники  z/t,  z/2,  Д,  . . . z/„  такимъ  образомъ, 
чтобы  вершины  послѣднихъ  совпадали  съ  вершинами  основа- 
нія (теор.  6 гл.  XXXVIII).  Въ  такомъ  случаѣ  пирамида  (<S,p) 
разбивается  на  пирамиды  (теор.  1) 

ОМО,  (МО,  (М.)  • • (МЛ, 

вершины  которыхъ  совпадаютъ  съ  вершинами  данной  пирамиды. 

Теорема  3.  Если  плоскость  Р въ  пространствѣ  прохо- 
дитъ черезъ  одно  изъ  реберъ  тетраэдра  и черезъ  внутреннюю  его  точку , 
то  два  многогранника , на  которые  она , согласно  теоремѣ  14  гл. 
L1II,  дѣлитъ  тетраэдръ , образуютъ  трансверсальное  ехо  разло- 
женіе. 

Доказательство.  Если  плоскость  Р проходитъ  черезъ 
ребро  А В и внутреннюю  точку  тетраэдра  SABC,  то  одна  изъ 
вершинъ  сѣченія  (теор.  20  и 21  гл.  LI)  должна  лежать  внутри 
ребра  8С:  иначе  плоскость  Р совпадала  бы  съ  плоскостью  одной 
изъ  граней,  и потому  не  могла  бы  проходить  черезъ  внутрен- 
нія точки  пирамиды.  Мы  имѣемъ  здѣсь  поэтому  дѣло  именно 
съ  тѣмъ  случаемъ,  который  былъ  подробно  разобранъ  подъ  руб- 
рикой с)  доказательства  теоремы  12  гл.  L1I.  Мы  видѣли,  что 
тетраэдръ  SABC  разлагается  при  этомъ  на  тетраэдры  SCAB 
и С АВС  (теор.  14  гл.  LIII). 

Читая  наши  три  пирамиды  такъ  : 

ASBC , ASC’B,  АСВС , 

и принимая  во  вниманіе,  что  треугольникъ  SBC  состоитъ  изъ 
треугольниковъ  SC'B  и СВС  (теор.  1с  гл.  XXXVIII),  мы  ви- 
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димъ,  что  мы  получили  трансверсальное  разложеніе  тетраэдра 
SABG. 

Теорема  4.  Всякій  тетраэдра  въ  пространствѣ  Qe  можетъ 
быть  разложенъ  на  произвольное  число  составляющихъ  тетра- 
эдровъ такимъ  образомъ , чтобы  вершины  послѣднихъ  лежали  на 
трехъ  ребрахъ , выходящихъ  изъ  одной  вершины  тетраэдра. 

Доказательство.  Черезъ  ребро  АВ  и внутреннюю  точку 
С ребра  SC  тетраэдра  SABC  проведемъ  плоскость;  какъ  мы 
видѣли,  тетраэдръ  SABC  будетъ  такимъ  образомъ  раздѣленъ  на 
два  тетраэдра  S4BC'  и С'АВС  Черезъ  то  же  ребро  основанія 
тетраэдра  SABC ' или  черезъ  другое,  скажемъ,  черезъ  ребро  ВС 
и внутреннюю  точку  А'  противолежащаго  ребра  SA,  проведемъ 
плоскость,  которая  разсѣчетъ  тетраэдръ  SABC'  на  тетраэдры 
SArBC'  и А' АВС . Въ  силу  теоремы  10  гл.  LIII,  тетраэдръ 
SABC  будетъ  этимъ  раздѣленъ  на  тетраэдры 

SA’BC' , А' А ВС  С АВС, 

всѣ  вершины  которыхъ  лежатъ  на  ребрахъ,  выходящихъ  изъ 
вершины  S.  Очевидно,  этотъ  процессъ  можно  продолжить  не- 
опредѣленно. 

Опредѣленіе  2.  Такое  разложеніе  тетраэдра  SABC  въ 
пространствѣ  <Э8  на  составляющіе  тетраэдры,  при  которомъ 
всѣ  вершины  составляющихъ  тетраэдровъ  расположены  на  трехъ 
боковыхъ  ребрахъ  SA , SB  и SC  даннаго  тетраэдра,  мы  будемъ 
называть  поперечнымъ  разложеніемъ  тетраэдра  относительно  вер- 
шины S. 

Теорема  5.  При  поперечномъ  разложеніи  тетраэдра  SABC 
въ  пространствѣ  Q8  на  составляющіе  тетраэдры  относительно 
вершины  S , основаніе  его  АВС  служитъ  основаніемъ  одного  и только 
одного  составляющаго  тетраэдра. 

Доказательство.  Согласно  теоремѣ  9 предыдущей  главы, 
основаніе  состоитъ  изъ  граней  составляющихъ  тетраэдровъ. 
Если  А есть  одна  изъ  граней  составляющаго  тетраэдра,  при- 
надлежащая основанію  АВС  разлагаемаго  тетраэдра,  то  вер- 
шины треугольника  J должны  совпадать  съ  точками  А,  В и 
С,  такъ  какъ  онѣ,  по  условію,  лежатъ  на  боковыхъ  ребрахъ 
тетраэдра.  Поэтому  треугольникъ  J совпадаетъ  съ  основаніемъ 
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ABC . Та  же  теорема  9 предыдущей  главы  устанавливаетъ,  что 
треугольникъ  АВС  служитъ  основаніемъ  только  одного  изъ 
составляющихъ  тетраэдровъ. 

Теорема  6.  Поперечное  разложеніе  тетраэдра  въ  простран - 
ствіъ  Q8  на  два  составляющихъ  тетраэдра  можетъ  быть  также 
разсматриваемо , какъ  трансверсальное  ею  разложеніе. 

Доказательство.  Положимъ  что  тетраэдръ  SABC  разбитъ 
на  два  тетраэдра  поперечно.  Согласно  предыдущей  теоремѣ, 
основаніе  АВС  служитъ  также  основаніемъ  одного  изъ  соста 
вляющихъ  тетраэдровъ.  Вершина  послѣдняго  должна  лежать  на 
одномъ  изъ  реберъ  &4,  SB , SC  и при  этомъ  не  можетъ  совпа- 
дать съ  крайними  точками  этихъ  реберъ  (съ  одной  стороны, 
эта  вершина  не  лежитъ  въ  плоскости  АВС , а потому  не  совпа- 
даетъ ни  съ  одной  изъ  точекъ  А,  В,  С;  съ  другой  стороны, 
эта  вершина  не  можетъ  совпадать  и съ  точкой  $,  ибо  тогда 
одинъ  изъ  составляющихъ  тетраэдровъ  покрылъ  бы  всю  пира- 
миду SABC ).  Поэтому  вершина  составляющаго  тетраэдра  ле- 
житъ внутри  одного  изъ  реберъ,  скажемъ,  въ  точкѣ  С' на  ребрѣ 
SC.  Однимъ  изъ  составляющихъ  тетраэдровъ  служитъ  поэтому 
тетраэдръ  С'АВС.  Съ  другой  стороны,  плоскость  С'АВ,  какъ 
мы  видѣли  при  доказательствѣ  теоремы  3,  разсѣкаетъ  тетра- 
эдръ SABC  трансверсально  на  тетраэдры  С'АВС  и SABC'.  Въ 
виду  теоремы  13  предыдущей  главы,  второй  тетраэдръ  попе- 
речнаго разложенія  совпадаетъ  со  вторымъ  тетраэдромъ  SABC' 
трансверсальнаго  разложенія. 

Теорема  7.  Если  тетраэдръ  П въ  пространствѣ  Q8  разло • 
оюимъ  поперечно  на  тетраэдры 

Пц  П 2,  Д3  . . . Я„,  (3) 

то  разложеніе  это  можетъ  быть  разсматриваемо , какъ  попереч- 
ное разложеніе  тетраэдра  П на  два  составляющихъ  тетраэдра, 
одинъ  изъ  которыхъ  совпадаетъ  съ  однимъ  изъ  тетраэдровъ  (3),  а 
другой  составленъ  поперечпо-же  изъ  остальныхъ  тетраэдровъ  (3). 

Доказательство.  Положимъ,  что  вершины  составляющихъ 
тетраэдровъ  (3)  расположены  на  ребрахъ  &4,  SB,  SC  тетраэдра 
П (£,4ВС).  Пусть  Пг  будетъ  тотъ  изъ  составляющихъ  тетра- 
эдровъ, основаніемъ  котораго  служитъ  треугольникъ  АВС.  По- 
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ложимъ,  что  вершина  С этого  послѣдняго  тетраэдра  лежитъ  на 
ребрѣ  SC.  Какъ  мы  уже  не  разъ  видѣли,  тетраэдръ  SABC  раз* 
бивается  при  этомъ  поперечно  на  два  тетраэдра  С' А ВС  (ІІ1)  и 
SCAB.  Въ  силу  теоремы  13  гл.  LIII,  тетраэдръ  SCAB  состоитъ 
изъ  тетраэдровъ 


Дгі  773,  . . . 17».  (4) 

Вершины  этихъ  тетраэдровъ  по  условію  лежатъ  на  отрѣзкахъ 
SA,  SB , SC.  Но  такъ  какъ  эти  вершины  принадлежатъ  тетра- 
эдру  SABC , то  тѣ  изъ  нихъ,  которыя  лежатъ  на  отрѣзкѣ  SC, 
расположены  на  отрѣзкѣ  SC.  Поэтому  тетраэдры  (8)  образуютъ 
поперечное  разложеніе  тетраэдра  SABC. 

Теорема  8.  Всякій  усѣченный  тетраэдръ  въ  пространствѣ 
Q8  можетъ  быть  разложенъ  на  тетраэдры  такимъ  образомъ , что- 
бы вершины  составляющихъ  тетраэдровъ  совпадали  съ  вершинами 
усѣченнаго  тетраэдра. 

Доказательство.  Если  усѣченный  тетраэдръ  имѣетъ  только 
одно  боковое  ребро,  то  онъ  сводится  къ  тетраэдру,  если  онъ 
имѣетъ  два  боковыхъ  ребра,  то  онъ  представляетъ  собой  четы- 
рехгранную пирамиду  (теор.  14  гл  LII),  и требуемое  разложеніе 
возможно  въ  силу  теоремы  2. 

Мы  обратимся  поэтому  къ  усѣченному  тетраэдру  А'В'САВС , 
имѣющему  три  боковыхъ  ребра,  продолженія  которыхъ  схо- 
дятся въ  точкѣ  S.  Пирамида  SABC  разбита  при  этомъ  на  тет- 
раэдръ SA'B'C'  и усѣченный  тетраэдръ  А'В'САВС  (теор.  15 
гл.  LIII).  Съ  другой  стороны,  такъ  какъ  точка  С ' лежитъ  внутри 
ребра  #С,  то  та  же  пирамида  SABC  разбивается  на  тетраэдры 
SABC  и САВС  (теор.  15  гл.  LIII).  Далѣе,  такъ  какъ  точки 
А'  и Ь ' лежатъ  внутри  отрѣзка  SA  и то  тетраэдръ  SABC 
разбивается  на  тетраэдръ  SA'B’C  и усѣченный  тетраэдръ  съ 
двумя  боковыми  ребрами  А' В'САВС  (теор.  12  сл.  b гл.  LII, 
теор.  15  гл.  LJII).  Поэтому  (теор.  10  гл.  LIII)  тетраэдръ  SABC 
состоитъ  изъ  тетраэдровъ  SA'BC'  и САВС  и усѣченнаго  тет- 
раэдра А'В'САВС . Мы  имѣемъ  такимъ  образомъ  два  разложе- 
нія тетраэдра  SABC : 


SA'B'C'  и А'В'САВС 

SA'B'C , А'В'САВС ' и САВС. 
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Отсюда,  въ  силу  теоремы  13  гл.  ЫН.  слѣдуетъ,  что  усѣченный 
тетраэдръ  А'  В’С’АВС  состоитъ  изъ  тетраэдра  С АВС  и усѣчен- 
наго тетраэдра  А'В'С’АВС  о двухъ  боковыхъ  ребрахъ ; вершины 
того  и другого  многогранника  совпадаютъ  съ  вершинами  дан- 
наго усѣченнаго  тетраэдра  А'В’С  А ВС.  Но  усѣченный  тетраэдръ 
А'В'САВС , имѣющій  лишь  два  боковыхъ  ребра,  какъ  мы  ви- 
дѣли, можетъ  быть  разложенъ  на  тетраэдры,  вершины  кото- 
раго совпадаютъ  съ  вершинами  усѣченнаго  тетраэдра.  Поэтому 
и весь  усѣченный  тетраэдръ  А'В'С'АВС  можетъ  быть  разло- 
женъ на  тетраэдры,  удовлетворяющіе  требованію. 

Опредѣленіе  3.  Положимъ,  что  многогранный  уголъ  ^ 
въ  пространствѣ  Q8  расположенъ  относительно  многогранника 
Я слѣдующимъ  образомъ  : а)  вершина  О многограннаго  угла 
лежитъ  внѣ  многогранника  ; Ь)  многогранный  уголъ  имѣетъ,  по 
крайней  мѣрѣ,  одну  внутреннюю  точку,  принадлежащую  много- 
граннику *,  с)  если  одинъ  лучъ,  выходящій  изъ  вершины  О много- 
граннаго угла  и проходящій  внутри  его,  встрѣчаетъ  какую 
либо  грань  многогранника,  то  ее  встрѣчаетъ  также  любой  лучъ, 
выходящій  изъ  О и принадлежащій  многогранному  углу.  При 
такихъ  условіяхъ  мы  будемъ  говорить,  что  многогранный  уголъ 
врѣзывается  въ  многогранникъ  П Если  при  этомъ  точка  М ле- 
житъ, какъ  внутри  многограннаго  угла,  такъ  и внутри  много- 
гранника, иля,  по  крайней  мѣрѣ,  сколь  угодно  близко  къ  ней 
имѣются  точки,  расположенныя  внутри  того  и другого  образа, 
то  мы  будемъ  говорить,  что  многогранный  уголъ  вырѣзываетъ 
изъ  многогранника  точку  М. 

Теорема  9.  Если  многогранный  уголъ  ^3  въ  пространствѣ  2Ѳ 
врѣзывается  въ  многогранникъ  П и вырѣзываетъ  изъ  нею  точку  М, 
то  послѣдняя  принадлежитъ , какъ  многогранному  углу , такъ  и много- 
граннику. 

Доказательства.  Если  бы  точка  М лежала  внѣ  многогран- 
наго угла  или  внѣ  многогранника,  то  сколь  угодно  близко  къ 
ней  не  были  бы  расположены  точки,  принадлежащія  тому  и 
другому  образу  (теор.  14  гл.  L и теор.  14  а гл.  XLY). 

Замѣтимъ,  что  обратное  положеніе  не  всегда  справедливо, 
т.  е.  не  всякая  точка,  принадлежащая,  какъ  многограннику, 
такъ  и многогранному  углу,  вырѣзывается  послѣднимъ  изъ 
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многогранника.  Въ  случаѣ  невыпуклаго  многогранника  или  не- 
выпуклаго многограннаго  угла,  на  поверхности  могутъ  лежать 
общія  точки,  не  вырѣзываемыя  многограннымъ  угломъ  въ  ука- 
занномъ смыслѣ  слова. 

Теорема  10.  Е^ли  многогранный  угол ъ въ  пространствѣ 

Q8  врпзывается  въ  многогранникъ  Я,  то  а)  вс  акт  лучъ  ОМ , выхо- 
дягцій  изъ  вершины  многограннаго  угла  и принадлежащій  ему , встрѣ- 
чаетъ, по  крайней  мѣрѣ , одну  гранъ  многогранника  \ Ь)  ни  одинъ 
лучъ  ОМ,  расположенный  внутргі  многограннаго  угла , не.  лежитъ  въ 
плоскости  грани,  которую  онъ  встрѣчаетъ,  и не  встрѣчаетъ  ни 
одного  ребра  многогранника 

Доказательство  а)  Пусть  N будетъ  общая  точка  много- 
гранника и многограннаго  угла,  лежащая  внутри  послѣдняго. 
Лучъ  ON  расположенъ  внутри  многограннаго  угла  (теор.  7 а 
гл.  XLV)  и встрѣчаетъ,  п>  крайней  мѣрѣ,  одну  изъ  граней 
многогранника:  если  точка  N лежитъ  на  поверхности  много- 
гранника, то  лучъ  встрѣчаетъ  грань  въ  точкѣ  .IV" * если  точка 
N лежитъ  внутри  многогранника,  то  отрѣзокъ JOJV  (а  слѣдова- 
тельно, и лучъ  О IV)  встрѣчаетъ  поверхность,  по  крайней  мѣрѣ, 
въ  одной  точкѣ  (теор,  23  а гл.  L).  Согласно  предыдущему  опре- 
дѣленію, лучъ  ОМ  встрѣчаетъ  ту  же  грань. 

Ъ ) Допустимъ,  что  лучъ  ОМ,  выходящій  изъ  вершины 
многограннаго  угла  и расположенный  внутри  его,  лежитъ  въ 
плоскости  грани  ш,  которую  онъ  встрѣчаетъ  въ  точкѣ  М. 
Пусть  М'  будетъ  точка,  прилежащая  къ  М относительно  много- 
граннаго угла  и не  лежащая  въ  плоскости  грани  m (теор.  29 
гл.  XXXII).  Въ  такомъ  случаѣ  лучъ  ОМ',  также  расположен- 
ный внутри  многограннаго  угла  (теор.  14  а и 7 а гл.  XLV),  не 
встрѣчаетъ  грани  щ, — что  противно  условію. 

Допустимъ  теперь,  что  лучъ  ОМ,  расположенный  внутри 
многограннаго  угла,  встрѣчаетъ  въ  точкѣ  М ребро  многогран- 
ника, черезъ  которое  проходитъ  грань  ш.  Въ  плоскости  этой 
грани  выберемъ  точку  М}  внѣ  многоугольника  ш настолько 
близко  къ  М,  чтобы  она  была  расположена  внутри  многогран- 
наго угла  (теор.  4 d гл.  XXXIII).  Въ  такомъ  случаѣ  внутрен- 
ній лучъ  ОМ'  встрѣчаетъ  плоскость  грани  ш въ  точкѣ,  этой 
грани  не  принадлежащей’,  а такъ  какъ  онъ  долженъ  встрѣчать 
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и самую  грань  т,  а въ  плоскости  этой  грани,  какъ  мы  уже 
показали,  онъ  не  лежитъ,  то  сдѣланное  допущеніе  невозможно. 

Теорема  11.  Если  трехгранный  уголъ  О АВС  въ  простран- 
ствѣ Q8  врѣзывается  въ  многогранникъ  Я,  то  совокупность  точекъ , 
которыя  онъ  вырѣзываетъ  изъ  многогранника , образуетъ  нѣсколько 
усѣченныхъ  тетраэдровъ , не  покрывающихъ  другъ  друга • вершины 
и боковыя  ребра  этихъ  тетраэдровъ  лежатъ  на  ребрахъ  ОА , ОВ 
и ОС  трехграннаго  угла , а внутреннія  ихъ  точки  лежатъ,  какъ 
внутри  многогранника , такъ  и внутри  трехграннаго  угла . 

Доказательство.  Пусть  ОМ  будетъ  произвольный  лучъ,  про- 
ходящій внутри  трехграннаго  угла  ОАВС.  Въ  силу  теоремы  10  а •> 
онъ  встрѣчаетъ,  по  крайней  мѣрѣ,  одну  грань  многогранника;  въ 
силу  теоремы  10  6,  онъ  пересѣкаетъ  поверхность  многогран- 
ника въ  каждой  точкѣ,  въ  которой  онъ  ее  встрѣчаетъ  (теор.  25 
гл.  L);  а такъ  какъ  точка  О лежитъ  внѣ  многогранника,  то  онъ 
пересѣкаетъ  четное  число  граней  (теор.  21  гл.  L). 

Точки  пересѣченія  образуютъ  съ  точкой  О прямолинейную 
группу.  Пусть 

О,  Мѵ  М2 , М,  ...  М2п  (5) 

будутъ  эти  точки,  расположенныя  въ  томъ  порядкѣ,  въ  какомъ 
мы  ихъ  называемъ.  Никакія  двѣ  изъ  этихъ  точекъ  не  принад* 
лежатъ  одной  и той  же  грани,  такъ  какъ  иначе  лучъ  ОМ  ле. 
жалъ  бы  въ  плоскости  соотвѣтствующей  грани  (теор.  10  6). 
Мы  обозначимъ  черезъ  т*  грань,  въ  которой  лежитъ  точка  Mt. 

Пусть  ON  будетъ  другой  внутренній  лучъ.  Пусть  JVt  бу- 
детъ точка,  въ  которой  лучъ  ON  встрѣчаетъ  грань  ш4  (опр.  3 ). 
Эта  точка,  какъ  мы  видѣли  выше  (теор.  10  6),  лежитъ  внутри 
грани ; поэтому  двѣ  точки  N(  и Nj  не  совпадаютъ. 

Покажемъ,  что  точки 

О,  А\,  JV2  . . . N2n  (6) 

также  расположены  въ  томъ  порядкѣ,  въ  какомъ  мы  ихъ  на- 
зываемъ. Для  этого  замѣтимъ  прежде  всего,  что  отрѣзокъ  MtNi 
расположенъ  цѣликомъ  внутри  грани  т*.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  весь 
отрѣзокъ  MiNi  расположенъ  внутри  трехграннаго  угла  ОАВС 
(теор.  20  гл.  XLV  и теор.  28  6 гл.  XLI).  Если  Р есть  внут“ 
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ренняя  точка  отрѣзка  ІДД,  то  лучъ  ОР  проходитъ  внутри  трех- 
граннаго  угла,  и потому  пересѣкаетъ  грань  ш»  во  внутренней 
ея  точкѣ  (теор.  10  6);  а такъ  какъ  въ  плоскости  этой  грани  онъ 
не  лежитъ  (теор.  10  6)  и встрѣчаетъ  ее  въ  точкѣ  Р,  то  послѣд- 
няя лежитъ  внутри  этой  грани. 

Теперь  покажемъ,  что  точка  Д лежитъ  между  О и Д,  если 
i<j.  Дѣйствительно,  точки  (5)  расположены  въ  томъ  порядкѣ, 
въ  какомъ  мы  ихъ  называемъ ; поэтому  точка  Mt  лежитъ  между 
точками  О и Mj.  Допустимъ,  что  точка  Д лежитъ  между  Д и 
О.  Въ  такомъ  случаѣ  отрѣзокъ  ОД-  встрѣчаетъ  прямую  MjNj  въ 
точкѣ  Д;  поэтому  точки  О и Д лежатъ  по  разныя  стороны 
прямой  MjNj.  Между  тѣмъ  точки  О и Д лежитъ  по  одну -сторону 
прямой  MjNj^  ибо  точка  Mj  лежитъ  на  продолженіи  отрѣзка 
ОМі.  Поэтому  точки  Мі  и Д лежатъ  по  разныя  стороны  прямой 
MjNj.  Отрѣзокъ  MiNj  встрѣчаетъ  поэтому  прямую  MjNj.  Но  такъ 
какъ  отрѣзки  MtN{  и MjNj  принадлежатъ  углу  M0N  (теор.  5 6 
гл.  XXVI),  а ихъ  продолженія  лежатъ  внѣ  этого  угла  (та-же 
теорема),  то  точка  пересѣченія  лежитъ  внутри  обоихъ  отрѣз- 
ковъ. Но  въ  такомъ  случаѣ  эта  точка  пересѣченія,  какъ  мы  по- 
казали выше,  должна  лежать,  какъ  внутри  грани  ш»,  такъ  и 
внутри  грани  т,-,—  что  не  можетъ  имѣть  мѣста. 

Разсмотримъ  теперь  три  точки  Д,  Д,  Д,  гдѣ 
Согласно  доказанному,  точка  Д лежитъ  между  точками  О и Д, 
а точка  Д лежитъ  между  О и Д ; отсюда,  слѣдуетъ  (теор.  2 
гл.  VIII),  что  точка  Д лежитъ  между  точками  Д и Д. 

Пусть  А„  Д,  Сі  будутъ  точки,  въ  которыхъ  лучи  ОН,  ОБ 
и ОС  встрѣчаютъ  грань  тг.  Въ  такомъ  случаѣ  весь  треуголь- 
никъ AiBjCi  принадлежитъ  грани  ш»-  Въ  самомъ  дѣлѣ,  если  D 
есть  произвольная  точка  треугольника,  то  лучъ  OD  встрѣ- 
чаетъ плоскость  Afifii  грани  Ші  въ  одной  точкѣ  D\  а такъ 
какъ  онъ  принадлежитъ  трехгранному  углу  (теор.  7 гл.  XLV), 
то  онъ  встрѣчаетъ  и самую  грань  шг;  слѣдовательно,  точка  D 
принадлежитъ  этой  грани. 

Относительно  точекъ  At  и Aj  мы  не  можемъ  утверждать, 
что  онѣ  не  совпадаютъ,  такъ  какъ  онѣ  могутъ  лежать  на  реб- 
рахъ многогранника.  Но  если  эти  двѣ  точки  не  совпадаютъ,  то 
разсужденіемъ,  вполнѣ  аналогичнымъ  тому,  которымъ  мы  ноль- 
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зовались  выше,  мы  можемъ  обнаружить,  что  точка  А(  лежитъ 
между  точками  О п Aj,  если  только  г < j. 

Замѣтимъ,  сверхъ  того,  что  всѣ  три  точки  С,  не 

могутъ  совпасть  съ  точками  AjBfij^  въ  самомъ  дѣлѣ,  въ  этомъ 
случаѣ  треугольники  АІВІС1  и AjBfij  совпадали  бы,  и внутрен- 
нія точки  грани  ш,-  принадлежали  бы  грани  т,-. 

Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  при  г <С  j точки  A^B{fit  ле- 
я;атъ  на  ребрахъ  ОД,-,  OBj , ОС,-  тетраэдра  OAjBfi и,  по  край- 
ней мѣрѣ,  одна  изъ  нихъ  не  совпадаетъ  съ  соотвѣтствующей 
вершиной  тетраэдра.  Поэтому  Ді^ДД-BjC,  есть  усѣченный  тет- 
раэдръ. 

Согласно  теоремѣ  15  гл.  LIII,  тетраэдръ  О AjBfij  состоитъ 
изъ  усѣченнаго  тетраэдра  AiBtCtA]BjCj  и тетраэдра  OAJifii. 
Итакъ  : 

Тетраэдръ  ОА2п  В2пС2п  состоитъ  изъ  усѣченнаго  тетраэдра 
Аіп-іВіп-іСіп-іАіпВіпСіп  и тетраэдра  0^2«-і#2п~іС« -і. 

Тетраэдръ  ОН2н_;|Б2„_іС2«_і  состоитъ  изъ  усѣченнаго  тетраэдра 
А2п-  іВіп  — 2С2и  -2-Т2л — 1 В2 я— іС2м — 1 и тетраэдра  ОИ2п— 2В2гі— 2С2п— 2* 

Тетраэдръ  ОА2п-2В2п^2С2п  -2  состоитъ  изъ  усѣченнаго  тетраэдра 
А2п-:іВ2п_гС2п~-зА2п-2В2п-2^2п-2  И ТбТраЭДра  ОАіп  — З-Вги  — зСзге-З* 


Тетраэдръ  ОА2В2С2  состоитъ  изъ  усѣченнаго  тетраэдра 
А lBfilA2B2C2  и тетраэдра  ОА1В1С1. 

Поэтому  (теор.  10  гл.  LIII)  тетраэдръ  ОА2пВ2пС2п  состоитъ 
изъ  тетраэдра  ОА1В1С1  и усѣченныхъ  тетраэдровъ. 

AxBfixA2Bfi^  ДЯ2С2ДН3С3,  ДП3С3ДДС4  .... 

А2п-.іВ2п-іС2П-іА2пВ2пС2п'  О) 

Покажемъ,  что  тѣ  изъ  этихъ  усѣченныхъ  тетраэдровъ, 
которые  занимаютъ  въ  этомъ  ряду  нечетныя  мѣста,  удовлетво- 
ряютъ требованію,  выраженному  въ  доказываемой  теоремѣ. 

а)  Эти  усѣченные  тетраэдры  не  покрываютъ  другъ  друга, 
потому  что  они  Фигурируютъ  въ  ряду  составляющихъ  много- 
гранниковъ (7). 
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6)  Вершины  и боковыя  ребра  усѣченныхъ  тетраэдровъ 
расположены  на  ребрахъ  трехграннаго  угла. 

с)  Каждая  внутренняя  точка  N любого  изъ  усѣчен- 
ныхъ тетраэдровъ  А?і—\В2і-\С2і~.\А2іВ2іС2і  лежитъ  внутри  тет- 
раэдра ОА2пВ2пС2п  (теор.  4 гл.  LIIJ),  а потому  лежитъ  внутри 
трехграннаго  угла  О АВС  (теор.  16  Ь гл.  LI).  .Легко  видѣть,  что 
она  лежптъ  также  внутри  нашего  многогранника.  Въ  самомъ 
дѣлѣ,  лучъ  ON  встрѣчаетъ  треугольники  ^2»--i#2;-iC2i_i  и 
Ац Вчі Сц  во  внутреннихъ  ихъ  точкахъ,  которыя  совпадаютъ 
съ  точками  N2i-i  и N2i  въ  ряду  (6),  ибо  треугольники  эти, 
какъ  мы  видѣли  выше,  принадлежатъ  цѣликомъ  гранямъ  т2і-л 
и т2*  многогранника.  Поэтому  точка  N лежитъ  внутри  отрѣзка 
N2i--\N2i  (теор.  17  d гл.  LI),  а потому  лежитъ  внутри  много- 
гранника П (теор.  22  гл.  L)  . 

б?')  Итакъ,  каждая  внутренняя  точка  любого  изъ  усѣчен  • 
ныхъ  тетраэдровъ 

АІВІС1АІВІСІ,  И3Я3С3^14В4С4,  . . A2n-iB2n_iC2n-.iA2nB2nC2n  (8) 

расположена,  какъ  внутри  трехграннаго  угла,  такъ  и внутри 
многогранника  Я,  т.  е.  вырѣзывается  трехграннымъ  угломъ  изъ 
многогранника  П (опред.  3).  Если  точка  К лежитъ  на  поверх- 
ности одного  изъ  этихъ  усѣченныхъ  тетраэдровъ,  то  сколь  угодно 
близко  къ  ней  имѣются  точки,  расположенныя  внутри  усѣчен* 
наго  тетраэдра,  а слѣдовательно,  внутри  трехграннаго  угла  и 
многогранника  Я (рубрика  с);  т.  е.  точки  на  поверхности  усѣ- 
ченныхъ тетраэдровъ  (7)  также  вырѣзываются  трехграннымъ 
угломъ  изъ  многогранника  Я. 

е)  Обратно,  если  точка  N вырѣзывается  трехграннымъ  угломъ 
О АВС  изъ  многогранника  Я и расположена,  какъ  внутри  много- 
гранника,  такъ  и внутри  трехграннаго  угла,  то  она  лежптъ 
внутри  одного  изъ  отрѣзковъ  N2i-iN2i  (теор.  23  а гл.  L j,  а потому 
лежитъ  внутри  одного  изъ  усѣченныхъ  тетраэдровъ  (8)  (теор. 
17  d гл.  LI).  Если  точка  W вырѣзывается  трехграннымъ  угломъ 
изъ  многогранника  и сколь  угодно  близко  къ  ней  имѣются  точки, 
расположенныя  внутри  обоихъ  образовъ,  то  сколь  угодно  близко 
къ  ней  имѣются  точки,  принадлежащія  одному  изъ  усѣчен- 
ныхъ тетраэдровъ  (8),  а потому  она  сама  принадлежитъ,  по 
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крайней  мѣрѣ,  одному  изъ  этихъ  усѣченныхъ  тетраэдровъ  (теор 

14  гл.  L). 

Теорема  12.  Если  трехгранный  уголъ  въ  пространствѣ  Qe 
врѣзывается  въ  выпуклый  многогранникъ , то  онъ  вырѣзываетъ  изъ 
него  одинъ  усѣченный  тетраэдръ. 

Доказательство.  Лучъ  02Ѵ,  выходящій  изъ  вершины  трех- 
гравнаго  угла  и расположенный  внутри  его,  не  встрѣчаетъ  ре- 
беръ многогранника  (теор.  10  Ь).  Поэтому  онъ  пересѣкаетъ 
только  двѣ  грани  (теор.  13  гл.  LI). 

Теорема  13.  Всякій  многогранникъ  въ  пространствѣ  Q8  ліо- 
жетъ  бытъ  составленъ  изъ  тетраэдровъ. 

Доказательство.  Пусть  К будетъ  произвольная  точка  много- 
гранника Я,  а I число,  настолько  большое,  что  разстояніе  каждой 
точки  многогранника  отъ  точки  К меньше  I (теор.  1 1 гл.  L).  На  лю- 
бомъ лучѣ  ЯР,  выходящемъ  изъ  точки  Я,  отложимъ  отрѣзокъ  КР 
такъ,  чтобы  КР—1.  Черезъ  точку  Р проведемъ  плоскость  PQR, 
перпендикулярную  къ  прямой  КР.  Въ  такомъ  случаѣ  всѣ  точки 
многогранника  Я будутъ  расположены  по  одну  сторону  этой  пло- 
скости; въ  самомъ  дѣлѣ,  если  L есть  точка  многогранника,  отлич- 
ная отъ  Я,  то  отрѣзокъ  KL  не  можетъ  встрѣтить  плоскость,  ибо 
KL  < КР.  По  другую  сторону  этой  плоскости  выберемъ  точку 
О,  не  лежащую  въ  плоскости  ни  одной  грани.  Отрѣзокъ,  соеди- 
няющій точку  О съ  любой  вершиной  многогранника,  встрѣчаетъ 
плоскость  PQR.  Поэтому  всѣ  вершины  имѣютъ  центральныя 
проекціи  изъ  точки  О на  плоскость  PQR.  Вмѣстѣ  съ  тѣмъ,  со- 
гласію теоремѣ  22  гл.  XLIV  каждой  грани  рг-  многогранника 
отвѣчаетъ  на  плоскости  PQR  многоугольникъ  qt,  составляющій 
его  проекцію  на  плоскость  PQR  изъ  центра  О.  Согласно  тео- 
ремѣ 19  гл.  XXXVIII,  на  плоскости  PQR  имѣется  рядъ  треуголь- 
никовъ *) 

4>  4,  4 . • . 4,  (9) 

не  покрывающихъ  другъ  друга  и обладающихъ  слѣдующими 
свойствами:  а)  каждый  треугольникъ  Л,  принадлежитъ,  по  край - 


')  Въ  названной  теоремѣ  рѣчь  идетъ  о многоугольникахъ,  но  ихъ 
можно  разбить  на  треугольники. 
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ней  мѣрѣ,  одному  изъ  многоугольниковъ  qt, — 5)  каждый  много- 
угольникъ q,  состоитъ  изъ  нѣсколькихъ  треугольниковъ,  Фигу- 
рирующихъ въ  ряду  (9). 

Прежде  всего  легко  видѣть,  что  при  этихъ  условіяхъ 
каждый  треугольникъ  z/,-,  покрывающій  многоугольникъ  q„  при- 
надлежитъ послѣднему  цѣликомъ.  Дѣйствительно,  въ  этомъ  слу- 
чаѣ нѣкоторыя  внутреннія  точки  треугольника  z/,  принадлежатъ 
многоугольнику  q»  (теор.  12  гл.  XXXVIII').  Такъ  какъ  много- 
угольникъ q,  можетъ  быть  составленъ  изъ  нѣсколькихъ  тре- 
угольниковъ (9)}  такъ  какъ,  сверхъ  того,  ни  одна  внутренняя 
точка  треугольника  Aj  не  принадлежитъ  другому  треуголь- 
нику въ  ряду  (9),  то  треугольникъ  z/j  принадлежитъ  къ  числу 
тѣхъ,  изъ  которыхъ  составляется  многоугольникъ  q». 

Обозначимъ  черезъ  трехгранный  уголъ,  опирающійся 
на  треугольникъ  и имѣющій  вершину  въ  точкѣ  О. 

Покажемъ,  что  каждый  трехгранный  уголъ  врѣзывается 
въ  многогранникъ  Я.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  пусть  ON  будетъ  лучъ 
проходящій  внутри  трехграннаго  угла  5£г-.  Онъ  встрѣчаетъ  тре- 
угольникъ Ji  во  внутренней  его  точкѣ  Я.  Допустимъ  теперь, 
что  лучъ  ON  встрѣчаетъ  какую  либо  грань  р^  многогранника 
П ы 'въ  точкѣ  Лт.  Въ  такомъ  случаѣ  I)  есть  проекція  точки  N на 
плоскость  PQR  изъ  центра  О*,  поэтому  точка  D принадлежитъ 
многоугольнику  q,.  Отсюда  слѣдуетъ,  что  треугольникъ  z/t  по- 
крываетъ многоугольникъ  q„  а потому  треугольникъ  z/,-  при- 
надлежитъ цѣликомъ  многоугольнику  q^.  Пусть  ОМ  будетъ  про- 
извольный другой  лучъ,  принадлежащій  трехгранному  углу 
онъ  встрѣчаетъ  треугольникъ  z/„  опирающійся  на  его  вершину, 
а потому  встрѣчаетъ  многоугольникъ  q,  и его  проекцію  р,-  на 
плоскость  грани  р,  (та  же  теор  22  гл.  XLIV).  Къ  этому  оста- 
ется только  прибавить,  что  трехгранный  уголъ  %*  имѣетъ  внут- 
реннія точки,  принадлежащія  многограннику  Я,  потому  что  вся- 
кій внутренній  лучъ  ON  встрѣчаетъ  поверхность  многогран- 
ника во  внутренней  точкѣ  нѣкоторой  грани  (теор.  25  гл.  L). 

Каждая  точка  М многогранника  Я принадлежитъ,  по  край- 
ней мѣрѣ,  одному  изъ  трех гранныхъ  угловъ  5Г*.  Въ  самомъ  дѣлѣ, 
лучъ  ОМ  необходимо  встрѣчаетъ  какую  нибудь  грань  р,  въ  нѣ- 
которой точкѣ  Я ; поэтому  онъ  встрѣчаетъ  многоугольникъ  q,- 
въ  проекціи  К точки  Я.  Такъ  какъ  многоугольникъ  q,  состоитъ 
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изъ  нѣсколькихъ  треугольниковъ,  фи гурирующихъ  въ  ряду  (9), 
то  точка  К принадлежитъ  одному  изъ  треугольниковъ  z/,-,  а 
слѣдовательно,  и соотвѣтствующему  трехгранному  углу  X». 

Покажемъ,  что  каждая  внутренняя  точка  М многогранника 
П вырѣзывается  каждымъ  трехграннымъ  угломъ  5£г,  которому 
она  принидлежитъ,  изъ  многогранника  П.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  если 
точка  М лежитъ  внутри  трехграннаго  угла  $*,  то  это  выте- 
каетъ непосредственно  изъ  опредѣленія  3.  Если  же  она  лежитъ 
на  поверхности  трехграннаго  угла  X,-,  то  сколь  угодно  близко 
къ  М имѣются  точки,  расположенныя  внутри  этого  трехграннаго 
угла ; такъ  какъ  при  достаточно  маломъ  разстояніи  отъ  М онѣ 
лежатъ  также  внутри  многогранника,  то  точка  М вырѣзывается 
трехграннымъ  угломъ  $£,■  изъ  многогранника  П. 

Пусть 

Щ\  тр  . . . ЛИ) 


будутъ  усѣченные  тетраэдры,  которые  трехгранный  уголъ  % 
вырѣзываетъ,  согласно  теоремѣ  11,  изъ  многогранника  П.  По- 
кажемъ, что  многогранникъ  П состоитъ  изъ  усѣченныхъ  тетра- 
эдровъ 


n{x\  л?>  Щ\ 


т 


п[г\  д'2)  Щ2). 


пР 


(10) 


пІр\  іАг)  п'?1 


ПІР) 


Покажемъ  прежде  всего,  что  многогранники  (10)  не  покры- 
ваютъ другъ  друга.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  два  усѣченныхъ  тетра- 
эдра, Фигурирующіе  въ  одной  и той  же  горизонтали,  не  покры- 
ваютъ другъ  друга,,  въ  силу  теоремы  11.  Возьмемъ  теперь 
многогранники  Пр  и Ц(р  изъ  различныхъ  горизонталей.  Внут- 
ренняя точка  каждаго  усѣченнаго  тетраэдра  ІІ(р  лежитъ  внутри 
трехграннаго  угла  5£,-  (теор  И)-,  такъ  какъ  треугольники  (9) 
не  покрываютъ  другъ  друга,  то  трехгранные  углы  и Ж. 
также  не  покрываютъ  другъ  друга  (теор.  1 гл.  XLVI).  По- 
этому внутренняя  точка  многогранника  Пр  не  можетъ  принад- 
лежать многограннику 
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Каждая  точка  любого  изъ  многогранниковъ  (10)  принадле- 
житъ многограннику  Я,  потому  что  она  вырѣзывается  изъ 
него  соотвѣтствующимъ  трехграннымъ  угломъ.  Каждая  внут- 
ренняя точка  многогранника  Я вырѣзывается  изъ  него,  по  край- 
ней мѣрѣ,  однимъ  изъ  трехгранныхъ  угловъ  а потому  при- 
надлежитъ, по  крайней  мѣрѣ,  одному  изъ  усѣченныхъ  тетра- 
эдровъ (10).  Въ  силу  теоремы  12  гл.  LIII,  отсюда  слѣдуетъ,  что 
многогранникъ  Я состоитъ  изъ  усѣченныхъ  тетраэдровъ  (10). 
Такъ  какъ  послѣдніе  могутъ  быть  разложены  на  тетраэдры 
(теор.  8),  то  и многогранникъ  Я можетъ  быть  разложенъ  на 
тетраэдры. 

Опредѣленіе  4.  Предыдущее  доказательство  не  только  об- 
наруживаетъ возможность  разложенія  многогранника  на  соста- 
вляющіе тетраэдры,  оно  указываетъ  также  опредѣленный  спо- 
собъ для  производства  этого  разложенія.  Если  въ  послѣднемъ 
актѣ  этого  процесса,  разлагая  усѣченные  тетраэдры  на  тетра- 
эдры, мы  производили  разложеніе  такимъ  образомъ,  чтобы 
вершины  составляющихъ  тетраэдровъ  лежали  на  боковыхъ 
ребрахъ  усѣченныхъ  тетраэдровъ  (теор.  8),  то  мы  будемъ  на- 
зывать этотъ  способъ  разложенія  проективнымъ. 

Итакъ,  проективный  способъ  разложенія  усѣченнаго  тетра- 
эдра на  составляющіе  тетраэдры  заключается  въ  слѣдующемъ  : 

a)  Выбираемъ  центръ  проекцій  О внѣ  многогранника  и 
внѣ  плоскостей  его  граней  такимъ  образомъ,  чтобы  лучи,  идущіе 
изъ  точки  О къ  вершинамъ  многогранника,  образовали  замкну- 
тую связку. 

b)  Выбираемъ  плоскость,  пересѣкающую  всѣ  лучи,  и про- 
ектируемъ на  нее  всѣ  грани. 

c)  Образовавшійся  въ  плоскости  проекцій  рядъ  многоуголь- 
никовъ разлагаемъ  на  треугольники,  удовлетворяющіе  требова- 
ніямъ теоремы  19  гл.  XXXVIII. 

d ) Строимъ  трехгранные  углы,  имѣющіе  вершины  въ  точкѣ 
О и опирающіеся  на  эти  треугольники. 

e)  Эти  трехгранные  углы  вырѣзываютъ  изъ  многогран- 
ника рядъ  усѣченныхъ  тетраэдровъ,  которые  мы  разлагаемъ 
на  тетраэдры  такимъ  образомъ,  чтобы  всѣ  вершины  послѣд- 
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нихъ  лежали  на  боковыхъ  ребрахъ  этихъ  усѣченныхъ  тетра- 
эдровъ (теор.  8). 

Теорема  14,  Если  многогранникъ  П въ  пространствѣ  раз- 
ложенъ съ  одной  стороны  на  тетраэдры 

• * ‘ Т »■}  (Hi 

а съ  другой  стороны  на  тетраэдры 

&!,  • К (12) 

то  его  можно  разложитъ  также  на  такіе  тетраэдры 

. %, 

изъ  которыхъ  можно  составитъ,  какъ  каждый  изъ  тетраэдровъ  (11), 
такъ  и каждый,  изъ  тетраэдровъ  (12). 

Доказательство  опираете»  главнымъ  образомъ  на  тео- 
рему В гл.  ЫН  и вполнѣ  аналогично  доказательству  теоремы 
16  гл.  XXXVIII. 

Теорема  15.  Какимъ  бы  образомъ  тетраэдръ  Т въ  простран- 
ствѣ Q8  ни  былъ  разложенъ  на  составляющіе  тетраэдры 

Т„  Тг  . . т„,  (13) 

путемъ  проективнаго  разложенія  послѣднихъ  можно  получитъ 
рядъ  тетраэдровъ 

Ьѵ  »3  • • • (14) 

образующихъ  проективное  разложеніе  тетраэдра  Т. 

Доказательство,  а)  Возьмемъ  плоскость  Р,  по  одну  сто- 
рону которой  расположенъ  тетраэдръ  Т,  и по  другую  ея  сто- 
рону выберемъ  точку  О такимъ  образомъ,  чтобы  она  не  ле- 
жала въ  плоскости  ни  одной  грани  тетраэдровъ  (13),  Такъ  какъ 
грани  тетраэдра  Т состоятъ  изъ  граней  нѣкоторыхъ  тетра- 
эдровъ (1В)  (теор.  9 гл.  LIII),  то  точка  О не  лежитъ  также  въ 
плоскостяхъ  граней  тетраэдра  Т.  Вершины  тетраэдровъ  (13)  и 
тетраэдра  Т имѣютъ  проекціи  на  плоскость  Р. 
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b ) Всѣ  грани  тетраэдровъ  (13)  спроектируемъ  на  пло- 
скость Р,  и полученный  рядъ  многоугольниковъ  Іраздѣлимъ  на 
треугольники 

удовлетворяющіе  требованію  теоремы  19  гл  ХХХѴПІ. 

Легко  видѣть,  что  проекціи  граней  тетраэдра  Т также  со- 
стоятъ изъ  треугольниковъ  (15).  Въ  самомъ  дѣлѣ,  согласно 
теоремѣ  9 гл.  LI1I,  каждая  грань  тетраэдра  Т состоитъ  изъ 
нѣсколькихъ  граней  тетраэдровъ  (13).  Поэтому  проекція  этой 
грани  состоитъ  изъ  проекцій  соотвѣтствующихъ  граней  тетра- 
эдровъ (13),  а слѣдовательно,  состоитъ  изъ  нѣсколькихъ  тре- 
угольниковъ въ  ряду  (15). 

Обратно,  каждый  треугольникъ  въ  ряду  (15)  принадле- 
житъ проекціи,  по  крайней  мѣрѣ,  одной  грани  тетраэдра  Т.  Дѣй- 
ствительно, пусть  N будетъ  внутренняя  точка  треугольника  Jt. 
Она  служитъ  проекціей  нѣкоторой  точки  М,  лежащей  внутри 
граня  нѣкотораго  тетраэдра  тн.  Лучъ  ON  встрѣчаетъ  поэтому, 
по  крайней  мѣрѣ,  одну  изъ  граней  (скажемъ,  грань  р)  тетра- 
эдра Т;  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  онъ  встрѣчаетъ  и нѣкоторую  грань  рк 
тетраэдра  г,:,  расположенную  на  грани  р тетраэдра  Т въ  точкѣ 
К.  Такъ  какъ  точка  N можетъ  быть  разсматриваема,  какъ  про- 
екція точки  К на  плоскость  Р,  то  треугольникъ  имѣетъ  внут- 
реннюю точку,  принадлежащую  проекціи  qk  грани  рк}  поэтому 
треугольникъ  //,  принадлежитъ  цѣликомъ  многоугольнику  qk,  а 
слѣдовательно,  и проекціи  q грани  р тетраэдра  Т. 

Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  треугольники  (15)  обра- 
зуютъ такое  разложеніе  проекцій  граней  тетраэдра  Т,  кото- 
рымъ можно  воспользоваться  для  проективнаго  разложенія  тет- 
раэдра Т и каждаго  изъ  составляющихъ  тетраэдровъ  (13). 

c)  Пусть  будетъ  трехгранный  уголъ,  имѣющій  вер 
шину  въ  точкѣ  О и опирающійся  на  треугольникъ  z/t-.  Изъ 
каждаго  тетраэдра  (13),  въ  который  онъ  врѣзывается,  онъ  вы- 
рѣзываетъ усѣченный  тетраэдръ,  вершины  котораго  лежатъ  на 
ребрахъ  трехграннаго  угла  (теор.  12).  Каждый  изъ  усѣченныхъ 
тетраэдровъ,  которые  вырѣзываютъ  всѣ  трехгранные  углы 
мы  разложпмъ  на  тетраэдры,  вершины  которыхъ  лежатъ  на  ихъ 


боковыхъ  ребрахъ.  Такимъ  образомъ  будетъ  произведено  про- 
ективное разложеніе  каждаго  изъ  тетраэдровъ  (13). 

Пусть 

0{'>,  &«,  . . . 0(«  (16) 

будутъ  тѣ  тетраэдры,  которые  вырѣзываетъ  изъ  различныхъ 
тетраэдровъ  тн  трехгранный  уголъ  5£f*.  Пусть  П ■ будетъ  усѣчен- 
ный тетраэдръ,  который  трехгранный  уголъ  вырѣзываетъ 
изъ  тетраэдра  Т.  Покажемъ,  что  усѣченный  тетраэдръ  /7  со- 
стоитъ изъ  тетраэдровъ  (16). 

Пусть  Ж будетъ  внутренняя  точка  одного  изъ  тетраэдровъ 
(16)(теор.  11).  Она  лежитъ,  слѣдовательно,  внутри  трехграннаго 
угла  Кромѣ  того,  она  лежитъ  внутри  одного  изъ  тетраэдровъ 
(13),  и потому  внутри  тетраэдра  Т.  Слѣдовательно,  трехгран- 
ный "уголъ  5£f-  вырѣзываетъ  точку  Ж изъ  тетраэдра  Т,  а по 
тому  она  принадлежитъ  усѣченному  тетраэдру  Д. 

Обратно,  пусть  N будетъ  внутренняя  точка  усѣченнаго 
тетраэдра  //,-•  она  лежитъ  внутри  трехграннаго  угла  Такъ 
какъ  она,  сверхъ  того,  принадлежитъ  тетраэдру  Т,  то  она  при- 
надлежитъ, по  крайней  мѣрѣ,  одному  изъ  тетраэдровъ  (13),  ска- 
жемъ, тетраэдру  тк.  Если  она  лежитъ  внутри  послѣдняго,  то 
трехгранный  уголъ  5£,-  вырѣзываетъ  ее  изъ  тетраэдра  т1п  а по- 
тому она  принадлежитъ,  по  крайней  мѣрѣ,  одному  изъ  тетра- 
эдровъ (16).  Если  точка  Ж лежитъ  на  поверхности  тетраэдра 
rhs  то  сколь  угодно  близко  къ  ней  имѣются  точки,  расположен- 
ныя внутри  него1,  при  достаточно  маломъ  разстояніи  отъ  Ж, 
эти  точки  лежатъ  также  внутри  трехграннаго  угла  £*,  а по- 
тому послѣдній  вырѣзываетъ  и въ  этомъ  случаѣ  точку  Ж изъ 
многогранника  гЛ,  т.  е.  точка  Ж принадлежитъ,  по  крайней  мѣрѣ, 
одному  изъ  тетраэдровъ  (16). 

Такъ  какъ  всѣ  вершины  тетраэдровъ  (16)  лежатъ  на  бо- 
ковыхъ ребрахъ  усѣченнаго  тетраэдра  Д,  то  совокупность 
тетраэдровъ  (К‘)  образуетъ  проективное  разложеніе  тетраэдра  Т. 
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Параллельныя  линія. 

Опредѣленіе  1 Если  трп  прямыя  въ  пространствѣ  Q8  рас- 
положены въ  одной  плоскости,  и одна  изъ  нихъ  пересѣкаетъ 
двѣ  другія,  то  она  называется  по  отношенію  къ  послѣднимъ 
сѣкущей. 

Опредѣленіе  2.  Положимъ,  что  прямая  РРХ  въ  простран- 
ствѣ Q8  пересѣкаетъ  въ  точкахъ  Р и Р1  двѣ  прямыя  АА'  и 
АУА\  \ точки  Р иРх  могутъ  совпадать,  но  прямыя  АА!  и АХА\ 
мы  считаемъ  различными.  Мы  предположимъ  также,  что  точки 
А и А\  Ау  и Ах\  служащія  для  опредѣленія  прямыхъ,  выбраны 
соотвѣтственно  по  разныя  стороны  точекъ  Р и такъ  что 
лучи  РА  п РА\  PtAy  и РХА\  составляютъ  продолженія  другъ 
друга.  Кромѣ  того,  мы  предположимъ,  что  лучи  РА  и Р{АХ 
расположены  по  одну  сторону  прямой  PPt,  а лучи  РА'  и РХА\ 
по  другую  (теор.  *20  Ъ гл.  XXIV) . Сѣкущая  образуетъ  съ  каждой 
пзъ  прямыхъ  АА1  п Ах  А\  четыре  угла  *,  каждый  изъ  этихъ  угловъ 
имѣетъ  одну  сторону,  принадлежащую  сѣкущей,  а другую — при- 
надлежащую одной  изъ  прямыхъ  АА'  и АХА\. 

Разсмотримъ  два  угла,  изъ  которыхъ  одинъ  составленъ 
сѣкущей  при  прямой  АА\  другой  составленъ  сѣкущей  прп  пря- 
мой АХА\.  Если  стороны  этихъ  угловъ,  принадлежащія  сѣку- 
щей, имѣютъ  одинаковое  направленіе,  а двѣ  другія  стороны 
угловъ  расположены  по  одну  сторону  сѣкущей,  то  мы  будемъ  на- 
зывать эти  углы  соотвѣтственными.  Если  же  стороны  угловъ, 
принадлежащія  сѣкущей,  имѣютъ  противоположныя  направле- 
нія, а двѣ  другія  стороны  расположены  по  разныя  стороны  сѣ 
кущей,  то  мы  будемъ  называть  углы  накрестъ  лежащими. 

Теорема  1.  Если  въ  пространствѣ  Qs  сѣкущан  РРХ  пере- 
сѣкаетъ двѣ  прямыя , расположенныя  въ  одной  плоскости , то 
каждому  углу , который  она  образуетъ  при  одной  прямой,  отвѣ- 
чаетъ при  другой  прямой  одинъ  и только  одинъ  соотвѣтственный 
и одинъ  и только  одинъ  накрестъ  лежащій  уголъ. 

Доказательство.  Придерживаясь  прежнихъ  обозначеній, 
обозначимъ  еще  черезъ  PQ  и PQ'  лучи,  на  которые  точка  Р 
дѣлитъ  прямую  РР\  черезъ  PyQx  и PXQ\ — лучи,  на  которые  ее 
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дѣлитъ  точка  Рг  Разсмотримъ  уголъ  QPA.  Изъ  двухъ  лучей, 
на  которые  точка  Р4  дѣлитъ  сѣкущую  РРи  одинъ  и только  одинъ 
имѣетъ  то  же  направленіе,  что  и лучъ  PQ  (скажемъ,  лучъ  PtQt) 
(теор.  13  гл.  XIII)-,  точно  такъ  же  изъ  двухъ  лучей,  на  кото- 
рые точка  Рх  дѣлитъ  прямую  AtA\,  только  одинъ  (какъ  мы 
условились  выше,  лучъ  РІА1)  расположенъ  въ  полуплоскости 
РРХА  (теор.  20  6 гл.  XXIV).  Слѣдовательно,  QXPXAX  есть  един 
ственный  уголъ,  соотвѣтственный  относительно  угла  QPA.  Лучъ 
PtQ'  1?  въ  силу  той  же  теоремы  13  гл.  XIII,  пмѣетъ  направле- 
ніе, противоположное  лучу  PQ,  а лучъ  РІА\  расположенъ  въ 
полуплоскости,  составляющей  продолженіе  полуплоскости  РІ\А 
(теор.  20  Ъ гл.  XXIV);  поэтому  уголъ  Q\PlA\  есть  уголъ,  на- 
крестъ лежащій  относительно  угла  QPA — и при  томъ  един- 
ственный. Это  разсужденіе  приводитъ  еще  къ  слѣдующему  ре- 
зультату. 

Теорема  2.  При  условіяхъ  предыдущей  теоремы  углы — соот- 
вѣтственный и накрестъ  лежащій  относительно  одного  и того  же 
угла  — вертикальны. 

Опредѣ  леніе  3.  Въ  двухъ  соотвѣтственныхъ  или  накрестъ 
лежащихъ  углахъ  мы  будемъ  называть  соотвѣтственными  тѣ 
двѣ  стороны,  которыя  принадлежатъ  сѣкущей,  а также  двѣ  дру- 
гія стороны,  принадлежащія  пересѣкаемымъ  прямымъ. 

Теорема  3.  Если  въ  пространствѣ  Q8  при  обозначеніяхъ 
теоремы  1,  мы  замѣнимъ  двѣ  соотвѣтственныя  стороны  двухъ 
соотвѣтственныхъ  угловъ  PQA  и PXQXAX  ихъ  продолженіями , то 
получимъ  соотвѣтственные  углы. 

Доказательство.  Если  мы  замѣнимъ  лучи  PQ  и PtQt  ихъ 
продолженіями  PQ1  и PxQt\  то  получимъ  углы  Q'PA  и Q\PiA1, 
Лучи  PQ'  и PXQX  имѣютъ  одно  и то  же  направленіе  (теор.  5 и 
15  гл.  XIII),  а лучи  РА  и РХАХ  расположены  но  одну  сторону 
сѣкущей  ; поэтому  Q'PA  и Q\PXAX  суть  соотвѣтственные  углы. 

Теорема  4.  Въ  пространствѣ  Q8  углы,  вертикальные  отно- 
сительно двухъ  соотвѣтственныхъ  угловъ , также  соотвѣтственны . 

Доказательство  аналогично  предыдущему. 

Теорема  5.  Если  въ  пространствѣ  Q8  двѣ  прямыя , расположен- 
ныя въ  одной  плоскости , пересѣкаются  сѣкущей,  и соотвѣтственъ 
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ныв  углы  одной  пары  равны , то  равны  также  соотвѣтственные 
углы  каждой  изъ  трехъ  другихъ  паръ. 

Доказательство.  Изъ  двухъ  предыдущихъ  теоремъ  слѣ- 
дуетъ, что  соотвѣтственные  углы  одной  изъ  трехъ  осталь- 
ныхъ паръ  либо'смежны  съ  углами  первой  пары,  либо  верти- 
кальны относительно  нихъ.  Въ  виду  теоремъ  31  и 32  гл.  XXVI, 
отсюда  слѣдуетъ,  что  углы  каждой  пары  равны. 

Теорема  6.  Если  въ  пространствѣ  аі8  при  пересѣченіи  двухъ 
прямыхъ , расположенныхъ  въ  одной  плоскости , третьей , соотвѣт- 
ствующіе углы  равны , то  и накрестъ  лежащіе  углы  равны. 

Доказательство  Въ  виду  теоремы  31  гл.  XXVI,  это  вы- 
текаетъ изъ  теоремы  2. 

Теорема  7.  Если  въ  пространствѣ  Q8  при  пересѣченіи  двухъ 
прямыхъ , расположенныхъ  въ  одной  плоскости,  третьей , накрестъ 
лежащіе  углы  одной  пары  равны , то  равны  также  накрестъ  ле- 
жащіе  углы  каждой  изъ  трехъ  остальныхъ  паръ. 

Доказательство.  Положимъ,  что  накрестъ  лежащіе  углы 
одной  пары  равны.  Замѣнивъ  каждый  изъ  этихъ  двухъ  угловъ 
вертикальнымъ  относительно  него,  получимъ  пару  равныхъ  со- 
отвѣтственныхъ угловъ  (теор.  2)*,  поэтому  соотвѣтственные  углы 
всѣхъ  четырехъ  паръ  равны  (теор.  5),  а слѣдовательно,  равны 
и накрестълежащіе  углы  всѣхъ  четырехъ  паръ  (теор.  2). 

Теорема  8.  Если  прямая  PPt  въ  пространствѣ  пересѣ- 
каетъ двѣ  прямыя , расположенныя  въ  одной  плоскости , въ  двухъ 
различныхъ  точкахъ  Р и Pt,  и соотвѣтственные  или  накрестъ  ле- 
жащіе углы  равны , то  прямыя  не  встрѣчаются. 

Доказательство.  Допустимъ,  что  наши  прямыя  встрѣ- 
чаются въ  точкѣ  А.  Такъ  какъ  сѣкущая  по  условію  пересѣкаетъ 
прямыя  РА  и PtAt  т.  е.  имѣетъ  съ  каждой  изъ  нихъ  только  по 
одной  общей  точкѣ,  то  точка  А не  лежитъ  на  прямой  РРѴ  Лучи 
РА  и Pti  расположены  по  одну  сторону  сѣкущей,  именно — въ  по- 
луплоскости РРХА  (теор.  19  гл.  XXIV)  Если  PQ  есть  продол- 
женіе отрѣзка  РРХ  въ  сторону  точки  Р,  то  лучи  РХР  и PQ  имѣ- 
ютъ одно  и то  же  направленіе  (теор.  8 гл.  XII  и опр.  1 гл. 
XIII)  Слѣдовательно,  QPA  и QPtA  суть  соотвѣтственные  углы. 
По  условію  они  равны*,  но  это  не  можетъ  имѣть  мѣста,  въ  силу 
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теоремы  13  гл.  XXXVII,  ибо  QPA  есть  уголъ  внѣшній  отно- 
сительно треугольника  РРХ А (опр.  5 гл.  XXXVII). 

Справедлива  ли  обратная  теорема,  т.  е.  будутъ  ли  соотвѣт- 
ственные и накрестъ  лежащіе  углы  равны  всякій  разъ,  какъ 
двѣ  прямыя,  расположенныя  въ  одной  плоскости,  не  пересѣ- 
каются,— этотъ  вопросъ  находится  въ  тѣсной  связи  съ  другимъ 
вопросомъ,  который  мы  теперь  разсмотримъ. 

Теорема  9.  Если  въ  пространствѣ  существуетъ  точка 
Ж,  равно  отстоящая  отъ  трехъ  точекъ  А,  В и С,  то  послѣднія 
не  лежатъ  на  одной  прямой. 

Доказательство  это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  тео- 
ремы 22  гл.  XXXI. 

Теорема  10.  Если  тремъ  точкамъ  А,  В и С въ  простран- 
ствѣ Qg  отвѣчаетъ  точка  Ж,  одинаково  отъ  нихъ  удаленная,  то 
въ  этомъ  пространствѣ  имѣется  также  точка  N,  равно  удален- 
ная отъ  точекъ  А , В и С и расположенная  въ  плоскости , ими 
опредѣляемой . 

Доказательство.  Если  точка  Ж сама  не  расположена  въ  пло- 
скости АВС,  то  требованію  удовлетворяетъ  основаніе  перпенди- 
куляра изъ  точки  Ж на  плоскость  АВС  (теор.  XXVIII  гл.  19 с). 


Теорема  9 выражаетъ  условіе,  необходимое  для  того,  что- 
бы тремъ  точкамъ  А,  В и С въ  пространствѣ  Qs  отвѣчала 
точка,  одинаково  отъ  нихъ  удаленная.  Достаточно  ли  этого 
условія?  Чтобы  отвѣтить  на  этотъ  вопросъ,  изслѣдуемъ  въ 
этомъ  смыслѣ  тѣ  аналитическія  пространства,  которыя  мы  изу- 
чали выше. 

Предложеніе  1,  Во  всякомъ  плоскомъ  пространствѣ 
тремъ  точкамъ  А , В и С,  не  имѣющимъ  прямолинейнаго  располо' 
женія , всегда  отвѣчаетъ  точка , одинаково  отъ  нихъ  удаленная. 

Доказательство.  Пусть  А(ах,  а2. . .а«),  B(bt,b2. . .Ьп)  и 
CfCj,  с2.  . .сп)  будутъ  наши  три  точки.  Пусть  X(xt,x2.  . Хп)  будетъ 
четвертая  точка  пространства.  Для  того,  чтобы  точка  ^находи- 
лась на  равномъ  разстояніи  отъ  точекъ  А , В л С,  необходимо  и 
достаточно,  чтобы  (см.  доказательство  предложенія  Ігл,  XXIII) 
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2(в1-Ь1К+2(й2-Ь1Ь2+...+2(а.-Ь„>»=й;-Ь;-|-''І-ь?+- •+«’-** 

2(Ь1-с^1+2(6г-^>1+...+2(6,-сОх.-Ь?-с5+Ь5-с;+...+^-с> 

2(г,— а,)х,+2((',— аг)хг-\-.  .+2(с„— а» )*„=cJ-oJ4-^— “»+••  +<— а» 

1) 

Послѣднее  изъ  этихъ  уравненій  представляетъ  собой  слѣд- 
ствіе двухъ  первыхъ.  Намъ  нужно  поэтому  показать,  что  воз- 
можно удовлетворить  первымъ  двумъ  изъ  уравненій  (1).  Но  такъ 
кавъ  три  точки  А , В и С не  расположены  на  одной  прямой, 
п п>1,  то  по  крайней  мѣрѣ,  одинъ  изъ  опредѣлителей  вида 

аі~ьі  аі~ьі 
Ьі—Сі  bj—Cj 

не  равенъ  нулю  (предл.  1 гл.  VI).  Поэтому  первыя  два  изъ  урав- 
неній (1)  совмѣстны  и,  очевидно,  могутъ  быть  удовлетворены 
числами,  принадлежащими  той-же  области,  что  и самое  про- 
странство. 

Предложеніе  2.  Въ  пространствахъ  и Н' з,  Ѳ3  и ѳ' 

тремъ  точкамъ , не  расположеннымъ  прямолинейно , всегда  отвѣ- 
чаетъ точка , одинаково  отъ  нихъ  удаленная. 

Доказательство  это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  преды- 
дущей теоремы,  такъ  какъ  пространства  эти  отличаются  отъ 
плоскаго  трехмѣрнаго  пространства  Е3  только  движеніями,  кото- 
рыя въ  нихъ  имѣютъ  мѣсто. 

Предложеніе  3.  Во  всякомъ  эллиптическомъ  простран  - 
ствѣ , чгісло  измѣреній  котораго  больше  1,  всякимъ  тремъ  точ- 
камъ отвѣчаетъ  точка , одинаково  отъ  нихъ  удаленная. 

Доказательство.  Пусть  А(а^  а2  . . . ап,  а„_|_і)5 
В(ЪѴ  Ъ2  . . . Ья,  Ьл4.і)  и C(ct,  с2  . . . с„,  ся+і)  будутъ  данныя 
три  точки.  Для  того,  чтобы  точка  (хг,  х2  . . . ж»,  жп_рі)  была 
одинаково  отъ  нихъ  удалена,  необходимо  и достаточно  (предл. 

5 гл.  IV),  чтобы 

(ах  —Ь1')х1 4 (а2  — Ъг)х2-\- . . — Ъп)хп-\- (а  ,+1  — Ьд+1)ж,1+і=0 

0>t— cjx^ib^-  c2)a?2-f с„)жп-(-  (6n+ 1— cft+i )xn+1=o 

(ci — аі)і,гі“Ксз — Ь2)ж24~-.-|-(С/» — a»»)^n+(cn4-i  — ал+і)жп_ц  =0. 
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Третье  изъ  этихъ  уравненій  представляет ь собой  слѣд- 
ствіе первыхъ  двухъ;  намъ  достаточно  поэтому  удовлетворить 
первымъ  двумъ.  Но  если  r£>  1,  то  мы  имѣемъ  два  линейныхъ 
однородныхъ  уравненія  относительно  неизвѣстныхъ  £ct,  х2<..хп+\, 
число  которыхъ  превышаетъ  2.  Такой  парѣ  уравненій  всегда 
можно  удовлетворить  системой  значеній 

^1)  ^2  * * * £п> 

которыя  не  всѣ  равны  нулю.  Положивъ  затѣмъ 


х =- 


«* 

:г 


X, 


__  І8 
1 I 


гдѣ 


fn+1 

хп+і  — “7  у 


+£а 


*+1  * 


мы  получимъ  требуемую  точку. 

Предложеніе  4.  Въ  гиперболическомъ  пространствѣ  L3 
пѣтъ  плоскости , въ  которой  всякимъ  тремъ  точкамъ , не  имѣю- 
щимъ прямолинейнаго  расположенія , отвѣчаетъ  точка , одинаково 
отъ  нихъ  удаленная . 

Доказательство.  Разсмотримъ  три  точки  въ  простран- 
ствѣ L3  Н(о,  а,  о),  В(о,  о,  Ь)  и С(о,  о,  о),  гдѣ 

1>а>0  и 1>6>0.  (2) 

Всѣ  три  точки  расположены  въ  плоскости  Хх—0  (предл. 
6 гл.  XV);  въ  силу  предложенія  6 гл.  VII,  онѣ  не  имѣютъ 
прямолинейнаго  расположенія.  Такъ  какъ  пространство  £3 
представляетъ  собой  пространство  Qs  (опр.  3 гл.  XXIII),  то  въ 
немъ  либо  вовсе  нѣтъ  точки,  равноотстоящей  отъ  точекъ  А,  В 
и С,  либо  имѣется  точка,  удовлетворяющая  этому  требованію  и 
расположенная  въ  плоскости  Хр=0.  Для  того,  чтобы  точки 
М(о,  х2,  £с3)  находились  на  равныхъ  разстояніяхъ  отъ  точекъ 
И,  В и С,  въ  силу  предложенія  5 гл.  V,  необходимо  и доста- 
точно, чтобы 

ѵ{А,М)=ѵ{С,М)  и г (Б,  М)—ѵ(С,  Ж), 
иными  словами,  чтобы 
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(1—  q’)(l-« »-«») 

(І— ax2)! 


1— x\- 


3 (l-b®')1  1 *»' 


И такъ  какъ  1 — х * — scjj  не  можетъ  быть  нулемъ,  то  эти  со- 
отношенія  даютъ 


(1—  ая3)’=1— аа  и (1— Ьж3)*=1--Ь*. 

Такъ  какъ  далѣе  выраженія  1— ах2  и 1— 6#3  должны  имѣть 
положительныя  значенія  (предл.  2 гл.  У),  то 

l-ax2=+l/T^  1-Ъх3=+УГ^Ъ\ 

Итакъ,  если  въ  плоскости  Х^=.о  существуетъ  точка,  равно 
удаленная  отъ  точекъ  А,  В и С,  то  она  выражается  коорди- 
натами 

п 1—1/1— a>  1— УТ^Ъ* 

' а ’ ‘ Ь ’ 

Но  для  того,  чтобы  эти  числа  опредѣляли  точку  въ  простран- 
ствѣ £/3,  необходимо,  чтобы 


/1_|/1_в«  1* 

(1—1/ 1 — ь*  ^ 

1 a ;+! 

К ь ) 

Между  тѣмъ  это  соотношеніе  отнюдь  не  представляетъ  собой 
необходимаго  слѣдствія  изъ  соотношеній  (2),  потому  что  каждое 
слагаемое  лѣвой  части  послѣдняго  неравенства  стремится  къ  1, 
когда  а п b приближаются  къ  1. 

Такъ  какъ  есть  пространство  Q8  п,  слѣдовательно, 
всякая  плоскость  можетъ  быть  совмѣщена  съ  плоскоствю  Х{=0, 
то  теорема  доказана 


Предыдущее  изслѣдованіе  приводитъ  къ  слѣдующему  за- 
ключенію. Существуютъ  пространства,  въ  которыхъ  каждымъ 
тремъ  точкамъ,  не  имѣющимъ  прямолинейнаго  расположенія, 
отвѣчаетъ  точка,  одинаково  отъ  нихъ  удаленная.  Между  этими 
пространствами  имѣется  также  пространства  ; таковы  про- 
странства Еѣ  и S9  (предл.  1).  Съ  другой  стороны,  имѣется 
пространство  Q8,  именно  L3^  которое  этимъ  свойствомъ  не  обла- 
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даетъ.  Въ  этомъ  пространствѣ  нѣтъ  даже  такой  плоскости,  въ 
предѣлахъ  которой  это  требованіе  было  бы  удовлетворено.  Эго 
даетъ  намъ  основаніе  и право  условиться  изучать  такія  про- 
странства, которыя  удовлетворяютъ  слѣдующему  требованію. 

Постулатъ  IX.  Вз  пространствѣ  имѣется  по  крайней 
мѣрѣ  одна  плоскость , вз  предѣлахъ  которой  всякимъ  тремъ 
точкамъ , не  имѣющимъ  прямолинейнаго  расположенія отвѣ- 
чаетъ по  крайней  мѣрѣ  одна  точка  пространства , одина- 
ково отъ  нихъ  удаленная. 

Опредѣленіе  4.  Пространство  удовлетворяющее  также 
требованію,  выраженному  въ  постулатѣ  IX,  мы  будемъ  назы- 
вать пространствомъ  £>э. 

Пространства  ЕѢ  и S3  суть  пространства  Q9. 


Теорема  П.  Be  пространствѣ  Q9  каждымъ  тремъ  точкамъ , 
не  расположеннымъ  прямолинейно , отвѣчаетъ  точка , одинаково 
отъ  нихъ  удаленная. 

Доказательство.  Въ  виду  постулата  IX  это  слѣдуетъ  изъ 
того,  что  въ  пространствѣ  Q9  черезъ  каждыя  три  точки,  не  имѣ- 
ющія прямолинейнаго  расположенія,  проходитъ  плоскость — и 
каждая  плоскость  можетъ  быть  совмѣщена  съ  любой  другой  пло- 
скостью (теор.  10  гл.  ХХУ,  теор.  27  гл.  ХУІ  и теор.  24  гл. 
XXIV)- 

Опрѳдѣленіѳ  5.  Въ  пространствѣ  Qe  двѣ  прямыя,  распо- 
ложенныя въ  одной  плоскости  и не  встрѣчающіяся,  называются 
параллельными. 

Теорема  12.  Въ  пространствѣ  Q9  двѣ  не  совпадающія  пря- 
мыя, расположенныя  въ  одной  плоскости  и перпендикулярныя  къ 
третьей ^ параллельны. 

Доказательство.  Согласно  теоремѣ  24  гл.  ХХУ,  двѣ  раз- 
личныя прямыя,  перпендикулярныя  къ  третьей,  не  пересѣка- 
ются даже  въ  пространствѣ  Q8.  Если  же  онѣ  расположены  въ 
одной  плоскости,  то  въ  пространствѣ  Q9  мы  называемъ  такія 
прямыя,  согласно  опредѣленію  5,  параллельными. 
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Тѳорѳма  13.  Если  двѣ  прямыя  въ  пространствѣ  Qg  парал- 
лельны, и прямая , перпендикулярная  къ  одной  из  я нихъ,  встрѣчаетъ 
другую , mo  оиа  перпендикулярна  къ  послѣдней. 

Доказательство.  Пусть  АА'  и ВВ'  будутъ  двѣ  параллельный 
прямыя,  и допустимъ,  что  прямая  ЛБ,  встрѣчающая  первую  въ 
точкѣ  А,  а вторую  въ  точкѣ  В,  перпендикулярна  къ  прямой  АА' 
и не  перпендикулярна  къ  прямой  ВВ'.  Въ  такомъ  случаѣ  перпенди- 
куляръ ЕС  изъ  внутренней  точки  F отрѣзка  АВ  къ  прямой  ВВ'  не 
совпадаетъ  съ  прямой  АВ\  положимъ,  что  онъ  встрѣчаетъ  пр-я- 
мую  В В'  въ  точкѣ  С.  На  продолженіи  отрѣзка  АЕ'ъъ  сторону  точки 
А выберемъ  точку  D такимъ  образомъ,  чтобы  AF=AD,  такъ 
что  А будетъ  середина  отрѣзка  FD.  Точно  такъ  же  на  продол- 
женіи отрѣзка  FC  въ  сторону  точки  С выберемъ  точку  Е та- 
кимъ образомъ,  чтобы  FC—CE , такъ  что  С будетъ  середина 
отрѣзка  FE.  Такъ  какъ  точки  F,  D и Е не  расположены  на 
одной  прямой,  то,  въ  силу  теоремамъ  10  и 11,  въ  нашей  плоскости 
имѣется  точка  О,  одинаково  отъ  нихъ  удаленная.  Согласно  же  тео- 
ремѣ 18  гл.  XXII,  эта  точка  должна  лежать,  какъ  на  прямой 
АА',  такъ  и на  прямой  ВВ\— что  противно  заданію. 

Теорема  14.  Въ  пространствѣ  Qg  черезъ  каждую  точку  С, 
не  принадлежащую  прямой  АВ,  проходитъ  одна  и только  одна 
прямая , параллельная  АВ. 

Доказательство.  Согласно  опредѣленію  5,  требуемая  пря- 
мая должна  быть  расположена  въ  плоскости  АВС.  Изъ  точки 
С проведемъ  прямую  CD,  перпендикулярную  къ  прямой  АВ,  а 
затѣмъ  въ  плоскости  АВС—  прямую  СЕ,  перпендикулярную  къ  CD. 
Согласно  теоремѣ  12,  эта  прямая  удовлетворяетъ  требованію; 
согласно  теоремѣ  13,  это  единственная  прямая,  удовлетворяющая 
требованію. 

Тѳорѳма  15.  Если  прямая  въ  пространствѣ  Q9  расположена 
въ  плоскости  двухъ  параллельныхъ  линій,  то  она  либо  встрѣчаетъ 
обѣ  прямыя , либо  параллельна  обѣимъ. 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  преды- 
дущей теоремы:  если  бы  третья  прямая  встрѣчала  только  одну 
изъ  параллелей,  то  черезъ  точку  встрѣчи  проходили  бы  въ 
этой  плоскости  двѣ  прямыя,  параллельныя  второй  изъ  данныхъ 
параллелей. 

Теорема  16.  Если  въ  пространствѣ  Q9  двѣ  прямыя,  распо- 
ложенныя въ  одной  плоскости , образуютъ  при  пересѣченіи  съ 
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третьей  равные  соотвѣтственные  или  накрестъ  лежащіе  углы , 
то  эти  прямыя  параллельны. 

Доказательство.  Теорема  по  существу  справедлива  уже 
въ  пространствѣ  Q8,  ибо  она  представляетъ  лишь  Формули- 
ровку теоремы  8 въ  терминологіи,  принятой  въ  простран- 
ствѣ Qr 

Теорема  17.  Если  двѣ  прямыя  въ  пространствѣ  Q9  парал- 
лельны, то  всякая  сѣкущая  образуетъ  съ  ними  равные  соотвѣт- 
ственные и накрестъ  лежащіе  углы. 

Доказательство.  Положимъ,  что  сѣкущая  PPt  пересѣкаетъ 
прямыя  А А'  и А±А\  (прежнія  обозначенія)  въ  точкахъ  Р и Р1? 
и допустимъ,  что  соотвѣтственные  углы  QPA  и QlPrAl  не 
равны,  скажемъ,  /.  QPA>  LQ\P\Av  Въ  такомъ  случаѣ  внутри 
угла  QBA  проходитъ  лучъ  РЛ2,  образующій  съ  лучомъ  PQ  уголъ 
QPA2 , равный  углу  (теор.  8 гл.  XXVIII).  Такъ  какъ  лучи 

РА2  и РхАх  принадлежатъ  оба  полуплоскости  РР±А:  то  QPA2 
и QtPtAt  суть  соотвѣтственные  углы  для  прямыхъ  РА2и  PtAt. 
Поэтому  эти  прямыя  параллельны  (теор.  16), —что  противорѣ- 
читъ  теоремѣ  14. 

Теорема  18.  Пустъ  АВ  и CD  будутъ  двѣ  параллельныя 
прямыя  въ  пространствѣ  Q9,  AD  и ВС — двѣ  другія  параллельныя 
прямыя , встрѣчающія  первыя  соотвѣтственно  въ  точкахъ  А и D, 
В и С.  Въ  такомъ  случаѣ  отрѣзки  АВ , БС,  CD  и DA  образуютъ 
простую  замкнутую  ломанную  линію , огибаюѵ^ую  выпуклый  че. 
тыреуголъниш  ABCD. 

Доказательство.  Что  мы  имѣемъ  здѣсь  дѣло  съ  ломанной 
линіей  (опр.  1 гл.  XXXII)  и при  томъ  съ  замкнутой  ломанной 
линіей  (опр.  3 гл.  XXXII),  врядъ  ли  нужно  доказывать.  Далѣе, 
отрѣзокъ  А D не  можетъ  имѣть  съ  отрѣзкомъ  АВ  иныхъ  общихъ 
точекъ,  кромѣ  Л,  ибо  въ  противномъ  случаѣ  прямая  AD  совпа- 
дала бы  съ  прямой  ЛВ,  и не  могла  бы  встрѣчать  параллель- 
ную ей  прямую  СБ;  по  той  же  причинѣ  отрѣзокъ  ВС  не  имѣетъ 
съ  отрѣзкомъ  АВ  общихъ  точекъ,  кромѣ  Б*,  наконецъ,  отрѣзокъ 
CD  вовсе  не  имѣетъ  съ  отрѣзкомъ  АВ  общихъ  точекъ,  такъ 
какъ  ихъ  не  имѣютъ  и прямыя  CD  и АВ.  Этими  соображе- 
ніями мы  докажемъ,  что  мы  имѣемъ  простую  ломанную  линію 
(опр.  4 гл.  XXXII).  Наконецъ,  стороны  ломанной  линіи  при 
общей  вершинѣ  наклонены  другъ  къ  другу,  ибо  прямыя  АВ  л 
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AD,  напримѣръ,  какъ  мы  уже  сказали,  не  могутъ  совпадать.  Ло- 
манная ABCD  огибаетъ,  слѣдовательно,  четыреугольникъ  (опр.  1 
гл.  XXXIII). 

Отрѣзокъ  CD  расположенъ  по  одну  сторону  прямой  АВ , такъ 
какъ  онъ  не  встрѣчаетъ  ея  вовсе  *,  съ  той  ще  стороны  расположены 
всѣ  точки  отрѣзковъ  АС  и BD,  кромѣ  точекъ  А и В (теор.  22  Ъ гл. 
XXIV).  Такимъ  же  образомъ  мы  докажемъ,  что  всѣ  точки  на 
периферіи  нашего  четыреугольника,  не  принадлежащія  какой 
либо  сторонѣ,  расположены  по  одну  сторону  отъ  нея.  Слѣдова- 
тельно, это  четыреугольникъ  выпуклый  (теор.  7 гл.  XXXVI). 

Опредѣленіе  6.  Если  двѣ  параллельныя  прямыя  АВ  и 
CD  въ  пространствѣ  ЯА  встрѣчаютъ  двѣ  другія  параллели  AD 
и ВС  въ  точкахъ  А и В,  С и D,  то  мы  будемъ  называть  вы- 
пуклый четыреугольникъ  .4BCD  параллелоірамомъ.  Вершигіы 
параллелограма,  не  принадлежащія  одной  сторонѣ,  мы  будемъ 
называть  противоположными  его  вершинами ; стороны  парал- 
лелограма, не  сходящіяся  въ  общей  вершинѣ,  мы  будемъ  на- 
зывать противоположными  его  сторонами. 

Теорема  19.  Въ  пространствѣ  Я9  противоположныя  вер- 
шины параллелограма  расположены  по  разныя  стороны  діагонали , 
соединяющей  двѣ  другія  вершины. 

Доказательство.  Такъ  какъ  вершина  С параллелограма 
ABCD  не  лежитъ  ни  на  одномъ  изъ  лучей  AD  и АВ,  то  она  ле- 
житъ внутри  угла  BAD  (теор.  Югл.  XXXVI).  Поэтому  внутри 
этого  угла  расположенъ  весь  лучъ  АС  и встрѣчаетъ  отрѣзокъ 
BD , опирающійся  на  стороны  этого  угла,  въ  нѣкоторой  внутрен- 
ней его  точкѣ  (теор.  6 а и 21  гл.  XXVI).  Поэтому  точки  В и 
D расположены  по  разныя  стороны  прямой  АС. 

Теорема  20.  Въ  пространствѣ  Я9  въ  параллелограмѣ  про- 
тивоположныя стороны  равны . 

Доказательство.  Пусть  ABCD  будетъ  иараллелограмъ. 
Въ  силу  предыдущей  теоремы,  точки  А и С расположены  по 
разныя  стороны  прямой  BD , поэтому  и лучи  В А и DC  распо- 
ложены по  разныя  стороны  ея  (теор.  19  гл.  XXIV).  Согласно 
теоремѣ  7 гл.  XIII,  лучи  BD  и DB  имѣютъ  противоположныя 
направленія.  Поэтому  ABD  и CDB  суть  накрестъ  лежащіе  углы 
при  пересѣченіи  параллельныхъ  линій  В А и DC  сѣкущей  BD  \ 
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слѣдовательно,  эти  углы  равны  (теор.  17).  Такимъ  же  обра- 
зомъ докажемъ,  что  равны  углы  ИПВ  и CBD.  Поэтому  тре- 
угольники ABD  и CDB  конгруэнтны  (теор.  4 гл.  XXXVII),  и 
стороны  А В и СП,  AD  и СВ  соотвѣтственно  равны. 

Теорема  21.  Въ  пространствѣ  Q9  двѣ  прямыя , перпендику- 
лярныя къ  одной  и той  же  плоскости  въ  двухъ  различныхъ  точ- 
кахъ., параллельны. 

Доказательство,  Въ  силу  теоремы  11  гл.  XLI  и теоремы 
28  гл.  XXV,  наши  прямыя  даже  въ  пространствѣ  Q8  располо- 
жены въ  одной  плоскости  и не  встрѣчаются.  Поэтому  въ  про- 
странствѣ онѣ  называются  параллельными. 

Теорема  22.  Въ  пространствѣ  плоскость , перпендику- 
лярная къ  одной  изъ  двухъ  параллельныхъ  прямыхъ , перпендику- 
лярна также  ко  второй. 

Доказательство.  Пусть  АВ  и CD  будутъ  двѣ  параллель- 
ныя прямыя.  Положимъ,  что  плоскость  Q встрѣчаетъ  прямую 
АВ  въ  точкѣ  А и перпендикулярна  къ  ней.  Въ  такомъ  случаѣ 
она  пересѣкаетъ  плоскость  параллелей  по  прямой  АЕ , перпен- 
дикулярной къ  прямой  ИВ,  а потому  встрѣчающей  прямую  СП 
и перпендикулярной  къ  ней  (теор.  15  и 13).  Плоскость  парал- 
лелей проходитъ  черезъ  прямую  ИВ,  перпендикулярную  къ  пло- 
скости Q,  а потому  перпендикулярна  къ  послѣдней  (теор.  7 
гл.  XLI).  Вслѣдствіе  этого  прямая  СП  также  перпендикулярна 
къ  плоскости  Q (теор.  8 гл.  XLI). 

Теорема  23.  Въ  пространствѣ  Q9  двѣ  прямыя , параллель- 
ныя третьей , параллельны  между  собой. 

Доказательство.  Положимъ,  что  прямыя  ИВ  и CD  въ  про- 
странствѣ Q9  параллельны  прямой  EF.  Черезъ  произвольную 
точку  прямой  EF  проведемъ  перпендикулярную  къ  ней  пло- 
скость. Эта  плоскость  встрѣчаетъ  прямыя  ИВ  и СП  и перпенди- 
кулярна къ  нимъ  (теор.  22),  а потому  послѣднія  параллельны 
(теор.  21). 

Теорема  24.  Положимъ , что  прямыя  ИВ,  СП  и EF  въ  про- 
странствѣ Й9  параллельны  и расположены  въ  одной  плоскости , 
а сѣкущая  АЕ  пересѣкаетъ  ихъ  въ  точкахъ  И,  Си  Е такимъ 
образомъ , что  точка  С лежитъ  между  точками  А и Е.  Если  въ 
такомъ  случаѣ  другая  сѣкущая  пересѣкаетъ  тѣ  же  прямыя  со- 
отвѣтственно въ  точкахъ  В,  П и F,  то  точка  D лежитъ  между 
точками  В и F. 


Гл.  LV. 


728 


Доказательство.  Въ  силу  теоремы  21  гл.  ХХІУ,  каждая 
изъ  прямыхъ  АВ  и EF  расположена  по  одну  сторону  прямой 
CD.  Такъ  какъ,  однако,  точки  А и Е расположены  по  разныя 
стороны  прямой  CD,  то  прямыя  АВ  и EF  расположены  по  раз- 
ныя стороны  прямой  CD\  въ  частности,  точки  В и F лежатъ 
по  разныя  стороны  прямой  CD.  Поэтому  точка  Z),  въ  которой 
прямая  BF  пересѣкаетъ  прямую  CD , лежитъ  между  точками 
В и F. 

Опредѣленіе  7.  Два  луча  въ  пространствѣ  Q9  мы  будемъ 
называть  сонаправленными , а)  если  они  принадлежатъ  одной  и 
той  же  прямой  и имѣютъ  одно  и то  же  направленіе,  или  Ъ ) если 
они  принадлежатъ  параллельнымъ  прямымъ  и расположены  по 
одну  сторону  сѣкущей,  соединяющей  ихъ  вершины. 

Теорема  25.  Въ  пространствѣ  Q9  изъ  каждой  точки  про- 
странства выходитъ  одинъ  и только  одинъ  лучъ , с онаправ  ленный 
съ  даннымъ  лучомъ . 

Доказательство.  Пусть  АВ  будетъ  данный  лучъ,  А' — дан- 
ная точка.  Если  точка  А'  лежитъ  на  прямой  А В,  то  лучъ,  вы- 
ходящій изъ  А1  и сонаправленный  съ  АВ , долженъ  принадле- 
жать той  же  прямой;  но  изъ  двухъ  лучей,  на  которые  точка  А' 
дѣлитъ  прямую  АВ,  одинъ  и только  одинъ  имѣетъ  одно  напра- 
вленіе съ  лучомъ  АВ  (теор.  13  гл.  XIII).  Если  точка  А'  не  ле- 
житъ на  прямой  АВ , то  черезъ  нее  проходитъ  одна  и только 
одна  прямая  А'В’,  параллельная  прямой  АВ.  Изъ  двухъ  лучей, 
на  которые  точка  А'  дѣлитъ  прямую  А’В ',  одинъ  и только  одинъ 
расположенъ  съ  той  же  стороны  прямой  АА1,  что  и лучъ  АВ 
(теор.  20  Ь гл.  XXIV). 

Теорема  26.  Если  лучи  АВ  и А’В1  въ  пространствѣ  Q8  со- 
направлены  и не  лежатъ  на  одной  прямой , то  лучъ  BD , выхо- 
дящій изъ  внутренней  точки  В луча  АВ  и сонаправленный  съ 
лучомъ  АА\  встрѣчаетъ  лучъ  А1  В'  во  внутренней  его  точкѣ. 

Доказательство.  Въ  силу  теоремы  15,  прямая  BD  должна 
пересѣчь  прямую  А' В’  въ  нѣкоторой  точкѣ  G.  Такъ  какъ  пря- 
мая BD  не  встрѣчаетъ  прямой  АА' , то  точки  В и G располо- 
жены по  одну  сторону  прямой  АА1 ; поэтому  и лучи  АВ  и A'G 
лежатъ  по  одну  сторону  прямой  АА1  (теор.  19  гл  XXIV).  Слѣ- 
довательно, A'G  есть  лучъ,  сонаправленный  съ  АВ,  а потому 
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совпадаетъ  съ  А'В'  (теорема  25).  Иными  словами,  точка  G ле- 
житъ на  лучѣ  А'В'. 

Съ  другой  стороны,  такъ  какъ  прямая  А'В'  не  встрѣчаетъ 
прямой  ЛВ,  то  точки  А1  и G расположены  по  одну  сторону 
прямой  АВ.  Слѣдовательно,  лучи  АА'  и BG  расположены  по 
одну  сторону  прямой  АВ.  Поэтому  лучъ  BG  совпадаетъ  съ  лу- 
чомъ ВВ,  т.  е.  точка  G лежитъ  также  на  лучѣ  BD. 

Теорема  27.  Если  въ  пространствѣ  Q9  на  сонаправленныхъ 
лучахъ  АВ  и А'В',  принадлежащихъ  параллельнымъ  прямымъ , от- 
ложимъ равные  отрѣзки  АВ  и А'В\  то  прямыя  АА ' и ВВ'  па- 
раллельны, а отрѣзки  А А'  и ВВ ' равны. 

Доказательство.  Изъ  точки  В проведемъ  лучъ  ВВ,  сона- 
правленный съ  лучомъ  АА'.  Согласно  предыдущей  теоремѣ,  лучъ 
ВВ  встрѣчаетъ  лучъ  А'В'  во  внутренней  его  точкѣ  В.  Такъ 
какъ  при  этомъ  A’D—AB  (теор.  20),  то  точка  В совпадаетъ 
Съ  точкой  В'.  Иными  словами,  прямая  ВВ  совпадаетъ  съ  прямой* 
ВВ'.  Отрѣзки  АА'  и ВВ ' равны,  въ  силу  теоремы  20. 

Теорема  28.  Въ  пространствѣ  С>9  два  луча , сонаправленные 
съ  третьимъ , сонаправлены  другъ  съ  другомъ. 

Доказательство,  а)  Если  всѣ  три  луча  принадлежатъ  одной 
и той  же  прямой,  то  это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  тео- 
ремы 10  гл.  XIII. 

Ь)  Положимъ  теперь,  что  два  луча  А В и А'В'  располо- 
жены на  одной  прямой  и оба  сонаправдены  съ  лучомъ  СВ,  рас- 
положеннымъ на  параллельной  прямой.  Точка  А и А'  не  со 
впадаютъ,  такъ  какъ  въ  противномъ  случаѣ  совпадали  бы  лучи 
АВ  и А'В'  (теор.  25).  Такъ  какъ,  съ  другой  стороны,  отрѣзокъ 
АА'  принадлежитъ  прямой,  параллельной  СВ,  то  точки  А и А! 
расположены  по  одну  сторону  прямой  CD ; по  ту  же  сторону 
расположены  и лучи  С А и С А'  (теор.  19  гл  XXIV)  При  этомъ 
лучи  СА  и СА’  не  совпадаютъ,  такъ  какъ  прямая,  на  которой 
лежатъ  точки  И и И'  не  проходитъ  черезъ  точку  С.  Пусть 
CD'  будетъ  продолженіе  луча  СВ.  Согласно  теоремѣ  20  гл.  XXVI, 
лучъ  СА'  проходитъ  либо  внутри  угла  ИСВ,  либо  внутри  ACD'. 
Такъ  какъ  въ  послѣднемъ  случаѣ  лучъ  СА  проходитъ  внутри  угла 
A'CD  (теор.  23  гл.  XXVI),  то  мы  можемъ  сказать,  что  имѣетъ 
мѣсто  одно  изъ  двухъ : либо  лучъ  СА  проходитъ  внутри  угла 
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A'CD , либо  лучъ  СА'  проходитъ  внутри  угла  А CD ; одно  исклю- 
чаетъ другое  (теор.  22  гл.  ХХУІ).  Такъ  какъ  это  лишь  вопросъ 
обозначеній,  то  мы  примемъ,  что  лучъ  С А'  проходитъ  внутри 
угла  HCD.  Точка  А'  лежитъ,  слѣдовательно,  внутри  полупро- 
странства ACD  ; поэтому  внутри  этого  полупространства  рас- 
положенъ и лучъ  АА'  (теор.  19  гл.  XXIV).  Иными  словами, 
лучъ  АА!  сонаправленъ  съ  лучомъ  CD;  слѣдовательно,  лучъ 
АА'  совпадаетъ  съ  лучомъ  АВ  (теор.  25).  Съ  другой  стороны, 
лучъ  СА  расположенъ  въ  этомъ  случаѣ  внутри  угла  A'CD' 
(теор.  23  гл.  XXVI);  слѣдовательно,  точка  А и лучъ  А' А рас- 
положены внутри  полуплоскости  A'CD'.  Поэтому  лучъ,  соста- 
вляющій продолженіе  луча  И'И,  расположенъ  въ  полуплоскости 
A'CD  (теор.  20  6 гл.  ХХГѴ),  т.  е.  сонаправленъ  съ  лучомъ  CD; 
иными  словами  (теор.  25),  лучъ  А'В'  представляетъ  собой  продол- 
женіе луча  А' А или  отрѣзка  АА'  въ  сторону  точки  А'  (опр.  5 гл.  XI). 
Итакъ,  лучъ  АВ  совпадаетъ  съ  лучомъ  ИИ',  а лучъ  А'В'  со- 
ставляетъ продолженіе  отрѣзка  АА'  въ  сторону  точки  А'.  По- 
этому лучи  АВ  и А'В'  имѣютъ  одно  и то  же  направленіе  (теор. 
8 гл.  XII),  т.  е.  сонаправлены. 

с)  Положимъ,  что  лучи  АВ  и А'В'  лежатъ  на  одной  пря- 
мой, а лучъ  CD  лежитъ  на  параллельной  прямой  ; допустимъ 
при  этомъ,  что  лучи  А'В'  и CD  сонаправлены  съ  лучомъ  АВ, 
Въ  такомъ  случаѣ  лучъ,  выходящій  изъ  точки  А'  и сонапра- 
вленный съ  CD,  долженъ  быть  сонаправленъ  съ  АВ  (случай  6); 
онъ  совпадаетъ  поэтому  съ  лучомъ  А'В'  (теор.  25);  иными  сло- 
вами, лучъ  А'В'  сонаправленъ  съ  лучомъ  CD. 

d!)  Положимъ  теперь,  что  всѣ  три  луча  ИВ,  А'В\  А"В" 
лежатъ  на  различныхъ  и,  слѣдовательно,  параллельныхъ  лу- 
чахъ, при  чемъ  точки  И,  А'  и А"  лежатъ  на  одной  прямой. 
Если  лучи  А'В'  и А"В"  сонаправлены  съ  лучомъ  НВ,  то  они 
сонаправлены  между  собой,  потому  что  всѣ  три  луча  лежатъ 
въ  полуплоскости  А'А"В. 

е ) Положимъ,  что  три  луча  НВ,  А'В'  и А"В"  лежатъ  на 
параллельныхъ  прямыхъ  въ  одной  плоскости,  но  точки  Н,  А'  и 
А"  не  лежатъ  на  одной  прямой/ Пусть  попрежнему  лучи  А'В' 
и А"В"  будутъ  сонаправлены  съ  лучомъ  НВ.  Пусть  Ht  будетъ 
точка,  въ  которой  прямая  АВ  встрѣчаетъ  прямую  А' А"  (теор. 
15);  пусть  HjBj  будетъ  лучъ,  выходящій  изъ  Ht  и сонапра- 
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в ленный  съ  АВ.  Въ  такомъ  случаѣ  лучи  А1  В'  и АХВХ  сонапра- 
влены (случай  с);  лучи  А"В"  и AtBt  сонаправлены  (случай  с)*, 
поэтому  сонаправлены  и лучи  А' В'  и А" В"  (случай  d). 

/)  Положимъ,  наконецъ,  что  лучи  А'В'  и А" В"  сонапра- 
влены съ  лучомъ  АВ,  но  не  лежатъ  съ  нимъ  въ  одной  пло- 
скости. Въ  этомъ  случаѣ  ни  одинъ  изъ  лучей  не  можетъ  быть 
расположенъ  въ  плоскости  АА'А".  Такъ  какъ  лучи  АВ  и А'В' 
расположены  по  одну  сторону  прямой  АА\  то  они  лежатъ  по 
одну  сторону  плоскости  АА’А" ; точно  также  лучи  АВ  и А" В" 
расположены  по  одну  сторону  плоскости  АА'А ".  Слѣдовательно, 
лучи  А'В ' и А"В"  расположены  по  одну  сторону  плоскости 
АМА",  а потому  и по  одну  сторону  прямой  А' А".  Отсюда  вы- 
текаетъ, что  лучи  А'В'  и А"В"  сонаправлены. 

Теорема  29.  Если  вз  пространствѣ  Q8  стороны  ОА  и ОБ 
угла  АО  В сонаправлены  со  сторонами  О' А'  и О' В'  угла  А' O' В \ 
то  углы  эти  равны. 

Доказательство.  Если  лучъ  ОА  лежитъ  на  одной  пря- 
мой съ  лучомъ  О'А'  и лучъ  ОВ — на  одной  прямой  съ  лучомъ 
О'В',  то  точки  О и О'  совпадаютъ,  а потому  совпадаютъ  лучи 
ОА  и О'А',  ОВ  и О'В ',  а слѣдовательно,  и углы  АОВ  и А'О'В'. 

Предположимъ  теперь,  что  лучи  ОА  и О'А'  принадлежатъ 
одной  прямой,  а лучи  ОВиО'В ' — параллельнымъ  прямымъ.  Мы 
можемъ  разсматривать,  слѣдовательно,  прямую  00',  какъ  сѣ- 
кущую относительно  параллельныхъ  линій  ОВ  и О'В'.  Такъ 
какъ  принадлежащіе  сѣкущей  лучи  ОА  и О'А'  имѣютъ  одина- 
ковое направленіе,  а лучи  ОВ  и О’В'  расположены  по  одну  сто- 
рону сѣкущей,  то  АОВ  и А'О'В'  суть  боотвѣтственные  углы,  а 
потому  они  равны  (теор  17). 

Предположимъ  теперь,  что,  какъ  лучи  ОА  и О'А',  такъ 
и лучи  ОВ  и О'В'  лежатъ  соотвѣтственно  на  параллельныхъ 
прямыхъ.  Черезъ  точки  А и В,  произвольно  выбранныя  внутри 
лучей  О А и ОВ,  проведемъ  лучи,  сонаправленные  съ  лучомъ 
00'-  Согласно  теоремѣ  26,  эти  лучи  встрѣтятъ  соотвѣтственно 
лучи  О'А'  и О'В',  скажемъ,  въ  точкахъ  А'  и В'.  Въ  такомъ 
случаѣ  (теор.  20) 

0А=0'А',  ОВ^-О'В' 

АА'=00\  ВВ'^00'. 
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Такъ  какъ,  въ  силу  предыдущей  теоремы,  лучи  А А'  и 
ВВ'  сопоставлены,  а отрѣзки  АА'  и ВВ'  равны,  то  равны  и 
отрѣзки  АВ  и А'В'  (теор.  27) ; поэтому  треугольники  АОВ  и 
А'О'В'  конгруэнтны  (теор.  2 гл.  XXXVII),  а углы  того  же 
наименованія  равны. 

Теорема  30.  Вз  пространствѣ  Q9  сумма  чисел з,  измѣряю- 
щихъ углы  треугольника , равна  2d. 

Доказательство.  Изъ  вершины  С треугольника  А ВС  про- 
ведемъ лучъ  CD,  сонаправленный  съ  лучомъ  АВ.  Пусть  СЕ  бу- 
детъ продолженіе  отрѣзка  АС  въ  сторону  точки  С.  Лучъ  CD 
лежитъ  въ  полуплоскости  АСВ]  съ  лучомъ  СВ  онъ  не  совпа- 
даетъ, ибо  не  встрѣчаетъ  отрѣзка  АВ]  поэтому  онъ  располо- 
женъ либо  внутри  угла  АСВ , либо  внутри  угла  ВСЕ  (теор.  20 
гл.  XXVI).  Если  бы  онъ  былъ  расположенъ  внутри  угла  АСВ , 
то  онъ  встрѣтилъ  бы  отрѣзокъ  Л В,  опирающійся  на  стороны 
этого  угла.  Такъ  какъ,  однако,  прямая  CD  параллельна  прямой 
Л В,  то  лучъ  CD  проходитъ  внутри  угла  ВСЕ.  Поэтому  уголъ 
ВСЕ  состоитъ  изъ  угловъ  BCD  и DCE  (теор.  8 гл.  XXIX). 

Вмѣстѣ  съ  тѣмъ 

( ВСЕ ) - (BCD)+(  DEC ) 
и (теор.  3 6 гл.  XXX) 

(ACBy±(BCD)+(DCE)=2d. 

Такъ  какъ  лучи  АС  и СЕ  имѣютъ  одно  и то  же  направленіе 
(теор.  8 гл.  XII),  то  углы  ВАС  и DCE  равны  (теор.  29  или  17). 
Далѣе,  лучъ  ВА  расположенъ  въ  полуплоскости  СВА  (теор.  19 
гл.  XXIV).  Лучъ  CD,  расположенный  внутри  угла  ВСЕ , лежитъ 
въ  полуплоскости  ВСЕ]  слѣдовательно,  лучи  В А и CD  распо- 
ложены по  разныя  стороны  прямой  ВС.  Съ  другой  стороны, 
лучи  ВС  и СВ  имѣютъ  противоположныя  направленія  (теор  7 
гл.  XIII).  Поэтому  АВС  и DC  В суть  накрестъ  лежащіе  углы 
для  параллельныхъ  линій  ВА  и CD  при  сѣкущей  ВС]  слѣдо- 
вательно, они  равны  (теор.  15). 
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ГЛАВА  LVI. 

Пропорціональныя  линіи. 

Теорема  1.  Если  черезъ  внутреннюю  точку  В'  стороны  АВ 
треугольника  АВС  въ  пространствѣ  Q,  проведемъ  лучъ  В'С,  со- 
направленный съ  лучомъ  ВС,  то  онъ  встрѣтитъ  сторону  АС  во 
внутренней  его  точкѣ  С. 

Доказательство.  Такъ  какъ  прямая  В'С  не  встрѣчаетъ 
отрѣзка  ВС , то  она  не  проходитъ  черезъ  вершины  треуголь- 
ника, а потому  встрѣчаетъ  отрѣзокъ  АС  во  внутренней  его 
точкѣ  С (теор  4 гл.  XXIV).  Такъ  какъ  точка  С'  лежитъ  внутри 
полуплоскости  АВС  (теор.  5 гл.  XXXVI),  то  въ  той  же  полу- 
плоскости лежитъ  весь  лучъ  В'С,  т.  е.  лучи  ВС  и В'С  сона- 
правлены. 

Теорема  2.  Если  при  обозначеніяхъ , принятыхъ  въ  предыду- 
щей теоремѣ , В'  есть  середина  стороны  АВ , то  С'  есть  середина 
стороны  АС. 

Доказательство.  Черезъ  точку  С проведемъ  лучъ  C'D,  со- 
направленнын  съ  лучомъ  АВ.  Этотъ  лучъ,  согласно  предыду- 
щей теоремѣ,  встрѣтитъ  сторону  ВС  во  внутренней  его  точкѣ 
D.  Согласно  теоремѣ  20  гл.  LV, 

С'В=В’В=АВ'. 

Далѣе,  такъ  какъ  точка  С лежитъ  на  продолженіи  отрѣзка 
^4 С'  въ  сторону  точки  С (теор,  15  с гл.  XI),  то  лучъ  СС  со- 
ставляетъ продолженіе  отрѣзка  АС  въ  сторону  точки  С.  По- 
этому лучи  ^4С'  я СС  имѣютъ  одинаковое  направленіе  (теор.  8 
гл.  XII);  а такъ  какъ  лучъ  АС  совпадаетъ  съ  лучомъ  АС , то 
лучи  АС  и СС  имѣютъ  одинаковое  направленіе.  Углы  ВАС  и 
DCC,  образованные  сонаправленными  сторонами,  равны. 

Съ  другой  стороны,  такъ  какъ  точка  С лежитъ  внутри  полу- 
плоскости ВСА  (теор.  5 гл.  XXXVI),  то  лучъ  DC' также  располо- 
женъ въ  той  же  полуплоскости,  а потому  сонаправленъ  съ  лучомъ 
ВА , а слѣдовательно  и съ  лучомъ  В' А'.  Точно  такъ  же,  какъ 
выше  относительно  лучей  АС  и СС,  мы  докажемъ,  что  лучи  ВС 
и DC  имѣютъ  одинаковое  направленіе.  Слѣдовательно  сона- 
правлены и лучи  DC  и В'С , а потому  углы  АВ'С  и С DC 
равны. 
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Отсюда,  въ  сплу  теоремы  4 гл.  XXXVII,  слѣдуетъ,  что 
треугольники  АВ'С  и СВС  конгруэнтны,  а потому  стороны  АС 
и СС  равны. 

Теорема  3.  Если  изъ  внутреннихъ  точекъ  В и С стороны 
AM  угла  MAN  въ  пространствѣ  Q9  проведемъ  два  сонаправлен- 
ныхъ луча"  В В'  и СС,  и одинъ  изъ  нихъ  встрѣчаетъ  вторую  сто- 
рону угла , то  и другой  встрѣчаетъ  вторую  сторону  угла. 

Доказательство.  Положимъ,  что  точка  В лежитъ  между 
точками  А и С.  Если  лучъ  СС  встрѣчаетъ  сторону  AN , то 
лучъ  ВВ'  встрѣчаетъ  ее,  въ  силу  теоремы  1.  Если  намъ  из- 
вѣстно, что  лучъ  ВВ'  встрѣчаетъ  сторону  AN  въ  точкѣ  В\  то 
разсужденіе  можно  вести  такъ  : 

Если  прямая  СС  встрѣчала  лучъ  AN*,  составляющій  про 
долженіе  луча  AN,  то,  въ  силу  предыдущей  теоремы,  одинъ 
изъ  лучей,  принадлежащихъ  прямой  ВВ\  также  встрѣчалъ  бы 
лучъ  AN\  а потому  прямая  ВВ'  не  могла  бы  встрѣчать  луча 
AN.  Итакъ,  прямая  СС  встрѣчаетъ  лучъ  AN  въ  точкѣ  С.  Такъ 
какъ  обѣ  точки  С и В ' расположены  на  лучѣ  AN,  то  онѣ  ле- 
жатъ по  одну  сторону  прямой  AM  и лучъ  СС'  сонаправленъ 
съ  лучомъ  ВВ'. 

Теорема  4.  Положимъ , что  въ  пространствѣ  изъ  трехъ 
точекъ  В,  С и В,  расположенныхъ  внутри  стороны  AM  угла 
MAN , проведемъ  сочаправ ленные  лучи  В В',  СС  и ВВ\  которые 
встрѣчаютъ  другую  сторону  въ  точкахъ  В\  С и Dr  •,  если  точка 
С лежитъ  между  точками  В и D,  то  и точка  С лежитъ  между 
точками  В1  и В* ; если  при  этомъ  BC=CD , то  В'С  = СВ*. 

Доказательство.  Что  точка  С лежитъ  между  точками  В' 
и D',  вытекаеіь  непосредственно  изъ  теоремы  24  гл.  LV. 

Четыре  точки  А,  В,  С и D образуютъ  прямолинейную  группу. 
Точка  И,  какъ  крайняя  точка  луча  Л>/,  на  которомъ  располо- 
жены всѣ  четыре  точки,  представляетъ  собой  также  крайнюю  точку 
группы.  Другой  крайней  точкой  не  можетъ  служить  точка  С, 
потому  что  она  лежитъ  между  точками  В и В.  Поэтому  второй 
крайней  точкой  можетъ  служить  либо  точка  В , либо  точка  В — 
скажемъ,  послѣдняя.  Въ  такомъ  случаѣ  точка  В лежитъ  между  точ- 
ками А и D,  а слѣдовательно,  и между  Л и С (теор.  2 гл.  VIII). 

Если  мы  проведемъ  изъ  точки  В лучъ  ВР , сонаправлен- 
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ный  съ  лучомъ  ЛІѴ,  то,  въ  силу  теоремы  1,  онъ  встрѣтитъ 
отрѣзокъ  СО  въ  точкѣ  С",  а отрѣзокъ  DD'  въ  точкѣ  D";  при 
этомъ  точка  С"  лежитъ  между  точками  В и D"  (теор  24  гл, 
LV).  Если  БС='СД  то  ВС"  = СМ  D"  (теор.  2).  Съ  другой 
стороны  ВО'—В'О  и СМБ"=С'Б'  (теор.  20  гл.  LV),  а потому 
В'С^С'Б'. 

Теорема  5.  Если  въ  пространствѣ  Q9  лучъ,  выходящій  изъ 
внутренней  точки  В'  стороны  АВ  треугольника  АВС  и сонапра- 
вленный съ  лучомъ  ВС , встрѣчаетъ  сторону  АС  въ  точкѣ  С',  то 

АВ : ЛВ'=ЛС : АО. 


Доказательство.  Пусть  PQ  будетъ  и-ая  часть  отрѣзка 
АВ'.  Это  значитъ,  отрѣзокъ  АВ'  можетъ  быть  составленъ  изъ 
п отрѣзковъ,  равныхъ  PQ.  Иными  словами  (теор  18  гл.  XII), 
на  отрѣзкѣ  АВ'  имѣется  (ть-[-1)  точекъ 

А,  Б1?  В2  . . . Вп-і,В\ 

расположенныхъ  въ  томъ  порядкѣ,  въ  какомъ  мы  ихъ  назы- 
ваемъ,— при  чемъ  всѣ  отрѣзки 

АВѴ  В,В2  . . . Бп_лБ' 


равны  между  собой. 

Черезъ  каждую  точку  Б,  проведемъ  лучъ  БД,  сонапра- 
вленный  съ  лучомъ  В'С.  Этотъ  лучъ  встрѣчаетъ  сторону  В’С 
въ  точкѣ  С,  (теор.  1).  Легко  видѣть,  что  точки 

Л,  С„  С2  . . . Сп_і,  о 

расположены  въ  томъ  порядкѣ,  въ  какомъ  мы  ихъ  называемъ. 
Дѣйствительно,  если  «<j,  то  точка  Б,  лежитъ  между  точками 
А и В/,  въ  силу  теоремы  1,  точка  Д лежитъ  между  точками 
А и Су  Если  то  точка  Bj  лежитъ  между  точками  В* 

и Вн\  въ  силу  теоремы  4,  точка  Д лежитъ  между  точками  О 
и С*.  Въ  силу  же  теоремъ  1 и 4,  всѣ  отрѣзки 


ЛД,  ДД,  . . . CUiC' 
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равны.  Обозначь  череіъ  R9  одинъ  изъ  нихъ,  мы  можемъ  ска- 
зать, что  -RSecTbn-ая  часть  отрѣзка  АС. 

Положимъ  теперь,  что  отрѣзокъ  PQ  содержится  въ  от- 
рѣзкѣ АВ  т разъ.  Это  значитъ 

m.PQ^AB<(_m-\-l)PQ. 

На  лучѣ  АВ  отложимъ  отрѣзокъ  AB''=m.PQ,  и черезъ 
точку  В " проведемъ  лучъ  В"С ",  сонаправленный  съ  лучомъ 
ВС.  Этотъ  лучъ  встрѣтитъ  лучъ  АС  въ  точкь  С"  (теор.  3). 
Совершенно  тѣмъ  же  разсужденіемъ,  какъ  и выше,  мы  докажемъ^ 
что  AC'=m.RS.  Если  АВ"— Л В,  то  точка  В"  совпадаетъ  съ  В. 
Но  въ  такомъ  случаѣ  лучъ  В"С"  совпадаетъ  съ  лучомъ  ВС,  а 
точка  С" — съ  точкой  С;  т.  е.  въ  этомъ  случаѣ  BC—m.RS.  Если 
АВ"  < АВ.  то  точка  В"  лежитъ  между  точками  А п В\  но  въ 
такомъ  случаѣ,  въ  силу  теоремы  1,  и точка  С"  лежитъ  между 
точками  А и С,  т.  е.  m.R$<  АС.  Итакъ,  во  всякомъ  слу- 
чаѣ m.RS^AC.  Такимъ  же  точно  образомъ  мы  докажемъ,  что 
Cn-\-l)RS^>AC.  Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  отрѣзокъ  RS  со- 
держится въ  отрѣзкѣ  АС  т разъ. 

Такимъ  образомъ  отношенія  АВ:АВ'  и АС:  АС'  опредѣ- 
ляются однимъ  п тѣмъ  же  рядомъ,  а потому  онп  равны. 

Опредѣленіе  1.  Если  въ  пространствѣ  Q9  углы  треуголь- 
ника АВС  равны  соотвѣтствующимъ  угламъ  треугольника  А'В'С , 
то  говорятъ,  что  треугольнике  АВС  подобенъ  треугольнику  А'В'С' 

Предыдущія  теоремы  содержатъ  весь  необходимый  мате 
ріалъ  для  того,  чтобы,  слѣдуя  обычному  изложенію,  построить 
всю  теорію  подобія  прямолинейныхъ  Фигуръ  и г.ропорціональныхъ 
линій.  Мы  не  будемъ  здѣсь  развивать  ее  подробно 

Въ  тѣсной  связи  съ  теоріей  пропорціональныхъ  линій  на- 
ходится вопросъ  объ  измѣреніи  площадей  прямолинейныхъ  Фи- 
гуръ въ  пространствѣ 

Опредѣленіе  2.  Установить  систему  измѣренія  площадей 
многоугольниковъ  значитъ  отнести  каждому  многоугольнику  ариѳ- 
метическое число  такъ,  чтобы  конгруэнтнымъ  многоугольни- 
камъ отвѣчали  одинаковыя  числа,  а многоугольнику,  составлен- 
ному изъ  нѣсколькихъ  многоугольниковъ,  отвѣчало  число,  рав- 
ное суммѣ  чиселъ,  отнесенныхъ  составляющимъ  многоугольнп- 
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камъ.  Число,  отнесенное  каждому  многоугольнику,  называется 
площадью  этого  многоугольника. 

Теорема  6.  Въ  пространствѣ  Q9  въ  каждомъ  треугольникѣ 
произведете  изъ  длины  основанія  на  длину  соотвѣтствующей  вы- 
соты представл  я етъ  собой  постоянную  величину.  Иными  словами , 
если  АА\  В В'  и СС  суть  высоты  треугольника  АВС , то 

ТвШ—Шаа(^Га.Ш'. 

(опр.  2 гл  XXXVII). 

Доказательство.  Положимъ,  что  уголъ  АВС  острый.  Въ 
такомъ  случаѣ  основаніе  А'  перпендикуляра  АА'  изъ  точки  А 
на  прямую  ВС  падаетъ  внутрь  луча  ВС  (теор.  11  гл.  XXVIII). 
Слѣдовательно,  точки  А'  и С либо  совпадаютъ,  либо  лежатъ  по 
одну  сторону  точки  В.  Лучъ  В А’  во  всякомъ  случаѣ  совпадаетъ 
съ  лучомъ  ВС,  а уголъ  АВА ' съ  угломъ  АВС.  Точно  такъ  же  мы 
докажемъ,  что  уголъ  СВС  совпадаетъ  съ  угломъ  СВ  А.  Отсюда 
слѣдуетъ,  что  прямоугольные  треугольники  АВА ' и СВС  по- 
добны,— а изъ  ихъ  подобія  вытекаетъ,  что  АВ.СС—ВС.АА' . 

Если  уголъ  АВС  прямой,  то  высоты  АА'  и СС  совпа- 
даютъ съ  катетами  АВ  и СВ.  Поэтому 

АВ.СС=ВС.  АА'=АВСВ. 

Если  уголъ  АВС  тупой,  то  основаніе  А ' перпендикуляра 
АА'  падаетъ  на  продолженіе  луча  ВС  (теор.  11  гл.  XXVIII) ; 
поэтому  АВА'  представляетъ  собой  въ  этомъ  случаѣ  уголъ,  смеж- 
ный съ  АВС.  Такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что  и СВС  есть 
уголъ,  смежный  съ  угломъ  АВС.  Поэтому  углы  АВА ' и СВС 
равны,  а треугольники  того  же  наименованія  подобны  • соотноше- 
ніе А В,СС'=/?С. АА'  и въ  этомъ  случаѣ  остается  въ  силѣ. 

Опредѣленіе  3.  Выберемъ  произвольно  ариѳметическое 
число  и въ  каждомъ  треугольникѣ  АВС  будемъ  называть 
произведеніе  изъ  его  основанія  на  соотвѣтствующую  высоту, 
умноженное  еще  на  //,  инваріантомъ  треугольника.  Инваріантъ 
треугольника  АВС  мы  будемъ  обозначать  символомъ  ./(ЛВС), 
такъ  что 
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JUBC)^lu.AB.CC'=n.BC.AA'=zn.AaBB'. 

Теорема  7.  Если  треугольникъ  АВС  въ  пространствѣ  Q9 
состоитъ  изъ  нѣсколькихъ  треугольниковъ , то  его  инваріантъ  ра- 
венъ суммѣ  инваріантовъ  составляющихъ  треугольниковъ. 

Доказательство.  Предположимъ,  что  треугольникъ  АВС 
составленъ  трансверсально  изъ  п составляющихъ  треугольни- 
ковъ. Это  значитъ,  составляющими  треугольниками  служатъ  тре- 
угольники 

АВВѴ  ADlDi , AD2D з . . . ADm~ іС, 

гдѣ  D1,  JJ2  . . . Dm-i  суть  точки,  расположенныя  внутри  от- 
рѣзка АС  и образующія  съ  точками  А и С прямолинейную 
группу,  въ  которой  онѣ  расположены  въ  томъ  порядкѣ,  въ  ка- 
комъ мы  ихъ  называемъ  въ  ряду 

А)  Dt,  Z)2,  jD3  . . . А„_і,С 

(опр.  2 и теор.  7 гл.  XXXVIII).  Но  въ  такомъ  случаѣ  (теор. 
15  гл.  XII  и теор.  5 гл.  XXI) 


BC=BDx+DxD2+D2D,+  . . . +DOT-iC. 

Высота  АА'  треугольника  АВС  служитъ  въ  этомъ  случаѣ 
высотой  всѣхъ  составляющихъ  треугольниковъ ’,  а потому,  умно- 
жая обѣ  части  предыдущаго  равенства  на  и.АА\  получимъ 

JUBC)=J(ABDl)+JtADlDJ+J(ADiD3)-\-.  . .+J{ADm^C). 

Покажемъ  теперь,  что  теорема  справедлива,  когда  тре- 
угольникъ АВС.  составленъ  изъ  нѣсколькихъ  треугольниковъ  по- 
перечно. Въ  самомъ  дѣлѣ,  если  треугольникъ  составленъ  попе- 
речно изъ  двухъ  составляющихъ  треугольниковъ,  то  это  раз- 
ложеніе можетъ  быть  разсматриваемо,  какъ  трансверсальное 
(теор.  10  гл.  XXXVIII),  а потому  теорема  справедлива.  До- 
пуская поэтому,  что  теорема  справедлива,  когда  треугольникъ 
разложенъ  поперечно  на  п составляющихъ  треугольниковъ,  по- 
кажемъ, что  она  остается  справедливой  и въ  томъ  случаѣ, 
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когда  треугольникъ  АВС  составленъ  поперечно  пзъ  со- 

ставляющихъ  треугольниковъ 

z/,  z/j,  А%  . . . z/«. 

Дѣйствительно,  въ  виду  теоремы  10  гл.  XXXVIII,  мы 
можемъ  сказать,  придерживаясь  принятыхъ  въ  этой  теоремѣ 
обозначеній,  что 

J(A  БС)= J(z/)-f J(  z/') . 

Въ  виду  же  сдѣланнаго  допущенія 

* 

J(Z’)=J(Z,)+J(Z2)+  . . . +J(Z„). 

Поэтому 

+ . . . +.KJn). 

Обращаемся  теперь  къ  общему  случаю.  Положимъ,  что 
треугольникъ  АВС  составленъ  изъ  к треугольниковъ 

^14  ^2')  ^3  * • • (1) 

Согласно  теоремѣ  12  гл.  XXXVIII,  путемъ  трансверсаль- 
наго и поперечнаго  разложенія  треугольникоівъ  (1)  на  соста- 
вляющіе можно  получить  рядъ  треугольниковъ 


z/J1)  z/B)  ....  z/W 

*1  ‘ 2 ' mt 

4S>  ....  z<2> 

1 2 ”»  (2) 


4-,  4»>,  ....  4») 


обладающихъ  слѣдующими  свойствами  : 

a)  Треугольникъ  ABC  состоитъ  изъ  треугольниковъ  (2). 

b)  Треугольникъ  АВС  разлагается  трансверсально  на  п 
треугольниковъ 


(3) 


z/(2>,  . . . z/И 
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при  чемъ  каждый  треугольникъ  разлагается  поперечно  на 
тѣ  треугольники,  которые  занимаютъ  мѣсто  въ  г-омъ  ряду  въ 
таблицѣ  (2). 

Такъ  какъ  треугольники  получены  пу  гемъ  трансвер 
сальныхъ  и поперечныхъ  разложеній  треугольниковъ  (1),  то 
въ  силу  доказаннаго, 

(4) 

Съ  другой  стороны,  такъ  какъ  треугольникъ  АВС  разла- 
гается трансверсально  на  треугольники  (В),  то 

J(ABCy=liJ(JW).  (5) 

Такъ  какъ  далѣе  треугольникъ  разлагается  поперечно 
на  треугольники 


то 


4°,  Аі],  Аі]-  • • А) 


Изъ  соотношенія  (4),  (5)  и (б)  вытекаетъ,  что 

J(ABC)=lhJ(Ah)- 


(6) 


Теорема  8.  Если  многоугольника  въ  пространствѣ  разла - 

хается  различными  способами  на  составляющіе  треугольники , то 
сумма  инваріантовъ  составляющихъ  треугольниковъ  имѣетъ  для 
всѣхъ  разложеній  одно  и то  же  значеніе. 

Доказательство.  Положимъ,  что  многоугольникъ  р разла- 


гается  на  треугольники 

А\ч  z/3  . 

. . Jn 

(7) 

и треугольники 

z/W,  JW  . 

(8) 

Согласно  теоремѣ  16  гл.  XXXVIII,  въ  этомъ  случаѣ  су- 
ществуетъ рядъ  треугольниковъ 
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^11 

изъ  которыхъ  можно  составить,  какъ  треугольники  (7),  такъ 
и треугольники  (8).  Въ  виду  предыдущей  теоремы, 

2J(^)==2«/(4)  и 2J(J^)—2J[dh\ 

а потому 

2J(J,)=2J(4<fl). 

Опредѣленіе  4.  Сумму  инваріантовъ  треугольниковъ,  изъ 
которыхъ  можетъ  быть  составленъ  многоугольникъ  р въ  про- 
странствѣ Qg,  мы  будемъ  называть  инваріантомъ  этого  много- 
угольника и будемъ  обозначать  его  символомъ  /(р). 

Теорема  9.  Если  многоугольникъ  р въ  пространствѣ  Q>g  раз- 
лагается на  многоугольники 

Рп  р2>  Рз  * • • 

то  его  инваріантъ  равенъ  суммѣ  инваріантовъ  составляющихъ  много- 
угольниковъ. 

Доказательство.  Положимъ,  что  многоугольникъ  р,  разла- 
гается на  треугольники 

4()-  • • < • 

Въ  такомъ  случаѣ 
по этому 

2iJtptJ=2tjJ(JW). 

Съ  другой  стороны,  согласно  теоремѣ  8 гл.  ХХХІУ,  много- 
угольникъ р состоитъ  изъ  всѣхъ  треугольниковъ  такъ  что 

J(p-)=2ijJ(JVl 


поэтому 


J(p)=2J(p,). 
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Теорема  10.  Если  въ  пространствѣ  мы  отнесемъ  каждому 
многоугольнику  число , равное  его  инваріанту , то  этимъ  будетъ 
установлена  система  измѣренія  площадей  многоугольниковъ. 

Доказательство.  Конгруэнтные  треугольники  имѣютъ  со- 
отвѣтственно равныя  основанія  и высоты*,  имъ  будутъ  отвѣчать 
поэтому  при  этихъ  условіяхъ  одинаковыя  числа.  Въ  виду  теоремы 
20  гл.  XXXVIII,  конгруэнтнымъ  многоугольникамъ  также  будутъ 
отвѣчать  одинаковыя  числа.  Наконецъ,  въ  виду  предыдущей 
теоремы,  многоугольнику,  составленному  изъ  нѣсколькихъ  много- 
угольниковъ, всегда  будетъ  отвѣчать  число,  равное  суммѣ  чи- 
селъ, отнесенныхъ  составляющимъ  многоугольникамъ. 


Согласно  послѣдней  теоремѣ,  въ  пространствѣ  Qg  доста- 
точно отнести  каждому  многоугольнику  его  инваріантъ,  чтобы 
этимъ  установить  систему  измѣренія  площадей  прямолинейныхъ 
Фигуръ.  Обычное  изложеніе  теоріи  площадей  прямолинейныхъ 
Фигуръ,  котораго  мы  не  будемъ  здѣсь  воспроизводить,  доказы- 
ваетъ, что  при  всякой  системѣ  измѣренія  площадей  прямоли- 
нейныхъ Фигуръ  въ  пространствѣ  Q9  площади  многоугольни- 
ковъ выражаются  ихъ  инваріантами.  Одна  система  измѣренія 
отличается  отъ  другой  только  значеніемъ  постояннаго  множи- 
теля jtt  \ если  мы  желаемъ,  чтобы  площадь  квадрата,  длина 
стороны  котораго  есть  1,  выражалась  числомъ  1,  то  мы  должны 
положить  |н=1/а- 

Изложенная  теорія  площадей  принадлежитъ  С.  Шатунов- 
скому.  Тотъ  же  авторъ  далъ  полную  теорію  объемовъ  многогран- 
никовъ. Въ  главѣ  LIV  изложенъ  весь  матеріалъ,  необходимый 
для  непосредственнаго  примѣненія  разсужденій  г.  Шатунов- 
скаго,  къ  подлиннымъ  работамъ  котораго  мы  и отсылаемъ  чи- 
тателя1). 


ГЛАВА  LVII. 

Пятый  законъ  двнгѳнія. 

Согласно  теоремѣ  Я2  гл.  XL,  если  нѣкоторое  движеніе  въ 
пространствѣ  Q8  оставляетъ  въ  покоѣ  нѣкоторую  плоскость 

С.  Шатуновскій,  (Измѣреніе  объемовъ  многогранниковъ».  Вѣсти. 
Оп  Физики  и Элем.  Математеки.  ХХУІІ  семестръ.  1902. 
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ABC , то  оно  либо  оставляетъ  въ  покоѣ  все  пространство,  либо 
замѣщаетъ  другъ  другомъ  тѣ  два  полупространства,  на  кото- 
рыя плоскость  АВС  дѣлитъ  пространство.  Въ  послѣднемъ  слу- 
чаѣ мы  назвали  это  движеніе  симметричнымъ  перемѣщеніемъ 
(опр.  7 гл.  XL).  Вмѣстѣ  съ  тѣмъ  было  показано,  что  въ  про- 
странствѣ Q8  либо  вовсе  не  существуетъ  симметричныхъ  пере- 
мѣщеній, либо  существуетъ  симметричное  перемѣщеніе  отно- 
сительно любой  плоскости  (теор.  39  гл.  XL).  Вопросъ  о . томъ, 
возможны  ли  симметричныя  перемѣщенія  въ  пространствѣ  Q8 
или  нѣтъ,  а въ  благопріятномъ  случаѣ,  существуютъ  ли  тако- 
выя во  всякомъ  пространствѣ  Qg  или  нѣтъ, — этотъ  вопросъ  не 
былъ  изслѣдованъ.  Мы  займемся  имъ  въ  настоящей  главѣ. 


Предложеніе  1.  «)  Во  всякомъ  плоскомъ  пространствѣ 
перваго  рода , число  измѣреній  котораго  больше  2,  существуетъ 
плоскость , при  неподвижности  которой  все  пространство  необхо - 
димо  остается  въ  покоѣ. 

Ь)  Во  всякомъ  плоскомъ  пространствѣ  второго  рода , 
число  измѣреній  котораго  больше  2,  существуетъ  плоскость , при 
неподвижности  которой  еще  возможны  перемѣшрнія  точки  про- 
странства. 

До казательство.  Во  всякомъ  плоскомъ  пространствѣ, 
число  измѣреній  котораго  больше  2,  геометрическое  мѣсто  Xt=0 
представляетъ  собою  плоскость  (предл.  2 гл.  XV).  Покажемъ, 
что  эта  плоскость  удовлетворяетъ  требованію,  какъ  въ  случаѣ 
предложенія  а),  такъ  и въ  случаѣ  предложенія  Ь).  Съ  этой 
цѣлью  разсмотримъ  движеніе  S,  оставляющее  въ  покоѣ  всѣ 
точки  плоскости  Xt  = 0. 

Уравненія  движенія  въ  плоскомъ  пространствѣ  имѣютъ 

видъ 

х\=  аі}хі  + а{±)х2  -f  «з1)Жз+  . . . +aL1)ajn+ai 

а/2=  аі2)жі  4 а(2)х2  4 42>жз4  • • • 4а«2)Я"4а2 

х3=  аі3)£Сі4аз3)ж24аз3)^з4  • • • 4а«3)л7«+аз 


х,п^а[п)г,+а[п)х2+а[п)х3+.  . . +а(;)хп+а,і 
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Это  движеніе  оставляетъ  плоскость  Х{=0  въ  покоѣ,  если 
при  £С,=о  п произвольныхъ  значеніяхъ  координатъ  х^  хъ...хп 

ж'і=о,  х\—х2,  a7f3=a?3  . . . хп=^хп, 

иными  словами,  если  при  всевозможныхъ  значеніяхъ  перемѣн- 
ныхъ д?2,  хг  ...  хп  имѣютъ  мѣсто  соотношенія. 

О =fl‘2  . . . ~\-а\^хп- J-«i 

Xi=af )а?2+аз2,^з+  • • • +«і2)#«+а  2 

Жз5»023)аС2-}“«33)Л8+  • • • -f 


хп-=а[  ^2+аз  • • • ~f  (4 

Условія,  необходимыя  и достаточныя  для  того,  чтобы 
эти  соотношенія  имѣли  мѣсто,  выражаются  слѣдующими  равен- 
ствами : 

«і=«2=«з—  • * • (1) 

^W33)==a<4)=.  . .=aj°=l.  (2) 

crj-  =о,  если  и j>l.  (3) 

Легко,  однако,  видѣть,  что  при  этихъ  условіяхъ 


. =4»>=0 


Дѣйствительно,  такъ  какъ  коэффиціенты  образуютъ  ор. 
тогональную  систему,  то 

(в?‘)а+(4в)2+(«?)2+  • • ■ +(«!?)*=>•- 

Если  і > 1,  то  въ  лѣвой  части  этого  равенства,  въ  виду 
соотношеній  (2),  имѣется  членъ,  равный  1:  а потому  остальные 
члены,  въ  томъ  числѣ  и а^,  равны  нулю. 

Такимъ  образомъ  требованіе,  чтобы  движеніе  оставляло 
въ  покоѣ  плоскость  А\—  о,  уже  опредѣляетъ  значенія  всѣхъ 
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коэффиціентовъ,  кромѣ  а1*1).  Но  при  этихъ  значеніяхъ  коэффиціен- 
товъ детерминантъ  системы  равенъ  >.  Если  поэтому  мы  имѣемъ 
плоское  пространство  перваго  рода,  то  необходимо  а М = 1 ; 
уравненія  движенія  имѣютъ  видъ 

x\=zXi,  Xf2=X2,  #'3=£C3  • • . х'п=хп 

и показываютъ,  что  движеніе  оставляетъ  всѣ  точки  пространства 
въ  покоѣ.  Если  же  имѣемъ  плоское  пространство  второго  рода, 
то  коэффиціентъ  а<г)  можетъ  имѣть  два  значенія  1 и— 1.  Если 
cij1)— — 1,  то  уравненія  движенія  имѣютъ  видъ 

х\-=.  — xh  Xf2=X2 , ЯГ3=Я3  . • • х'п—Хп. 

Это  движеніе  перемѣщаетъ  всѣ  точки  пространства,  не 
лежащія  въ  плоскости  А'1=0. 

Предложеніе  2.  Въ  пространствѣ  К 3 симметричныхъ 
перемѣщеній  относительно  плоскостей  не  существуетъ  \ въ  про- 
странствѣ ёъ  существуетъ  симметричное  перемѣщеніе  относи- 
тельно любой  плоскости. 

Доказательство.  Такъ  какъ  JE3  и $3  суть  простран- 
ства Q8  (даже  пространства  Q9),  то  это  вытекаетъ  изъ  преды- 
дущаго предложенія  и теоремы  39  гл.  XL. 

Предложеніе  3.  Въ  каждомъ  изъ  пространствъ  Ѳ3  и Ѳ3 
н , и Н'  3 существуетъ  плоскость , при  неподвижности  которой 
все  пространство  остается  въ  покоѣ.  • 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ 
предыдущаго  предложенія.  Пространства  03  и в 3 отличаются 
отъ  пространства  J23  своими  движеніями,  но  только  въ  томъ 
смыслѣ,  что  въ  нихъ  движенія  ограничены  по  сравненію  съ  про- 
странствомъ въ  нихъ  не  существуетъ  такого  движенія, 

какого  нѣтъ  въ  пространствѣ  Поэтому  въ  этихъ  простран- 
ствахъ нѣтъ  движенія,  которое  оставляло  бы  въ  покоѣ  пло- 
скость Xt=0  и перемѣщало  бы  другія  точки  пространства. 

Въ  пространствѣ  //3  движеніе,  оставляющее  плоскость 
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въ  покоѣ,  выражается  уравненіями  (17)  гл.  III,  въ  которыхъ 
множитель  А—1,  ибо  только  при  А — 1 разстояніе  между  двумя 
точками  можетъ  сохранить  свое  значеніе  (см.  доказательство 
предложенія  19  гл  III).  Поэтому  движеніе  въ  пространствѣ  Н *• 
оставляющее  плоскость  А,=0  въ  покоѣ,  выражается  тѣми  же 
уравненіями,  что  и движеніе,  оставляющее  въ  покоѣ  плоскость 
Хх  = 0 въ  пространствѣ  Е^  ; оно  оставляетъ  поэтому  въ  покоѣ 
и все  пространство. 

Легко  видѣть,  что  точно  такъ  же  обстоитъ  дѣло  и въ  про- 
странствѣ й3.  Если  іі=0 , то  движеніе  приводитъ  всѣ  точки 
пространства  въ  одну  точку.  Если  поэтому  движеніе  оставляетъ 
плоскость  въ  покоѣ,  то  н=1,  т.  е.  движеніе  совпадаетъ  съ  со- 
отвѣтствующимъ движеніемъ  въ  пространствѣ  Ез- 

Пре  дл  о ж е н і е 4.  Во  всякомъ  эллиптическомъ  простран- 
ствѣ, число  измѣреніи  котораго  больше  2,  существуетъ  плоскость , 
при  неподвижности  которой  все  пространство  необходимо  оста- 
ется въ  покоѣ. 

Доказательство.  Въ  эллиптическомъ  пространствѣ, 
число  измѣреній  котораго  больше  2,  геометрическое  мѣсто  Хх=о 
представляетъ  собой  плоскость  (предл.  5 гл.  XV).  Покажемъ, 
что  эта  плоскость  удовлетворяетъ  требованію. 

Въ  эллиптическомъ  пространствѣ  движеніе  выражается 
уравненіями  ; 

ajr1=a!1)£Ci-f-a(2)a72+  • • • )ж«+ап+і#*+і 

х'і=а[  ^Хі -\^а[  ^2-f”  • • • ~\~ап ^хп-\-а(п+\Хп+і 

х'п—0,1  ^ хі-^-а^ Х'Л-{-  . . . -J- -j- оіцл хп±і 

£c,n+i=flin+  ^ хі-\-аіп^ х2-{-  . . • -f ^n+i- 

Чтобы  это  движеніе  оставляло  плоскость  Xt=0  въ  покоѣ, 
необходимо  и достаточно,  чтобы  при  хх=о  и при  всѣхъ  значе- 
ніяхъ  координатъ  а?2,  xs . . . хпх  а?я+і,  удовлетворяющихъ  урав- 
ненію 


мы  имѣли 


. . +ХІ+ХІ+1  = 1, 


№ 
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®ri=o,  x\—xh  х'з-  Хз  . . . Хп—х'п  и а^цл==я»+і ; 

иными  словами,  чтобы  при  всѣхъ  значеніяхъ  перемѣнныхъ 
#2,  #з  . . . aVfi,  удовлетворяющихъ  уравненію  (4),  имѣли  бы 
мѣсто  соотношенія 

0—а[  )х2-\-  ♦ • 

Х2—а\  ^2-f-  • • . И— аі 

(5) 

Хп=а 2n)^2-f-  . • • 1- 


Эти  уравненія  однородны  относительно  перемѣнныхъ 
х2,х3  . . . аси+і.  Если  поэтому  они  удовлетворяются  при  всѣхъ 
значеніяхъ  этихъ  перемѣнныхъ,  удовлетворяющихъ  уравненію 
(4),  то  они  удовлетворяются  и вообще  при  всѣхъ  значеніяхъ 
этихъ  перемѣнныхъ,  а для  этого  необходимо  должны  имѣть 
мѣсто  равенства 


(3) _„(*)_„(*+!)- 

6*2  **3  • • • 6*»  — ——I* 


a/*J=0,  если  t ^ j и />  1. 


Такъ  же,  какъ  это  было  сдѣлано  при  доказательствѣ  пред- 
ложенія 1,  мы  покажемъ,  что  изъ  этихъ  равенствъ  вытекаютъ 
также  соотношенія 


а/°=  О при  О 1 . 

Наконецъ,  такъ  какъ  опредѣлитель  системы  коэффиціентовъ 
равенъ  1,  то  а^=. 1.  Движеніе  выражается  уравненіями 

«Г1=®1,  ХГ2=Х2  . . . х'п—хп,  ж'п+і=жм+і, 
и потому  оставляетъ  все  пространство  въ  покоѣ. 


Предложеніе  5.  Вз  гиперболическомъ  пространствѣ  L3 
существуетъ  плоскость , при  неподвижности  которой  все  про- 
странство необходимо  остается  въ  покоѣ. 
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Доказательство.  Въ  гиперболическомъ  пространствѣ 
lJ%  уравненіе  О выражаетъ  плоскость  (предл.  6 гл.  XY). 

Мы  покажемъ,  что  эта  плоскость  удовлетворяетъ  требованію. 

Въ  пространствѣ  Lz  движеніе  выражается  уравненіями 

вида 

f а{і  )Хг-^а(2)х2-\~ а(з11  х3 — 

1 «і(4)л:і+а24)я?2+аз4)Жз-“«44) 

, іаіа)а?і4-в2а)®а+а?)®з  — e*J) 

Х^Хі+а^2+а^х  з-аГ5 

_ а{3)а?і4-а23)®2+аз3)Жз — «43) 

**  ві*)я;1Ч-в(*)Ж2Ч-аз<Іхз— аі4)' 


коэффиціенты  которыхъ  образуютъ  систему  Кели  перваго  рода. 

Если  это  движеніе  оставляетъ  въ  покоѣ  одну  только  точку 
£С1  = 0,  sc2=0,  £С3  = 0,  то 


oW=a‘2,=ai3,=0. 


(6) 


Но  въ  такомъ  случаѣ  соотношеніе  (предл.  16  гл.  I) 


( аі'ОЧС  <4”)Ч-(  «П’-(  -1 

даетъ  1.  Замѣтимъ,  однако,  что  мы  можемъ  считать 

а*— — 1,  такъ  какъ  движеніе  не  измѣнится,  если  мы  при  всѣхъ 
коэффиціентахъ  перемѣнимъ  знаки;  коэффиціенты  по  прежнему 
будутъ  составлять  систему  Кели  и при  томъ  перваго  рода,  по- 
тому что  опредѣлитель  системы  будетъ  умноженъ  на  (— I)4. 

Съ  другой  стороны,  соотношенія 


«ft1)«4l)+Ofc2)ei2)-}-ai3)a43) — аі4).а1=0  при  й=1,  2,  3 


даютъ  въ  виду  равенствъ  (6) 
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Итакъ,  движеніе  въ  пространствѣ  Z3,  оставляющее  въ  по. 
коѣ  точку  (о,  д,  о),  выражается  уравненіями  вида 


гдѣ  числа 


®Ч==ві1)®і+а?)®2+аз1)®8 
х' ,з=аі3)Жі+а23)ж2+йз3)  а?з, 


<*іЧ 

<4Ч 

0 

«і2) 

<4а) 

a?' 

0 

aS3) 

„(3) 

«2 

asS) 

0 

0 

0 

0 

— 1 

(7) 


18) 


образуютъ  систему  Кели  перваго  рода.  Чтобы  это  движеніе  оста- 
вляло въ  покоѣ  всѣ  точки  плоскости  ^=0,  уравненія  (7)  должны 
для  всѣхъ  значеній  х2  и ж3,  при  которыхъ 


давать 


Я?2 — I — 

a?'l=0,  £С,2=а72,  ^3=^3. 


00 


Иными  словами,  при  всѣхъ  значеніяхъ  перемѣнныхъ  х2  и ж3, 
удовлетворяющихъ  соотношенію  (9),  должны  имѣть  мѣсто  ра- 
венства 

0=41)Я2+аз1)#з 
£Сз=Й2  W 

Поэтому 


a^Wa^aS^O. 


Вслѣдствіе  этого  уравненія  (предл.  19  гл.  I) 


Г*.  ЪѴІІ. 
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( а(.2,)2+(  аГОЧЧ  afOJ-(  № > W 

( ai3,J2+(  e,(«)»+(af>)«_(  ^”)2=1 

даютъ 

of4=0  и a?=0. 


Наконецъ,  такъ  какъ  опредѣлитель  системы  (8)  равенъ 
— 1,  то  а|г)^=  1.  Уравненія  движенія  имѣютъ  видъ 

I і г 

#1=£Сі,  £С  а=ЯС2,  Ж3=Хз( 

оно  оставляетъ  поэтому  въ  покоѣ  все  пространство. 


Предыдущее  изслѣдованіе  обнаруживаетъ,  что  въ  нѣкото- 
рыхъ пространствахъ  существуетъ  плоскость,  при  неподвижно- 
сти которой  все  пространство  необходимо  остается  въ  покоѣ, 
въ  другихъ  пространствахъ  такой  плоскости  не  существуетъ. 
Между  пространствами  того  и другого  рода  имѣются  про- 
странства (предл.  2).  Это  даетъ  намъ  право  условиться  изу- 
чать такія  пространства,  которыя  удовлетворяютъ  слѣдующему 
требованію. 

Постулатъ  X.  Вз  пространствѣ  существуетз  пло- 
скость, при,  неподвижности  которой  все  пространство  оста- 
ется вз  покоѣ. 

Опредѣленіе  1.  Пространство  Q9,  удовлетворяющее 
также  требованію,  выраженному  въ  постулатѣ  X,  мы  будемъ 
называть  пространствомъ  &10. 

Пространство  К3  представляетъ  собой  пространство  Ql0- 
Пространства  Q10  называютъ  также  Евклидовыми  простран- 
ствами. 


Теорема  1.  Въ  пространствѣ  Q10  не  существуетъ  симметрич- 
ныхъ перемѣщеній  относительно  плоскости . 

Доказательство.  Въ  виду  теоремы  39  гл.  XL,  это  выте- 
каетъ непосредственно  изъ  постулата  X. 
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Теорема  2 . Если  въ  пространствѣ  Q10  нѣкоторое  движеніе 
оставляетъ  въ  покоѣ  три  точки  пространства , не  расположенныя 
на  одной  прямой , то  оно  оставляетъ  въ  покоѣ  все  пространство. 

Доказательство.  Въ  виду  теоремы  27  гл.  XXIV,  это  вы- 
текаетъ непосредственно  изъ  постулата  X. 

Теорема  3.  Если  въ  пространствѣ  Qt0  нѣкоторое  движеніе 
приводитъ  три  точки  А,  В и С,  не  лежащія  на  одной  прямой , 
въ  опредѣленныя  точки  пространства  А\  В ' и С\  то  оно  приво- 
дитъ и каждую  другую  точку  въ  опредѣленную  точку  простран- 
ства. Иначе:  Въ  пространствѣ  Q10  не  существуетъ  двухъ  раз- 
личныхъ движеній , приводящихъ  три  точки , не  лежащія  на  одной 
прямой , въ  совмѣщеніе  съ  тѣми  же  точками  пространства. 

Доказательство.  Допустимъ,  что  въ  разсматриваемомъ 
пространствѣ  существуетъ  два  различныхъ  движенія  S и S1 
(опр.  5 гл.  II),  совмѣщающихъ  точки  И,  В и С съ  одними  и 
тѣми  же  точками  А\  В',  С' \ положимъ,  что  движеніе  В совмѣ- 
щаетъ при  этомъ  нѣкоторую  точку  М съ  точкой  JV,  а движеніе 
S’  совмѣщаетъ  ту  же  точку  М съ  другой  N'..  Пусть  Sx  будетъ 
движеніе,  обратное  движенію  Я Въ  такомъ  случаѣ  движеніе  S{Sf 
оставляетъ  точки  А\  В'  и С'  въ  покоѣ  и приводитъ  точку  N въ 
точку  N'.  Это  противорѣчитъ  предыдущей  теоремѣ. 

Настоящую  теорему  можно  еще  Формулировать  такъ  : 

Теорема  4.  Въ  пространствѣ  й10  движеніе  вполнѣ  опредѣля- 
ется, если  указано , въ  какія  точки  оно  приводитъ  три  точки  про- 
странства, не  лежащія  на  одной  прямой . 

Теорема  5.  Въ  пространствѣ  Q)0  движеніе  S , замѣщающее 
другъ  другомъ  стороны  О А и О В линейнаго  угла  АО  В двуграннаго 
угла  АОСВ , совмѣщаетъ  двугранный  уголъ  съ  самимъ  собой,  замѣ- 
щаетъ другъ  другомъ  грани  двуграннаго  угла , а также  лучи  ОС  и 
ОС'  на  его  ребрѣ , составляющіе  продолженіе  другъ  друга. 

Доказательство.  Движеніе  S совмѣщаетъ  плоскость  АОВ 
съ  самою  собой  (теор.  24  гл.  XXIV)*,  вслѣдствіе  этого  и пря- 
мая ОС  совмѣщаетъ  съ  самою  собой  (теор.  23  гл.  XXII  и теор. 
13  гл.  XXV).  Согласно  теоремѣ  29  гл.  XXIV,  движеніе  S замѣ- 
щаетъ полуплоскости  ОСА  п ОС  В другъ  другом  ь,  а потому  совмѣ- 
щаетъ двугранный  уголъ  АОСВ  съ  самимъ  собой  (теор.  1 гл.  ХЕИ)» 
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Лучъ  0D,  представляющій  собой  биссекторъ  угла  ЛОВ , 
остается  при  этомъ  въ  покоѣ  (теор.  11  гл.  XXIX).  Лучъ  же 
ОС  совмѣщается  при  этомъ  либо  съ  самимъ  собой,  либо  съ 
его  продолженіемъ  ОС  (теор.  18  гл.  XVI).  Если  бы  движеніе 
S совмѣщало  лучъ  ОС  съ  самимъ  собой,  то  оно  оставляло  бы 
въ  покоѣ  всю  прямую  ОС  (теор.  19  гл.  XIV),  а вмѣстѣ  съ 
тѣмъ  и всю  плоскость  OCD  (теор  27  гл.  XXIV) ; наше  дви- 
женіе представляло  бы  собой  симметричное  перемѣщеніе  отно- 
сительно плоскости  OCD,— что,  въ  силу  теоремы  1,  не  можетъ 
имѣть  мѣста.  Слѣдовательно,  движеніе  <8  совмѣщаетъ  лучъ  ОС 
съ  лучомъ  ОС. 

Теорема  5.  а)  Если  нѣкоторое  движеніе  S въ  пространствѣ 
Q10  совмѣщаетъ  двугранный  уголъ  АОСВ  съ  самимъ  собой  такимъ 
образомъ , что  каждая  грань  ею  совмѣщается  съ  самою  собой , то 
каждый  лучъ  на  ребрѣ  двуграннаго  угла  совмѣщается  съ  лучомъ , 
имѣющимъ  то  же  направленіе. 

Ъ ) Если  же  при  совмѣщеніи  двуграннаго  угла  съ  самимъ  со- 
бой грани  замѣіцаютъ  другъ  друга,  то  каждый  лучъ  на  ребрѣ  со- 
вмѣщается съ  лучомъ , имѣющимъ  противоположное  направленіе . 

Доказательство,  а)  Предположимъ  сначала,  что  при  совмѣ- 
щеніи, о которомъ  идетъ  рѣчь  въ  теоремѣ  а),  нѣкоторая  точка 
О на  ребрѣ  остается  въ  покоѣ.  Если  ЛОВ  есть  линейный  уголъ 
при  точкѣ  О,  то  лучи  О А и О В совмѣщаются  съ  самими  со- 
бой (теор.  20  гл.  XXV),  а потому  остаются  въ  покоѣ  (теор.  19 
гл.  XIV).  Вмѣстѣ  съ  тѣмъ  остаются  въ  покоѣ  всѣ  точки  простран- 
ства (теорема  2)*  въ  частности  каждый  лучъ  на  ребрѣ  двугран- 
наго угла  совмѣщается  съ  самимъ  собой. 

Допустимъ  теперь,  что  при  условіяхъ  теоремы  а)  лучъ 
ОС  на  ребрѣ  совмѣщается  съ  лучомъ  О’С',  имѣющимъ  противо- 
положное направленіе.  Согласно  тому,  что  было  сказано  выше, 
нп  одна  точка  на  ребрѣ  не  можетъ  при  этихъ  условіяхъ  остаться 
въ  покоѣ.  Поэтому  точка  О'  не  совпадаетъ  съ  точкой  О.  Слѣ- 
довательно, лучъ  ОС  либо  совпадаетъ  съ  лучомъ  00',  либо 
составляетъ  его  продолженіе. 

Если  лучъ  ОС  совпадаетъ  съ  лучомъ  00',  то  лучъ  О'С'  со- 
впадаетъ съ  лучомъ  О'О  (теор.  7 и 5 гл.  XIII).  Разсматри- 
ваемое движеніе,  совмѣщая  лучъ  ОС  съ  лучомъ  О'О,  совмѣща- 
етъ точки  О и О’  съ  точками  О'  и О (теор.  16  гл.  XIV),  а по- 
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тому  оставляетъ  середину  отрѣзка  въ  покоѣ  (теор.  8 гл.  XIV). 
Какъ  мы  видѣли,  это  не  можетъ  имѣть  мѣста. 

Если  лучъ  ОС  составляетъ  продолженіе  луча  00',  то  лучъ 
О'С'  составляетъ  продолженіе  луча  О'О.  Движеніе,  совмѣщающее 
эти  лучи,  и въ  этомъ  случаѣ  совмѣщаетъ  лучъ  00'  съ  лучемъ 
О'О  (теор.  17  гл.  XVI),  что,  какъ  мы  видѣли,  ведетъ  къ  про- 
тиворѣчію съ  предыдущимъ  результатомъ. 

Ъ ) Предположимъ  теперь,  что  движеніе  S совмѣщаетъ  дву- 
гранный уголъ  ЛОСВ  съ  самимъ  собой  такъ,  что  полуплоскости 
ОСА  и ОСВ  замѣщаютъ  другъ  друга.  Допустимъ,  что  при  этомъ 
лучъ  ОС  совмѣщается  съ  лучемъ  01С1  того  же  направленія. 
Пусть  £'  будетъ  движеніе,  замѣщающее  стороны  ОА  и ОВ  ли- 
нейнаго угла  АОВ  другъ  другомъ.  Это  движеніе  совмѣщаетъ 
двугранный  уголъ  съ  самимъ  собой  и въ  то  же  время  замѣ- 
щаетъ другъ  другомъ,  какъ  полуплоскости  ОСА  и ОСБ,  такъ  и 
лучи  ОС  и ОС',  составляющіе  продолженія  другъ  друга  (теор.  5). 
Движеніе  S'S  совмѣщаетъ  двугранный  уголъ  съ  самимъ  собой 
такимъ  образомъ,  что  каждая  изъ  его  граней  совмѣщается  съ 
самою  собой,  а лучъ  ОС'  совмѣщается  съ  лучемъ  OtCt,  имѣющимъ 
противоположное  направленіе  (теор.  5 и 14  гл.  ХШ);  это  про- 
тиворѣчитъ  теоремѣ  а). 

Теорема  7.  а)  Если  нѣкоторое  движеніе  въ  пространствѣ 
Q10  совмѣщаетъ  двугранный  уголъ  АОСВ  съ  самимъ  собой  такимъ 
образомъ , что  нѣкоторый  лучъ  на  ребрѣ  совмѣѵщется  съ  лучомъ 
того  же  направленія , то  каждая  гранъ  совмѣщается  съ  собою 
самой  и каждый  лучъ  на  ребрѣ  совмѣщается  съ  лучомъ  того  же 
направленія. 

Ь)  Если  же  при  тѣхъ  же  условіяхъ  какой  либо  лучъ  на 
ребрѣ  двуграннаго  угла  совмѣщается  съ  лучомъ  противоположнаго 
направленія , то  грани  замѣщаютъ  другъ  друга  и каждый  лучъ  на 
ребрѣ  совмѣщается  съ  лучомъ , имѣющимъ  противоположное  напра- 
вленіе. 

Доказательство  ведется  отъ  противнаго  и опирается  на 
предыдущую  теорему. 

Теорема  8.  Если  двугранный  уголъ  АОСВ  въ  пространствѣ 
Q10  конгруэнтенъ  двугранному  углу  Л'О'В'С*,  то  движеніе , совмѣ- 
щающее первый  уголъ  со  вторымъ  такимъ  образомъ , что  опредѣ- 
ленный лучъ  ОС  на  ребрѣ  перваго  угла  совмѣщается  съ  опредѣлен- 
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ным ъ лучомъ  О'С  на  ребрѣ  второю  угла , совмѣщаете  каждую  гранъ 
перваго  угла  съ  опредѣленной  гранью  второю  угла. 

Доказательство.  Допустимъ,  что  движеніе  $ совмѣщаетъ 
первый  двугранный  уголъ  со  вторымъ  и при  томъ  полуплоскости 
ОСА  и ОСВ  съ  полуплоскостями  О'С  А'  и О'С' В',  а лучъ  ОС  съ 
лучомъ  О'С.  Допустимъ  далѣе,  что  движеніе  St  также  совмѣщаетъ 
первый  двугранный  уголъ  со  вторымъ  и лучъ  ОС  съ  лучомъ  О'С, 
но  грани  ОСА  и ОСВ  совмѣщаетъ  соотвѣтственно  съ  гранями 
О'С  В'  и О'С  А1.  Если  S'  есть  движеніе,  обратное  движенію  Sx, 
то  движеніе  SSr  совмѣщаетъ  двугранный  уголъ  J.OCB  съ  самимъ 
собой,  лучъ  ОС  съ  самимъ  собой,  но  замѣщаетъ  грани  двугран- 
наго угла  другъ  другомъ.  Это  противно  теоремѣ  7 а. 

Теорема  9.  Если  углы  АОСВ  и А'О'СВ 1 въ  пространствѣ 
Q10  конгруэнтны , то  существуетъ  одно  и только  одно  движеніе , 
совмѣщающее  первый  уголъ  со  вторымъ  такъ , что  опредѣленный 
лучъ  ОС  на  ребрѣ  совмѣщается  съ  опредѣленнымъ  лучомъ  О'С'. 

Доказательство.  Если  движеніе  S,  совмѣщающее  линей- 
ный уголъ  АОВ  перваго  двуграннаго  угла,  съ  линейнымъ  угломъ 
А! О1  В 1 второго,  совмѣщаетъ  лучъ  ОС  съ  лучомъ  О'С',  то  оно 
удовлеряетъ  требованію.  Въ  противномъ  случаѣ  требованію  удо- 
влетвоняетъ  движеніе  SS\  гдѣ  S'  есть  движеніе,  замѣщающее 
стороны  угла  А'О'В'  другъ  другомъ  (теор.  5).  Что  не  можетъ 
быть  болѣе  одного  движенія,  удовлетворяющаго  требованію,  вы- 
текаетъ изъ  теоремъ  8 и 3. 

Теорема  10.  Положимъ , что  двугранный  уголъ  АОСВ  въ  про- 
странствѣ Q10  конгруэнтенъ  двугранному  углу  А'О'С'В ' и нѣкото- 
рое движеніе  S совмѣщаетъ  первый  двугранный  уголъ  со  вторымъ 
такъ , что  грани  ОСА  и ОСВ  перваго  угла  совмѣщаются  соотвѣт- 
ственно съ  гранями  О'С  А'  и О'С  В'  второго  угла , а лучъ  ОС  со- 
вмѣщается съ  лучомъ  О'С \ Положимъ , что  другое  движеніе  St  со- 
вмѣщаетъ первый  двугранный  уголъ  со  вторымъ  такъ , что  лучъ 
ОхСх  на  ребрѣ  перваго  угла , имѣющій  то  же  направленіе , что  и 
ОС,  совмѣщается  съ  лучемъ  ОхСх,  имѣющимъ  то  же  направле- 
ніе, что  и О'С'.  Въ  такомъ  случаѣ  движеніе  St  также  совмѣ- 
щаетъ грани  ОСА  и ОСВ  соотвѣтственно  съ  гранями  О'С' А1  и 
С С В'  другого  угла. 

Доказательство.  Пусть  S'  будетъ  движеніе,  совмѣщающее 
двугранный  уголъ  АОСВ  съ  самимъ  собой  такъ,  чтобы  лучъ 
Ofix  совмѣстился  съ  лучомъ  ОС  (теор.  9).  Согласно  тео- 
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ремѣ  7 а,  это  движеніе  совмѣщаетъ  каждую  грань  этого  угла 
съ  самою  собой.  Поэтому  движеніе  T—S'S  совмѣщаетъ  двугран- 
ный уголъ  АОСВ  съ  двуграннымъ  угломъ  ^L'O'C'B',  полупло- 
скости ОСА  и ОСВ  съ  полуплоскостями  О'С  А ' и О'С'В'  и лучъ 
ОхСх  съ  лучомъ  О’С.  Пусть  теперь  S"  будетъ  движеніе,  совмѣ- 
щающее двугранный  уголъ  А' О'С  В'  съ  самимъ  собой  такъ, 
что  лучъ  О'С  совмѣщается  съ  лучомъ  0'ХС'Х.  Въ  виду  теоремы 
7 а каждая  грань  этого  двуграннаго  угла  совмѣстится  при  этомъ 
съ  самою  собой.  Вслѣдствіе  этого  движеніе  TS " совмѣститъ 
первый  двугранный  уголъ  со  вторымъ  такъ,  что  полуплоско- 
сти ОСА  и ОСВ  совмѣстятся  соотвѣтственно  съ  полуплоскостями 
О'С' А'  и О'С'В ',  а лучъ  ОхСх  совмѣстится  съ  лучомъ  0'ХС'Х.  Въ  ви- 
ду предыдущей  теоремы,  движеніе  Sx  совпадаетъ  движеніемъ  TS". 

Теорема  11.  Если  въ  пространствѣ  Q10  двугранные  углы  АОСВ 
и А' О' С' В’  конгруэнтны  и движенія , совмѣщающія  первый  уголъ 
со  вторымъ  такъ , что  лучи  направленія  ОС  совмѣщаются  съ  лу- 
чами направленія  О С',  совмѣщаютъ  также  полуплоскости  ОСА 
и ОСВ  соотвѣтственно  съ  полуплоскостями  О'С  А'  и О'С  В' ,—  то 
движенія , совмѣщающія  второй  двугранный  уголъ  съ  первымъ  тйкъ , 
что  лучи  направленія  О'С'  совмѣщаются  съ  лучами  направленія 
ОС}  совмѣщаютъ  грани  О'С  А'  и О'СВ'  соотвѣтственно  съ  гра- 
нями ОСА  и ОСВ. 

Доказательство.  Это  вытекаетъ  непосредственно  изъ  су^ 
ществованія  обратнаго  движенія. 

Опредѣленіе  2.  Положимъ,  что  двугранные  углы  АОСВ 
и А' О' С В'  въ  пространствѣ  Ql0  конгруэнтны  •,  положимъ,  что 
движенія,  совмѣщающія  одинъ  изъ  нихъ  съ  другимъ  такъ,  что 
лучи  направленія  ОС  совмѣщаются  съ  лучами  направленія  О'С', 
совмѣщаютъ  также  полуплоскости  ОСА  и О'СМ',  ОСВ  и 0'СВ'\ 
въ  такомъ  случаѣ  мы  будемъ  говорить,  что  грани  ОСА  и О'С  А', 
а также  ОСВ  и О'С'В'  соотвѣтствуютъ  другъ  другу  въ  направле- 
ніяхъ лучей  ОС  и О'С. 

Теорема  12.  Если  въ  пространствѣ  Q10  грани  ОСА  и ОСВ 
двуграннаго  угла  АОСВ  соотвѣтствуютъ  гранямъ  О'С  А'  и О'С'В' 
двуграннаго  угла  ^4'0'С'ВГ,  конгруэнтнаго  съ  первымъ  въ  направле- 
ніяхъ лучей  ОС  и О'С , если  движеніе  S совмѣщаетъ  полупло- 
скость ОСА  съ  полуплоскостью  О' С А'  такъ , что  лучъ  ОС  совмѣ- 
щается съ  лучомъ  О'С  (теор.  12  гл.  XXV),  то  оно  совмѣщаетъ 
также  двугранный  уголъ  АОСВ  съ  двуграннымъ  угломъ  ^4 'О'С'В'. 
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Доказательство.  Пусть  S'  будетъ  движеніе,  совмѣщающее 
первый  двугранный  уголъ  со  вторымъ  такъ,  что  лучъ  ОС  со- 
вмѣщается съ  лучемъ  О’С'  (теор.  9);  Это  движеніе  совмѣщаетъ 
полуплоскость  ОСА  съ  полуплоскостью  О'С  А'  (опр  2).  Согласно 
теоремѣ  22  гл.  XXV,  движенія  S1  и S совмѣщаютъ  точкп  полу- 
плоскости ОСВ  съ  тѣмп  же  точками  полуплоскости  О'С  В'.  Въ 
виду  же  теоремы  4 отсюда  слѣдуетъ,  что  движенія  5 и S'  сов- 
падаютъ. 

Теорема  13.  Если  въ  пространствѣ  Q10  двугранные  углы 
(О  А)  и (О' Л')  трехгранныхъ  угловъ  О АВС  и О'А'В'С  конгруэнтны , 
а также  конгруэнтны  плоскіе  углы  ВОА  и В'О'А СОА  и СО' А', 
прилежащіе  къ  ребрамз  этихъ  двугранныхъ  угловъ , если  при  этомъ 
конгруэнтные  плоскіе  углы  расположены  въ  соотвѣтствующихъ 
граняхъ  двугранныхъ  угловъ  относительно  лучей  ОА  и 0'А\  то 
конгруэнтны  и трехгранные  углы. 

Доказательство  обычное.  Столь  же  обычны  и доказатель- 
ства слѣдующихъ  теоремъ,  которымъ  мы  даемъ  только  точную 
Формулировку. 

Теорема  14.  Если  въ  пространствѣ  Ql0  двугранные  углы 
(0^4)  и ( ОВ ) трехграннаго  уиіа  О АВС  конгруэнтны  двуграннымъ 
угламъ  [О'А')  и ( О'В ')  треххраннаго  угла  СА'В'С\  если  плоскіе 
углы  АОВ  и А'ОВ'  также  конгруэнтны  и расположены  въ  соот- 
вѣтствуюгцихъ  другъ  другу  граняхъ  двугранныхъ  угловъ  (0J.)  и [O' А') 
относительно  лучей  ОА  и О' А'  или  въ  соотвѣтствующихъ  граняхъ 
двугранныхъ  угловъ  ( ОВ ) и ( О'В ’)  относительно  лучей  ОВ  и О'В’, 
то  трехгранные  углы  конгруэнтны. 

Теорема  15.  Если  въ  пространствѣ  Q1()  плоскіе  углы  одного 
трехграннаго  угла  конгруэнтны  плоскимъ  угламъ  другою , то  кон- 
груэнтнымъ плоскимъ  угламъ  противолежатъ  конгруэнтные  дву- 
гранные углы. 

Теорема  16.  Если  плоскіе  углы  одного  трехграннаго  уиіа 
конгруэнтны  плоскимъ  угламъ  другою  и два  конгруэнтныхъ  плоскихъ 
угла  при  ребрахъ  двухъ  конгруэнтныхъ  двугранныхъ  угловъ  (теор.  13) 
расположены  въ  соотвѣствующихъ  граняхъ , то  трехгранные  углы 
конгруэнтны. 
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ГЛАВА  LVIII. 

Независимость  постулатовъ. 

Бросимъ  теперь  ретроспективный  взглядъ  на  тѣ  положе- 
нія, на  которыхъ  покоится  изложенная  въ  настоящемъ  сочине- 
ніи попытка  обосновать  геометрію. 

Точкой  отправленія  служило  для  насъ  понятіе  о многообра- 
зіи. Выбравъ  опредѣленное  многообразіе,  мы  относимъ  каждой 
парѣ  его  элементовъ  (точекъ)  нѣкоторое  опредѣленное  ариѳме- 
тическое число  (разстояніе)  и устанавливаемъ  рядъ  сопряженій 
многообразія  съ  самимъ  собой  (движеній),  которыя  мы  въ  пре- 
дѣлахъ извѣстнаго  ряда  разсужденій  намѣрены  производить. 

Выполнивъ  этотъ  процессъ,  мы  претворяемъ  многообразіе 
въ  пространство. 

Съ  этой  точки  зрѣнія  пространство  представляетъ  собой, 
слѣдовательно,  многообразіе  съ  установленными  въ  немъ  раз- 
стояніями между  его  элементами  (точками)  и съ  установлен- 
ными движеніями,  которыя  въ  немъ  могутъ  имѣть  мѣсто. 

Выбирая  различныя  многообразія,  назначая  различнымъ 
образомъ  разстоянія  между  точками,  устанавливая  различнымъ 
образомъ  движенія,  мы  можемъ  получать  различныя  простран- 
ства. 

Изслѣдованіе  тѣхъ  взаимоотношеній  между  пространствен- 
ными 'образами,  которыя  опредѣляются  разстояніями  между  его 
точками  и царящими  въ  немъ  движеніями,  составляетъ  ученіе 
о пространствѣ— геометрію. 

Однако,  понятіе  о пространствѣ  само  по  себѣ  въ  такой  мѣрѣ 
широко,  что  врядъ  ли  можетъ  служить  объектомъ  значительнаго 
изслѣдованія;  геометрія  всякаго  пространства  не[ содержательна. 
Это  ученіе  получаетъ  содержаніе,  когда  мы  подвергаемъ  из- 
слѣдованію ту  или  иную  категорію  пространствъ  или  даже 
одно  опредѣленное  пространство ; чѣмъ  ^же  та  группа  про- 
странствъ, которую  мы  изучаемъ,  тѣмъ  больше  можетъ  быть 
общихъ  взаимоотношеній  въ  пространствахъ,  образующихъ  эту 
группу,  тѣмъ  больше  она  даетъ  матеріала  для  геометріи. 

Здѣсь  возможенъ,  однако,  двоякій  путь  изслѣдованія.  Про- 
странство можетъ  быть  непосредственно  задано,  т.  е.  могутъ 
быть  даны  разстоянія  между  его  точками  и движенія?  которыя 
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въ  немъ  имѣютъ  мѣсто.  Въ  такомъ  случаѣ  изученіе  простран- 
ства составляетъ  предметъ  ариѳметики  и той  дисциплины,  ко- 
торую нѣмецкіе  авторы  называютъ  «Kombinatorik» — ученіе 
о сопряженіяхъ.  Впрочемъ,  врядъ  ли  эту  дисциплину  можно 
отдѣлить  отъ  ариѳметики. 

Этому  именно  пути  мы  слѣдовали  въ  настоящемъ  сочи- 
неніи при  изученіи  различныхъ  аналитическихъ  пространствъ. 

Возможенъ  однако  и другой  путь.  Можно  указать  извѣст- 
ныя соотношенія  между  разстояніями,  движеніями  или  обра- 
зами въ  томъ  пространствѣ,  которѳе  мы  желаемъ  подвергнуть 
изученію.  Такого  рода  соотношенія,  такія  свойства  могутъ  быть 
присущи  однимъ  пространствамъ  и не  присущи  другимъ-,  они 
выдѣляютъ  опредѣленную  группу  пространствъ,  а въ  доста- 
точномъ числѣ,  какъ  мы  увидимъ  ниже,  могутъ  даже  въ  из- 
вѣстномъ смыслѣ  Фиксировать  пространство,  т.  е.  могутъ  опре- 
дѣлить разстоянія  между  его  точками  и существующія  въ  немъ 
движенія. 

Эти  именно  свойства  пространства  съ  древнихъ  временъ 
называютъ  « аксіомами » или  «постулатами». 

Установить  систему  постулатовъ,  опредѣляющихъ  такъ 
называемую  евклидову  геометрію,  составляетъ  задачу  «ученія 
объ  основаніяхъ  геометріи». 

Относительно  этихъ  постулатовъ  требуется,  чтобы  они 
были  независимы  другъ  отъ  друга,  т.  е.  чтобы  ни  одинъ  изъ 
нпхъ  не  представлялъ  собой  логическаго  слѣдствія  остальныхъ, 
иными  словами,  не  могъ  быть  доказанъ  при  помощи  осталь- 
ныхъ. 

Въ  настоящемъ  сочиненіи  дана  система  постулатовъ,  изъ 
которыхъ  развивается  геометрія  Евклида.  Постулаты  эти  слѣ- 
дующіе. 


I.  Между  любыми  двумя  точками  пространства  С и D на 
всякомъ  разстояніи , меньшемъ  CD , отъ  любой  изъ  нихъ  имѣется 
точка)  прямолинейно  относительно  нихъ  расположенная . 

II.  Если  двѣ  точки  въ  пространствѣ  расположены  каждая 
прямолинейно  относительно  двухъ  другихъ  точекъ , то  онѣ  обра- 
зуютъ съ  послѣдними  прямолинейный  образъ. 
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III.  Если  нѣкоторое  движеніе  приводитъ  двѣ  различныя 
точки  М и N въ  совмѣщеніе  съ  двумя  различными  же  точками 
пространства  М'  и N\  то  разстоянія  MN  и M'N'  равны, 

IV.  Никакое  движеніе  не  совмѣщаетъ  всѣхъ  точекъ  простран- 
ства съ  одной  и той  же  точкой. 

V . Каковы  бы  ни  были  движенія  S и S\  въ  пространствѣ 
имѣется  движеніе  SS':  замѣняющее  послѣдовательное  производ- 
ство ихъ. 

VI.  Врагценіемъ  вокругъ  двухъ  точекъ  А и В всякая  третья 
точка  С можетъ  быть  приведена  въ  совмѣщеніе  съ  любой  точкой 
С\  колъ  скоро 

ІС=ЗСГ  и ВС=ВС'. 

VII.  Въ  пространствѣ  существуетъ  плоскость. 

VIII.  Если  три  точки  А , В и С расположены  въ  одной 
плоскости  и изъ  трехъ  паръ  точекъ  АВ , ВС  и С А двѣ  пары 
расположены  въ  этой  плоскости  по  одну  сторону  точекъ  М и N, 
то  точки  третьей  пары  также  расположены  по  одну  сторону 
точекъ  М и N. 

IX.  Въ  пространствѣ  существуетъ  плоскость , въ  предѣлахъ 
которой  всякимъ  тремъ  точкамъ , не  имѣющимъ  прямолинейнаго 
расположенія , отвѣчаетъ  по  крайней  мѣрѣ  одна  точка  простран- 
ства, одинаково  отъ  нихъ  удаленная. 

X.  Въ  пространствѣ  существуете  плоскость , при  неподвиж- 
ности которой  все  пространство  остается  въ  покоѣ. 


Первый  вопросъ,  который  возникаетъ  относительно  этихъ 
постулатовъ  заключается  въ  томъ,  совмѣстны  ли  они,  не  нахо- 
дятся ли  они  во  внутреннемъ  противорѣчіи  другъ  къ  другу. 

Для  доказательства  совмѣстности  этихъ  постулатовъ  нами 
изслѣдовано  аналитическое  пространство  і£3,  т е.  численное 
плоское  пространство  трехъ  измѣреній  перваго  рода,  принадле- 
жащее области  всѣхъ  дѣйствительныхъ  чиселъ.  Въ  этомъ 
пространствѣ  всѣ  постулаты  оказываются  справедливыми,  что  не 
могло  бы  имѣть  мѣста,  если  бы  въ  нихъ  содержалось  внутрен- 
нее противорѣчіе. 
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Справедливость  постулата  I удостовѣряется  предл.  6 гл.  VI*  II  пост. 
— предл.  2 гл.  VII,  III  пост.— предл.  5 гл.  Ill*  IV  пост. — предл. 
4 гл.  ІИ;  V пост.— предл.  2 гл.  Ill*,  VI  пост. — предл.  15  гл.  III*, 
VII  пост.— предл.  2 гл.  XV;  VIII  пост.— предл.  5 гл.  XXIII; 
IX  пост. — предл.  1 гл.  LV  • X пост.— предл.  1 а гл.  LVII. 

Доказавъ  такимъ  образомъ  отсутствіе  противорѣчія  въ 
нашей  системѣ  постулатовъ,  мы  обратимся  къ  вопросу  объ 
ихъ  независимости.  Независимость  постулатовъ  заключается  въ 
томъ,  что  ни  одинъ  изъ  нихъ  не  долженъ  быть  логическимъ 
слѣдствіемъ  остальныхъ,  не  можетъ  быть  доказанъ  съ  помощью 
остальныхъ. 

Вводя  каждый  новый  постулатъ,  мы  уже  показали,  что  онъ 
не  зависитъ  отъ  всѣхъ  предшествующихъ  постулатовъ  ; именно, 
вводя  каждый  постулатъ,  мы  показывали,  что  существуютъ  та- 
кія пространства,  въ  которыхъ  какъ  предшествующіе  такъ  и 
этотъ  постулатъ  справедливы,  но  существуютъ  и такія  про- 
странства въ  которыхъ  предшествующіе  постулаты  справедливы, 
а вводимый  новый  постулатъ  несправедливъ.  Намъ  собственно, 
остается  только  доказать,  что  каждый  постулатъ  не  зависитъ 
отъ  послѣдующихъ  постулатовъ.  Такимъ  образомъ  мы  можемъ 
считать  уже  установленной  независимость  постулата  X отъ 
всѣхъ  остальныхъ  постулатовъ,  такъ  какъ  за  нимъ  никакихъ 
послѣдующихъ  постулатовъ  уже  нѣтъ.  Тѣмъ  не  менѣе  для  дѣль- 
ности возстановимъ  полное  доказательство  независимости  какъ 
этого  постулата,  такъ  и каждаго  изъ  предшествующихъ. 

Для  доказательства  независимости  постулата  X мы  изслѣдо- 
вали пространство  S * , т.  е.  плоское  пространство  трехъ  измѣре- 
ній второго  рода,  принадлежащее  области  всѣхъ  дѣйствительныхъ 
чиселъ.  Въ  этомъ  пространствѣ  первые  9 постулатовъ  справедливы; 
это  удостовѣряется  тѣми  же  приведенными  выше  предложеніями, 
въ  которыхъ  справедливость  тѣхъ  же  постулатовъ  устанавливается 
для  пространства  Ё . Но  постулатъ  X въ  этомъ  простран- 
ствѣ не  справедливъ,  какъ  видно  изъ  предложенія  2 гл.  XLVII. 
Отсюда  слѣдуетъ,  что  постулатъ  X не  зависитъ  отъ  осталь- 
ныхъ постулатовъ.  Пространство  S ' отличается  отъ  Ё3  только 
тѣмъ,  что  въ  немъ  существуютъ  симметричныя  перемѣщенія, 
относительно  любой  плоскости;  симметричныхъ,  но  не  конгру- 
энтныхъ образовъ  въ  этомъ  пространствѣ  не  существуетъ. 
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Постулатъ  X при  наличности  остальныхъ  постулатовъ  служитъ 
такимъ  образомъ  для  того,  чтобы  отдѣлить  плоское  простран- 
ство трехъ  измѣреній  перваго  рода  отъ  плоскаго  пространства 
трехъ  измѣреній  второго  рода. 

Обратимся  теперь  къ  постулату  IX.  Для  доказательства 
его  независимости  изслѣдовано  аналитическое  пространство  L 
т.  е.  гиперболическое  пространство  трехъ  измѣреній.  Въ  этомъ 
пространствѣ  справедливы  постулаты  I — VIII  и X. 

Справедливость  постулата  I удовлетворяется  предложеніемъ  21  гл.  VI*, 
пост.  II предл.  8 гл.  VII*  пост.  Ill — предл.  8 гл.  V;  пост.  IV 
— предл.  7 гл.  V и теор.  1 гл.  II  *,  пост.  V — предл.  9 гл.  V *, 
пост.  VI— предл.  18  гл.  V ; пост.  VII-  предл.  6 гл.  XV  *,  пост. 
VIII— предл.  32  гл.  ХХІІІ-,  пост.  X — предл.  5 гл.  LVII. 

Съ  другой  стороны,  постулатъ  IX  въ  пространствѣ  L$  не- 
справедливъ (предл.  4 гл.  LV).  Этимъ  установлена  независи- 
мость постулата  IX  отъ  остальныхъ.  Постулатъ  IX  при  на- 
личности остальныхъ  постулатовъ  служитъ  для  выключенія  ги- 
перболическаго пространства. 

Для  доказательства  независимости  постулата  VIII  изу- 
чено пространство  т.  е.  плоское  пространство  4-хъ  измѣ- 
реній перваго  рода,  принадлежащее  области  всѣхъ  веществен- 
ныхъ чиселъ.  Въ  этомъ  пространствѣ  сохраняютъ  свою  силу 
постулаты  I — VII,  IX  и X.  Это  удостовѣряется  тѣми  же  пред- 
ложеніями, которыми  устанавливается  справедливость  этихъ  по- 
стулатовъ въ  пространствѣ  (см.  выше).  Что  касается  по- 
стулата VIII,  то  онъ  въ  пространствѣ  Еі  оказывается  неспра- 
ведливымъ (предл.  7 гл.  XIII), 

При  помощи  постулата  VIII  мы  устанавливаемъ,  что  пря- 
мая въ  пространствѣ  £)8  дѣлитъ  плоскость  на  двѣ  полупло- 
скости. Но  въ  плоскомъ  пространствѣ  4-хъ  измѣреній  плоско- 
стью служитъ  плоское  пространство  3-хъ  измѣреній,  и въ  немъ 
прямая  этого  дѣленія  не  производитъ.  Такимъ  образомъ  въ  на- 
шей системѣ  постулатъ  VIII  служитъ  для  устраненія  плоскихъ 
пространствъ,  число  измѣреній  которыхъ  больше  3. 

Обращаясь  теперь  къ  постулату  VII,  заключающемуся 
въ  томъ,  что  въ  пространствѣ  существуетъ  плоскость,  замѣ- 
тимъ прежде  всего,  что  о независимости  этого  постулата  отъ 
постулатовъ  VIII — X въ  извѣстномъ  смыслѣ  не  можетъ  быть 
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и рѣчи.  Постулаты  VIII — X имѣютъ  цѣлью  характеризировать 
плоскость  и могутъ  найти  себѣ  примѣненіе  лишь  въ  такомъ 
пространствѣ,  въ  которомъ  плоскость  существуетъ.  Самое  по* 
нятіе  о независимости  постулата  VII  отъ  постулатовъ  VIII 
—X  не  имѣетъ  содержанія.  Если  остановимся  на  постулатѣ  X, 
то  можно,  конечно,  сказать,  что  онъ  содержитъ  уже  требованіе, 
выраженное  въ  постулатѣ  VII.  Но  если  принять  постулатъ  X, 
не  Формулируя  отдѣльно  постулата  VII,  то  въ  немъ  будутъ  со- 
держаться два  требованія : во  первыхъ,  что  въ  пространствѣ 
существуютъ  плоскости  (одна  или  больше),  а во  вторыхъ,  что 
существуетъ  такая  плоскость,  при  неподвижности  которой  все 
пространство  остается  въ  покоѣ.  Первое  изъ  этихъ  утвержденій 
выдѣлено  нами  въ  постулатъ  VII,  а второе  выражено  въ  по- 
стулатѣ X.  Первое  изъ  этихъ  требованій,  какъ  мы  показали 
выше,  не  обусловливаетъ  второго,  но  второе  можетъ  найти  себѣ 
примѣненіе  лишь  въ  томъ  случаѣ,  если  принято  первое. 

Итакъ,  по  существу  дѣла,  не  можетъ  быть  рѣчи  о неза- 
висимости постулата  VII  отъ  постулатовъ  VIII  — X.  Для  дока- 
зательства же  независимости  постулата  VII  отъ  остальныхъ 
постулатовъ  служитъ  пространство  т.  е.  плоское  про- 

странство второго  рода  двухъ  измѣреній,  принадлежащее  обла- 
сти всѣхъ  вещественныхъ  чиселъ.  Что  въ  этомъ  пространствѣ 
справедливы  постулаты  I — VI  видно  изъ  тѣхъ  же  пред- 
ложеній, которыми  удостовѣряется  справедливость  тѣхъ  же  по- 
стулатовъ въ  пространствѣ  Е3-  Постулатъ  же  VII  въ  этомъ 
пространствѣ  не  справедливъ  (предл.  4 гл.  XV). 

Можно  сказать,  что  въ  нашей  системѣ  постулаты  VII  и 
VIII  устанавливаютъ  число  измѣреній  плоскаго  пространства : 
постулатъ  VII  исключаетъ  плоскія  пространства,  число  измѣ- 
реній которыхъ  меньше  3, — постулатъ  VIII  исключаетъ  про- 
странства, число  измѣреній  которыхъ  больше  3. 

Для  доказательства  независимости  постулата  VI  изслѣдо- 
вано пространство  Ѳ3.  Это  пространство  отличается  отъ  про- 
странства Е а только  тѣмъ,  что  въ  немъ  сохранены  лишь  по- 
ступательныя движенія.  Въ  этомъ  пространствѣ  справедливы 
постулаты  I — V и VII — X. 
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Справедливость  постулата  I удовлетворяется  предложеніемъ  8 гл.  УІ  ; 
поет.  II— предл.  3 гл.  VII;  пост.  Ill — предл.  26  гл.  III*,  пост. 
IV — предл.  25  гл.  Ill;  поет.  Y — предл.  27  гл.  Ill;  пост  YII — 
предл.  3 гл.  XV;  пост.  VIII-  предл.  6 гл.  XXIII;  пост.  IX — 
предл.  2 гл.  LY  ; пост.  X— предл.  3 гл.  LV1I. 

Постулатъ  VI  въ  пространствѣ  Ѳз  не  справедливъ  (предл. 
28  гл.  III),  потому  что  въ  немъ  вовсе  нѣтъ  вращательныхъ 
движеній,  кромѣ  того,  которое  оставляетъ  все  пространство  въ 
покоѣ. 

Замѣтимъ,  что  легко  указать  пространство  въ  которомъ 
вращенія  существуютъ,  даже  вокругъ  любыхъ  двухъ  точекъ,  а 
между  тѣмъ  постулатъ  VI  несправедливъ.  Такое  пространство 
можно,  напримѣръ,  получить,  если  въ  пространствѣ  Е з сохра- 
нить лишь  тѣ  движенія,  которыя  выражаются  уравненіемъ  (3) 
гл.  III,  но  съ  алгебраическими  коэффиціентами.  Оно  также  удо- 
влетворяетъ всѣмъ  постулатамъ,  кромѣ  VI.  Независимость  этого 
постулата  такимъ  образомъ  доказана. 

Для  доказательства  независимости  постулата  V служитъ 

пространство  @'3>  Это  пространство  отличается  отъ  Кг  только 
тѣмъ,  что  въ  немъ  сохранены  одни  только  вращенія ; оно  удов- 
летворяетъ требованіямъ  постулатовъ  I — IV  и VI — X. 

Справедливость  постулата  I удостовѣряется  предложеніемъ  8 гл.  VI ; 
пост.  II -предл.  3 гл.  VII;  пост.  Ill— предл.  30  гл.  III;  пост. 
1Y — предл.  29  гл.  III  ; пост.  VI— предл.  32  гл.  III  ; пост.  VII — 
предл.  3 гл.  XV  ; пост.  VIII — предл.  6 гл.  XXIII ; пост.  IX  — 
предл.  2 гл.  LV  ; поет.  X— предл.  3 гл.  LVII. 

Между  тѣмъ  постулатъ  V,  въ  виду  предложенія  31  гл.  III, 
въ  этомъ  пространствѣ  не  справедливъ  ; его  независимость  отъ 
остальныхъ  постулатовъ  такимъ  образомъ  доказана. 

Для  доказательства  независимости  постулата  IV  разсмот- 
римъ пространство  Н' , Это  пространство  удовлетворяетъ  тре- 
бованіямъ, выраженнымъ  въ  постулатахъ  I - III,  V — X. 

Справедливость  постулата  I удостовѣряется  предложеніемъ  8 гл.  VI ; 
поет.  II— предл.  3 гл.  VII;  пост.  Ill — предл.  23  гл.  III;  пост. 
V предл.  21  гл.  III;  пост.  VI -предл.  24  гл.  Ill;  пост.  VII — 
предл.  3 гл.  XV  ; пост.  VIII— предл.  6 гл.  XXIII  ; пост.  IX — 
предл.  2 гл.  LV ; пост.  X -предл.  3 гл.  LVII, 
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Постулатъ  же  IV  въ  этомъ  пространствѣ  не  справедливъ 
(предл.  22  гл.  ИІ);  онъ  не  зависитъ  поэтому  отъ  остальныхъ 
постулатовъ. 

Для  доказательства  независимости  постулата  III  обратимся 
къ  пространству  я3.  Это  пространство  отличается  отъ  про- 
странства тѣмъ,  что  въ  составъ  его  движеній,  кромѣ  обыч- 
ныхъ, входятъ  еще  всѣ  возможныя  подобныя  преобразованія. 
Это  пространство  удовлетворяетъ  требованіямъ,  выраженнымъ 
въ  постулатахъ  I,  II  и IV — X. 

Справедливость  постулата  1 удостовѣряется  предложеніемъ  8 гл.  VI  *, 
пост.  II— предл.  3 гл.  ѴІТ ; пост.  IV — предл.  17  гл.  III  -,  пост. 
V предл.  18  гл.  III;  пост.  VI — предл.  20  гл.  III ; пост.  ѴП — 
предл.  3 гл.  XV;  пост.  ѴІІІ—предл.  6 гл.  XXIII;  пост.  IX — 
предл.  2 гл.  LV  ; пост.  X— нредл.  3 гл.  LVII. 

Между  тѣмъ  постулатъ  III,  въ  виду  предл.  19  гл.  III,  въ 
этомъ  пространствѣ  не  оправдывается. 

Постулаты  III— -VI  характеризуютъ  движенія  евклидова 
пространства.  Постулатъ  III  присваиваетъ  каждымъ  двумъ 
точкамъ  инваріантъ  движенія ; постулатъ  IV  устраняетъ  несо- 
вершенныя движенія ; постулатъ  V устанавливаетъ,  что  дви- 
женія образуютъ  группу ; наконецъ  постулатъ  VI  опредѣляетъ 
существующія  въ  пространствѣ  вращенія. 

Для  доказательства  независимости  постулатъ  II  изслѣдо- 
вано эллиптическое  пространство  і?3.  Въ  этомъ  пространствѣ 
справедливы  всѣ  постулаты,  кромѣ  II. 

Справедливость  постулата  I удостовѣряется  предложеніемъ  15  гл.  VI; 
пост.  Ill — предл.  9 гл.  IV;  пост.  IV — предл.  7 гл.  IV;  пост.  V — 
предл.  6 гл.  IV;  пост.  VI  — предл.  22  гл.  IV;  пост.  VII — предл. 
5 гл.  XV;  пост.  ѴІІІ—предл.  25  гл.  XXIII ; пост.  IX — предл. 
3 гл.  LV;  пост.  X— предл.  4 гл.  LVII. 

Между  тѣмъ  постулатъ  II  въ  этомъ  пространствѣ  не 
оправдывается  (предл.  4 гл.  VII);  этимъ  доказана  независи- 
мость постулата  И.  Постулатъ  IX  въ  нашей  системѣ  устра- 
няетъ гиперболическія  пространства,  а постулатъ  II — эллипти- 
ческія. 

Обратимся  теперь  къ  постулату  I.  Въ  этомъ  постулатѣ 
содержатся  два  утвержденія : во  первыхъ,  что  между  любыми 
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двумя  точками  С и D имѣются  промежуточныя  точки  и,  во  вто- 
рыхъ, что  промежуточная  точка  имѣется  на  любомъ  разстояніи, 
меньшемъ,  нежели  CD,  отъ  каждой  изъ  нихъ.  Изслѣдуемъ,  за- 
виситъ ли  каждое  изъ  этихъ  утвержденій  отъ  остальныхъ  по- 
стулатовъ. 

Покажемъ  прежде  всего,  что  изъ  постулатовъ  II — X не 
вытекаетъ,  что  въ  пространствѣ,  въ  которомъ  они  имѣютъ  мѣ- 
сто существуютъ  какія  либо  три  точки,  имѣющія  прямолиней- 
ное расположеніе. 

Съ  этой  цѣлью  разсмотримъ  новое  пространство,  состоящее 
изъ  конечнаго  числа  (п)  точекъ,  при  чемъ,  однако,  п>6.  За 
разстояніе  между  любыми  двумя  точками  примемъ  одно  и то  же 
ариѳметическое  число.  За  движенія  примемъ  всѣ  возможныя  пе- 
ремѣщенія этихъ  точекъ  четнаго  порядка,  т.  е.  состоящія  изъ 
четнаго  числа  парныхъ  перестановокъ.  Эти  перестановки  обра- 
зуютъ, какъ  извѣстно,  такъ  называемую  знакоперемѣнную  группу. 

При  этихъ  условіяхъ  въ  нашемъ  пространствѣ  прямоли- 
нейное расположеніе  трехъ  точекъ  не  можетъ  имѣть  мѣста. 
Посмотримъ  удовлетворяетъ  ли  это  пространство  требованіямъ, 
выраженнымъ  въ  остальныхъ  постулатахъ. 

Такъ  какъ  разстоянія  между  любыми  двумя  точками  имѣ- 
ютъ въ  этомъ  пространствѣ  одно  и то  же  значеніе,  то  посту- 
латъ III  въ  этомъ  пространствѣ  справедливъ. 

Въ  этомъ  пространствѣ  имѣютъ  мѣсто  исключительно  со- 
вершенныя движенія,  а потому  постулатъ  IV  также  справедливъ. 

Такъ  какъ  перестановки,  которыми  въ  этомъ  простран- 
ствѣ опредѣляются  движенія,  образуютъ  группу,  то  постулатъ 
V здѣсь  также  справедливъ. 

Обращаясь  теперь  къ  постулату  VI,  замѣтимъ,  что  въ  на- 
шемъ пространствѣ  любыя  двѣ  точки  С и С'  относительно 
двухъ  другихъ  точекъ  А и В удовлетворяютъ  условію  посту- 
лата. Слѣдовательно,  чтобы  доказать,  что  постулатъ  VI  въ  этомъ 
пространствѣ  справедливъ,  нужно  обнаружить,  что  вращеніемъ 
вокругъ  произвольныхъ  двухъ  точекъ  А и В можно  любую 
третью  точку  С привести  въ  любую  четвертую  точку  Сг.  Такъ 
какъ  въ  нашемъ  пространствѣ  имѣется  больше  6 точекъ,  то 
въ  немъ,  во  всякомъ  случаѣ,  имѣется  еще  двѣ  точки  D и D1, 
отличныя  отъ  названныхъ  выше  4 точекъ.  Перестановка 
(СС')  (DD')  имѣетъ  четный  порядокъ  и,  слѣдовательно,  выра- 
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жаетъ  движеніе  въ  нашемъ  пространствѣ,  производящее  тре- 
буемое совмѣщеніе. 

Постулатъ  YII  въ  нашемъ  пространствѣ  также  справед- 
ливъ, ибо  геометрическое  мѣсто  точекъ,  равно  отстоящихъ  отъ 
любыхъ  двухъ  точекъ,  представляетъ  здѣсь  совокупность  2п — 2 
остальныхъ  точекъ  \ такъ  какъ  между  послѣдними  прямолиней- 
наго расположенія  не  существуетъ,  то  онѣ  образуютъ  плоскость. 

Въ  каждой  плоскости  въ  нашемъ  пространствѣ  имѣется 
такимъ  образомъ  не  меньше  5 точекъ.  Такъ  какъ  здѣсь  любыя 
двѣ  точки  расположены  въ  плоскости  по  одну  сторону  любыхъ 
двухъ  другихъ  точекъ,  то  постулатъ  VIII  здѣсь  также  спра- 
ведливъ. 

Постулатъ  IX  также  справедливъ,  такъ  какъ  отъ  любыхъ 
трехъ  точекъ  любая  четвертая  точка  отстоитъ  на  одномъ  и 
томъ  же  разстояніи. 

Обращаясь  къ  постулату  X,  разсмотримъ  плоскость,  имѣ- 
ющую полюсами  точки  А и А'\  плоскость,  какъ  сказано  выше, 
состоитъ,  слѣдовательно,  изъ  2п— 2 остальныхъ  точекъ.  Если  нѣ* 
которое  движеніе  оставляетъ  всѣ  точки  этой  плоскости  въ  по- 
коѣ, то  оно  могло  бы  еще  развѣ  перемѣщать  точки  А и А'.  Но 
такъ  какъ  перемѣщеніе  ( АА ')  въ  составъ  знакоперемѣнной 
группы  не  входитъ,  то  это  движеніе  оставляетъ  всѣ  точки 
пространства  въ  покоѣ. 

Такимъ  образомъ  въ  нашемъ  пространствѣ  всѣ  посту- 
латы III — X справедливы.  Постулатъ  II  не  можетъ  найти  себѣ 
примѣненія,  потому  что  въ  нашемъ  пространствѣ  не  имѣетъ 
мѣста  его  условіе.  И иначе  оно  и не  можетъ  быть  въ  про- 
странствѣ, въ  которомъ  прямолинейное  расположеніе  точекъ  не 
имѣетъ  мѣста.  Но  при  условномъ  характерѣ  этого  постулата, 
въ  немъ  отнюдь  не  содержится  требованіе,  чтобы  въ  простран- 
ствѣ существовали  точки,  имѣющія  прамолинейное  расположеніе. 
Такимъ  образомъ  мы  можемъ  сказать,  что  изъ  постулатовъ  II — 
X не  вытекаетъ,  что  въ  пространствѣ  вообще  существуютъ 
точки,  имѣющія  прямолинейное  расположеніе. 

Однако,  если  мы  даже  примемъ,  что  въ  пространствѣ  су- 
ществуютъ точки,  имѣющія  прямолинейное  расположеніе,  то  изъ 
постулатовъ  II— X не  слѣдуетъ,  что  между  любыми  двумя  точ- 
ками имѣется  промежуточная  точка. 

Чтобы  это  показать,  разсмотримъ  пространство,  точки  ко- 
тораго распадаются  на  двѣ  категоріи.  Первую  категорію  обра- 
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зуютъ  три  точки  і,  Б и С,  а вторую  четыре  точки  Jl,  Х\  У,  У'. 
Разстоянія  распредѣлены  въ  этомъ  пространствѣ  слѣдующимъ 
образомъ : 


Движенія,  которыя  мы  присвоимъ  этому  пространству, 
заключаютъ  и несовершенныя  сопряженія.  Именно,  обозначимъ 
черезъ  Sv  S2 . . . S9  всѣ  совершенныя  сопряженія  группы  И, 
В,  С съ  самою  собой,  черезъ  $/,  S2 . . . Sn'  всѣ  несовершенныя 
сопряженія  той  же  группы  съ  самою  собой  1).  Пусть  Т будетъ 
перестановка  (ZJT)  ( УУ ). 

Движенія  въ  нашемъ  пространствѣ  состоятъ  изъ  всѣхъ 
сопряженій  вида  $г-,  S/  и S/Т,  т.  е.  изъ  всѣхъ  какъ  совершен- 


‘)  Если  А\  В',  С'  есть  нѣкоторое  размѣщеніе  элементовъ  ѵі,  В,  С съ 
повтореніями  или  безъ  нихъ,  то  этому  соотвѣтствуетъ  сопряженіе 


относящее  элементамъ  Л,  В.  С соотвѣтственно  элементы  А\  В',  С (или  дви- 
женіе, приводящее  точки  А , В,  С въ  точки  А\  В',  С'\  опр.  10  гл.  II).  Если 
между  элементами  А',  В',  С'  нѣтъ  повторяющихся,  то  это  сопряженіе  совер- 
шенное,— если  же  между  ними  есть  повторяющіеся,  то  сопряженіе  несовер- 
шенное (онр.  8,  гл.  И)*  выражаясь  геометрически,  если  въ  ряду  А\  В',  С' 
нѣтъ  повторяющихся  точекъ,  то  движеніе  приводитъ  всѣ  точки  въ  различныя 
же  точки-,  если  же  есть  повторяющіяся  точки,  то  оно  приводитъ  нѣкоторыя 
точки  въ  одну  и ту  же  точку.  Всѣхъ  размѣщеній  изъ  3 элементовъ 
по  3 (съ  повтореніями)  есть  27 ; этому  соотвѣтствуетъ  27  сопряженій,  изъ 
которыхъ  6 совершенныхъ  и 21  несовершенное.  Существенно  важно  замѣ- 
тить, что  послѣдовательное  производство  двухъ  сопряженій,  изъ  которыхъ 
хоть  одно  несовершенное,  представляетъ  собой  несовершенное  сопряженіе. 
Дѣйствительно,  положимъ,  что  сопряженіе  S относитъ  элементамъ  А , В,  С 
элементы  А\  В',  С\  а сопряженіе  В,  относитъ  элементамъ  А\  В',  С'  эле- 
менты А’\  В",  С".  Въ  такомъ  случаѣ  движеніе  SSt  относитъ  элементамъ 
А,  В,  С элементы-  А"  В",  С".  Если  $ есть  несовершенное  сопряженіе,  то 
между  элементами  А\  В',  С'  есть  повторяющіеся : соотвѣтственно  этому 
повторяются  и элементы  въ  ряду  А'\  В",  С"  (если,  напр  , В'  ееть  А\  то 
и В"  есть  А ") ; поэтому  и SS,  есть  сопряженіе  несовершенное.  Если  же  S 
есть  совершенное,  а В,  несовершенное  сопряженіе,  то  и въ  этомъ  случаѣ 
между  элементами  А ",  В",  С"  есть  повторяющіеся,  а потому  SSt  есть  сопря- 
женіе несовершенное. 


ЛВ  = ВС=СА  = 1. 
ХУ=гШ'=1,  УУ'= 2,  ХѴ=ХУ'=  3 
АУ=^=^=АУг=Ю^=СУ. =5. 
АХ=ВХ=СХ=:АХ1==ВХ,=СХ,=^  10. 
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ныхъ,  такъ  и несовершенныхъ  сопряженій  группы  точекъ  А , 
В,  С съ  самою  собой  и изъ  несовершенныхъ  сопряженій  той 
же  группы,  сопровождаемыхъ  перестановкой  Т. 

Разсмотримъ  теперь,  удовлетворяетъ  ли  это  пространство 
нашимъ  постулатамъ;  именно,  покажемъ,  что  оно  удовлетво- 
ряетъ постулатамъ  II — X. 

Во  первыхъ  ясно,  что  точки  А,  В и С не  расположены 
прямолинейно  и что  ни  одна  изъ  этихъ  точекъ  не  расположена 
прямолинейно  относительно  двухъ  точекъ  второй  группы,  равно 
какъ  ни  одна  изъ  точекъ  второй  группы  не  расположена  пря- 
молинейно относительно  двухъ  точекъ  первой  группы.  Что  же 
касается  точекъ  группы  Х,Х\УуУ',  то  онѣ  образуютъ  прямоли- 
нейный образъ.  Такимъ  образомъ  въ  нашемъ  пространствѣ 
имѣетъ  мѣсто  прямолинейное  расположеніе  точекъ  и постулатъ 
II  при  этомъ  справедливъ. 

Обращаясь  къ  постулату  III,  замѣтимъ,  что  въ  нашемъ 
пространствѣ  имѣются  и несовершенныя  движенія*,  но  если 
какое  либо  движеніе  приводитъ  двѣ  различныя  точки  въ  двѣ 
различныя  же  точки,  то  разстояніе  между  ними  остается  то  же; 
это  видно  изъ  того , что  движенія  эти  всегда  совмѣщаютъ  точки 
группы  Л,  В,  С съ  точками  той-же  группы,  а разстоянія  АВ , 
ВС  и СА  равны  между  собой;  движеніе  же,  имѣющее  въ  своемъ 
составѣ  перестановку  Т,  всегда  замѣщаетъ  различныя  точки 
второй  группы  различными  же  ея  точками;  но  разстоянія  оста- 
ются при  этомъ  неизмѣнными.  Постулатъ  III  такимъ  обра- 
зомъ справедливъ.  Совершенно  ясно  также,  что  справедливъ 
и постулатъ  IV. 

Далѣе  легко  убѣдиться,  что  справедливъ  и постулатъ  V . 
Въ  самомъ  дѣлѣ,  два  движенія  St  и S,  даюгъ  движеніе  $*;  два 
движенія  StSj\  или  S/S^  или  S/Sf  даютъ  движеніе  два  дви- 
женія Si  и S/Т  или  Sir  и SjT  даютъ  движеніе  SrhT\  наконецъ, 
два  движенія  и S/Т  даютъ  движеніе 

Обращаемся  къ  постулату  VI.  Если  мы  видѣлимъ  двѣ  точки 
первой  группы,  то  условію  постулата  отвѣчаютъ  либо  точки 
X и X',  либо  точки  У и У\  такъ  какъ 

и ВХ=ВХ' 

АУ=АУ'  и ВУ^ВУ. 
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Пусть  S'  будетъ  движеніе,  оставляющее  точки,  А и В въ 
покоѣ  и приводящее  точку  С въ  точку  А или  В,  скажемъ  : 

АВС 

АВА. 

Въ  такомъ  случаѣ  S'T  есть  вращеніе  вокругъ  точекъ  А 
и Б,  приводящее  точку  X въ  точку  X'  и точку  У въ  точку  У. 

Если  мы  видѣлимъ  двѣ  точки  второй  группы,  то  условію 
постулата  удовлетворяютъ  любыя  двѣ  точки  первой  группы  ; 
такъ,  напримѣръ, 

ХА^ХВ  и УА=УВ. 

оставляетъ  точки  Хи  Г (какъ  и всѣ 
точки  второй  группы)  въ  покоѣ  и 
совмѣщаетъ  точку  А съ  точкой  В . 

Если,  наконецъ,  мы  выдѣлимъ  одну  точку  первой  группы 
(скажемъ  С)  и одну  точку  второй  группы  (скажемъ  X),  то  условію 
постулата  удовлетворяютъ  двѣ  другія  точки  первой  группы  : 

ХА=Щ  СА=СВ. 

Движеніе  (Я  В)  оставляетъ  точки  С и X въ  покоѣ  и замѣщаетъ 
точки  А и В другъ  другомъ. 

Такимъ  образомъ  постулатъ  VI  въ  этомъ  пространствѣ 
справедливъ.  Легко  видѣть,  что  и постулатъ  VII  справедливъ. 
Въ  нашемъ  пространствѣ  имѣются  четыре  плоскости : во 
первыхъ,  плоскость,  имѣющая  своими  полюсами  точки  X и X' 
или  У и У:  она  состоитъ  изъ  трехъ  точекъ  первой  группы  ; во 
вторыхъ,  плоскость,  имѣющая  своими  полюсами  двѣ  точки  первой 
группы,  состоитъ  изъ  всѣхъ  точекъ  второй  группы  и третьей 
точки  первой  группы. 

Обращаемся  теперь  къ  постулату  VIII.  Ясно,  что  въ  пло- 
скости, состоящей  изъ  трехъ  точекъ  .4,  Б и С,  онъ  не  можетъ 
найти  себѣ  примѣненія,  Обратимся  поэтому  къ  другимъ  пло- 
скостямъ, скажемъ  къ  плоскости,  имѣющей  полюсами  точки  А 
и В и состоящей,  слѣдовательно,  изъ  точекъ  С,  X,Xf,  У, У.  Если 
мы  выдѣлимъ  двѣ  точки  второй  группы,  скажемъ,  точки  X и 
X',  то  изъ  трехъ  остальныхъ  точекъ  плоскости  никакія  двѣ 
не  расположены  по  одну  сторону  ихъ,  ибо  прямая  XX'  про- 
ходитъ черезъ  точки  У и У.  Выдѣлимъ  теперь  точки  С и У. 


Движеніе 


АВС 

ВАС 
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Прямая  СУ , согласно  опредѣленію  1 гл.  XI,  состоитъ  изъ  этихъ 
двухъ  точекъ  и встрѣчаетъ  въ  точкѣ  .F  отрѣзки  ХУ  и ХХ'\  по- 
этому въ  числѣ  трехъ  остальныхъ  точекъ  нѣтъ  двухъ  паръ, 
которыя  были  бы  расположены  по  одну  сторону  точекъ  С и У '. 
Такъ  же  обстоитъ  дѣло,  если  мы  выдѣлимъ  точки  С и У,  Если 
же  мы  выдѣлимъ  точки  С и X (или  С и .X'),  то  изъ  трехъ 
остальныхъ  точекъ  плоскости  любыя  двѣ  расположены  по  одну 
сторону  ихъ.  Такимъ  образомъ  постулатъ  VIII  въ  нашемъ  про- 
странствѣ справедливъ. 

Легко  также  убѣдиться,  что  требованіямъ  постулатовъ  IX 
и X удовлетворяетъ  плоскость,  состоящая  изъ  точекъ  Л,  Б и С. 

Предыдущее  изслѣдованіе  обнаруживаетъ  слѣдующее.  Изъ 
постулатовъ  II — X не  слѣдуетъ,  что  въ  пространствѣ  имѣется 
хотя  бы  одна  точка,  расположенная  между  двумя  другими 
точками.  Если  же  принять,  что  прямолинейное  расположеніе 
точекъ  въ  нашемъ  пространствѣ  имѣетъ  мѣсто,  то  отсюда  еще 
не  слѣдуетъ,  что  между  любыми  двумя  точками  имѣется  промежу- 
точная точка.  Если  же  принять  и это,  что  отсюда  все  еще  не 
вытекаетъ,  что  промежуточная  точка  имѣется  на  любомъ  раз- 
стояніи отъ  каждой  изъ  двухъ  точекъ;  это  обнаруживаетъ  про- 
странство А$  (предл.  1і  гл.  VI;  справедливость  остальныхъ 
постулатовъ  для  этого  пространства  удостовѣряется  тѣми  же 
предложеніями,  что  и для  пространства  і?3).  Такимъ  образомъ 
постулатъ  I во  всѣхъ  своихъ  частяхъ  не  зависитъ  отъ  посту- 
латовъ II — X.  Если  мы  не  разбили,  однако,  этого  постулата  на 
нѣсколько  допущеній,  согласно  указаннымъ  отдѣльнымъ  его  ча- 
стямъ, то  только  потому,  что  каждое  допущеніе  содержится 
цѣликомъ  въ  послѣдующемъ. 

Вмѣстѣ  съ  тѣмъ  мы  считаемъ  доказаннымъ,  что  каждый 
изъ  нашихъ  десяти  постулатовъ  не  зависитъ  отъ  остальныхъ. 


Однако,  геометрическая  система  развивается  не  изъ  однихъ 
только  постулатовъ,  но  и изъ  опредѣленій.  Подъ  опредѣленіемъ 
мы  разумѣемъ  предложеніе,  присваивающее  опредѣленное  на- 
званіе извѣстному  понятію,  составленному  изъ  другихъ  понятій, 
опредѣленныхъ  раньше  или  принятыхъ  въ  качествѣ  основныхъ 
безъ  опредѣленія.  Иначе,  каждое  опредѣленіе  вводитъ  новый 
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терминъ,  устанавливая  его  отношеніе  къ  терминамъ,  опредѣлен- 
нымъ раньше  или  принятымъ  безъ  опредѣленія.  Существенное 
различіе  опредѣленій  отъ  постулатовъ  заключается  въ  томъ, 
что  первыя  имѣютъ  своей  цѣлью  только  упрощеніе  рѣчи. 
Можно  было  бы  вовсе  обойтись  безъ  новыхъ  терминовъ  (т.  е. 
безъ  терминовъ,  введенныхъ  опредѣленіями)  и оперировать 
надъ  основными  терминами.  Это  сдѣлало  бы  рѣчь  и процессъ 
разсужденія  чрезвычайно  громоздкими,  но  это  все  такп  только 
вопросъ  удобства,  а не  вопросъ  логической  необходимости. 
Такъ,  напримѣръ,  не  вводя  вовсе  терминовъ  «прямолинейное 
расположеніе»  и «между»,  мы  могли  бы  Формулировать  постулатъ 
I такъ  : 

«Если  А и В суть  двѣ  точки  въ  пространствѣ  и ы есть  про- 
извольное ариѳметическое  число,  меньшее  А В,  то  существуетъ 
такая  точка  С,  что 

АС=-со  и АС+СВ==АВ>. 

Съ  другой  стороны,  число  новыхъ  терминовъ  можно,  не 
измѣняя  разсужденія  по  существу,  произвольно  увеличить. 

Въ  какомъ  же  отношеніи  стоятъ  опредѣленія  къ  посту- 
латамъ ? На  первый  взглядъ  можетъ  показаться,  что  никакой 
зависимости  между  опредѣленіями  и постулатами  быть  не  мо- 
жетъ. Какія  препятствія  могутъ  оказаться  къ  тому,  чтобы  на- 
звать ту  или  иную  совокупность  терминовъ  новымъ  именемъ, 
новымъ  терминомъ?  Такихъ  препятствій,  дѣйствительно,  быть 
не  можетъ  по  отношенію  къ  тѣмъ  терминамъ,  которые  не  фи- 
гурируютъ  въ  постулатахъ.  Можетъ  даже  случиться,  что  вво- 
димое понятіе  (именуемое  новымъ  терминомъ)  не  можетъ  суще- 
ствовать при  наличныхъ  постулатахъ,  находится  въ  противо- 
рѣчіи съ  ними.  Но  и это  обстоятельство  не  лишаетъ  насъ  воз- 
можности ввести  такой  терминъ : результатомъ  принятыхъ  по- 
стулатовъ и такого  опредѣленія  будетъ  теорема,  что  понятіе, 
выражаемое  этимъ  терминомъ,  не  существуетъ.  Такъ,  въ  главѣ 
XIX  настоящаго  сочиненія  еъ  цѣлью  упрощенія  рѣчи  введенъ 
терминъ  «трансфинитная  точка  луча»  (опр.  1)  и затѣмъ  дока- 
зано, что  трансФинитивныхъ  точекъ  въ  пространствѣ  Q7  не 
существуетъ  (теор.  6). 

Вопросъ  стоитъ,  однако,  иначе  по  отношенію  къ  тѣмъ  тер- 
минамъ, которые  введены  опредѣленіями  и вслѣдъ  за  тѣмъ 
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Фигурируютъ  въ  постулатахъ.  Пока  терминъ  введенъ  опредѣ- 
леніемъ и никакихъ  другихъ  свойствъ  ему  не  приписывается, 
опредѣленіе  не  можетъ  представлять  собой  ничего,  кромѣ  усло- 
вія называть  извѣстное  понятіе  (илп  извѣстную  совокупность 
терминовъ)  новымъ  именемъ.  Но  если  терминъ  Фигурируетъ 
сверхъ  того  въ  постулатахъ,  то  относительно  него  кое  что  до- 
пускается, ему  тѣмъ  самымъ  приписываются  извѣстныя  свой- 
ства. При  этихъ  условіяхъ  возникаетъ  вопросъ,  не  представля- 
ютъ ли  собой  тѣ  свойства  опредѣляемаго  термина,  которыя 
выражены  въ  опредѣленіяхъ,  слѣдствія  тѣхъ  его  свойствъ,  ко- 
торыя выражены  въ  постулатахъ ; иначе,  не  представляетъ  ли 
то  предложеніе,  которое  мы  именуемъ  опредѣленіемъ,  теорему, 
которая  подлежитъ  доказательству,  и потому  не  должна  Фигу- 
рировать ьъ  числѣ  основныхъ  предложеній  (доказательству  не 
подлежащихъ).  Если  бы,  напримѣръ,  допустить,  что  въ  числѣ 
постулатовъ, сверхъ  нашихъ  10,  былъ  бы  такой:  «въ  подобныхъ 
треугольникахъ  сходственныя  стороны  пропорціональны»,  то 
опредѣленіе  I гл  LVI  («подобными  называются  треугольники, 
имѣющіе  равные  углы»)  представляло  бы  собой  слѣдствіе  по- 
стулатовъ и остальныхъ  опредѣленій,  т.  е.  теорему. 

Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  опредѣленія  тѣхъ  терми- 
новъ, которые  Фигурируютъ  въ  постулатахъ,  должны  быть  не- 
зависимы отъ  постулатовъ  и остальныхъ  опредѣленій.  К.ъ  изслѣ- 
дованію нашихъ  опредѣленій  въ  этомъ  отношеніи  мы  и пере- 
ходимъ. Чтобы  доказать  независимость  нѣкотораго  опредѣленія 
отъ  остальныхъ  опредѣленій  п постулатовъ,  нужно  указать  та- 
кую интерпретацію  терминовъ,  чтобы  она  находилась  въ  со- 
гласія со  всѣми  остальными  опредѣленіями  и удовлетворяла  бы 
всѣмъ  постулатамъ, — но  чтобы  объектъ,  соотвѣтствующій  тер- 
мину, независимость  котораго  мы  изслѣдуемъ,  не  подходилъ  подъ 
его  опредѣленіе  въ  нашей  системѣ.  Этимъ  будетъ  обнаружено, 
что  это  опредѣленіе  не  представляетъ  собой  логическаго  слѣд- 
ствія остальныхъ  опредѣленій  п постулатовъ. 

Прежде  всего  установимъ  тѣ  опредѣляемые  термины,  ко- 
торые входятъ  въ  наши  постулаты.  Термины  эти  слѣдующіе : 

1)  Пространство  (опр.  10  гл.  II). 

2)  Точка  (опр.  10  гл.  II). 

3)  Движеніе  (опр.  10  гл.  II). 

4)  Совмѣщеніе  (опр.  13  гл.  II). 


773 


Гл.  LVIII. 


5)  Разстояніе  (опр.  10  гл.  II). 

6)  Три  точки  расположены  прямолинейно  (опр.  1 гл.  VI). 

7)  Точка,  лежащая  между  двумя  точками  (опр.  1 гл  VI). 

8)  Прямолинейный  образъ  (опр.  1 гл.  VII). 

9)  Движеніе  SS \ замѣняющее  послѣдовательное  производ- 
ство движеній  S и S’  (опр.  7 гл.  II). 

Ю)  Вращеніе  (опр.  13  гл.  И). 

11)  Плоскость  (опр.  1 гл.  XV). 

12)  Двѣ  точки  въ  плоскости  лежатъ  по  одну  сторону  двухъ 
другихъ  точекъ  (опр.  1 гл.  ХХШ). 

13)  Покой  (неподвижность)  (опр.  13  гл.  II) 

Къ  этому  списку  нужно  присоединить  тѣ  опредѣляемые 
термины,  которые  Фигурируютъ  въ  опредѣленіяхъ  перечислен- 
ныхъ 13  терминовъ  и потому  неявно  Фигурируютъ  въ  посту- 
латахъ. 

14)  Отрѣзокъ  (опр.  3 гл.  VI). 

15)  Прямая  (опр.  1 гл.  XI). 

1)  2)  3)  4).  Изъ  этого  списка  мы,  однако,  исключимъ  терми- 
ны «пространство»,  «точка»,  «движеніе»  и «совмѣщеніе».  Хотя 
эти  термины  въ  настоящемъ  сочиненіи  и опредѣлены,  но  опре- 
дѣленія эти  носятъ  чисто  тавтологическій  характеръ.  Мы  хотимъ 
этимъ  сказать  слѣдующее.  За  основаніе  для  нашего  изслѣдованія 
мы  приняли  понятія  о многообразіи  (совокупности),  элементахъ 
многообразія  и ассоціаціи,  или  сопряженіи  этихъ  элементовъ. 
Эти  понятія  мы  считаемъ  за  основныя,  относя  анализъ  ихъ  за 
предѣлы  настоящаго  сочиненія.  Эти  термины:  «многообразіе», 
«элементы»,  «сопряженіе  элементовъ»  и «сопряженіе  многообра- 
зій» замѣнены  въ  предѣлахъ  настоящаго  сочиненія  терминами 
«пространство»,  «точки»,  «совмѣщеніе»,  «движеніе».  Каждый 
терминъ  замѣненъ  равносильнымъ  терминомъ  безъ  того,  чтобы 
это  имѣло  какое  бы  то  ни  было  значеніе  для  самого  изслѣдо- 
ванія ; это  сдѣлано  съ  единственною  цѣлью  сохранить  устано- 
вившуюся въ  геометріи  терминологію. 

Мы  могли  бы  вездѣ  вмѣсто  термина  «точки»  употреблять 
терминъ  «элементы»*  вмѣсто  того  чтобы  говорить,  что  «дви- 
женіе совмѣщаетъ  одну  точку  съ  другой»,  мы  могли  бы  гово- 
рить, что  «сопряженіе  относитъ  одинъ  элементъ  другому »,  и это 
не  вызвало  бы  никакихъ  осложненій*,  это  была  бы  та  же  си- 
стема, выраженная  другими  словами. 
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Правда,  опредѣленіе  10  гл.  II  опредѣляетъ  « иростанство» 
какъ  многообразіе, — въ  которомъ  установлены  разстоянія  и дви- 
женія. Но  мы  смотримъ  на  это  лишь  какъ  на  опредѣленіе  того 
цикла  разсужденій,  въ  предѣлахъ  которыхъ  мы  будемъ  назы- 
вать многообразіе  « пространствомъ >:  мы  дѣлаемъ  это  въ  пре- 
дѣлахъ тѣхъ  изслѣдованій,  которыя  имѣютъ  въ  виду  изученіе 
свойствъ  многообразій,  зависящихъ  отъ  установленныхъ  въ 
нихъ  сопряженій  и разстояній. 

Вся  система  постулатовъ  выражена  такимъ  образомъ,  что 
они  теряютъ  всякій  смыслъ,  если  мы  не  будемъ  разумѣть  подъ 
пространствомъ  «многообразіе  точекъ»  надъ  «движеніемъ»  со- 
пряженіе этого  многообразія  съ  самимъ  собой. 

Въ  виду  всего  сказаннаго  мы  относимъ  термины  «про- 
странство», «точки»,  «движеніе»,  «совмѣщеніе»  къ  числу  основ- 
ныхъ терминовъ  и не  считаемъ  возможнымъ  говорить  объ  ихъ 
независимости  отъ  остальныхъ. 

5)  Обращаясь  теперь  къ  термину  «разстояніе»,  посмо- 
тримъ, необходимо  ли  мы  должны  разумѣть  подъ  разстояніемъ 
ариѳметическое  число,  чтобы  имѣть  возможность  построить  ту 
же  систему,  т.  е.  сохранить  безъ  измѣненія  остальныя  опредѣ- 
ленія и постулаты. 

Отвѣтъ  на  этотъ  вопросъ  даетъ  замѣчательная  геометри- 
ческая система,  предложенная  Д.  Гильбертомъ  въ  сочиненіи 
«Grnndlagen  der  Geometrie».  Система  эта  построена  слѣдующимъ 
образомъ. 

Пусть  t будетъ  независимая  перемѣнная,  область  значе- 
ній которой  состоитъ  изъ  всѣхъ  вещественныхъ  чиселъ.  Со- 
ставимъ всевозможныя  раціональныя  олгебрапческія  функціи 
отъ  t , принадлежащія  этой  области,  т.  е.  съ  коэффиціентами, 
принадлежащими  области  всѣхъ  вещественныхъ  чиселъ  *,  какъ 
говорятъ,  пріобщимъ  перемѣнную  t къ  области  R всѣхъ  веще- 
ственныхъ чиселъ.  Полученную  область  Функцій  обозначимъ 
черезъ  R'.  Выберемъ  произвольно  п изъ  этихъ  Функцій 
шѵ  w2  . . . (оп  составимъ  Функцію 

+1 ь • 

и пріобщимъ  ее  къ  области  Е',  если  она  не  входила  въ  со- 
ставъ ея  раньше.  Такимъ  образомъ  получимъ  область  Функцій 
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R,r.  Выбравъ  такимъ  же  образомъ  рядъ  Функцій.  t о'2  . оѵт 

въ  области  составимъ  Функцію 

и пріобщимъ  ее  къ  области  R ". 

Этотъ  процессъ  можно  продолжить  неопредѣленно.  Со- 
вокупность всѣхъ  Функцій,  которыя  мы  можемъ  такимъ  обра- 
зомъ получить,  мы  обозначимъ  черезъ  Щі).  Мы  можемъ  ска- 
зать, что  въ  составъ  этой  области  входятъ  тѣ  и только  тѣ 
Функціи,  которыя  могутъ  быть  получены  путемъ  производства 
раціональныхъ  дѣйствій  и операціи  [/ . .-) -со*  надъ 
независимымъ  перемѣннымъ  и вещественными  числами,  а также 
надъ  Функціями,  полученными  тѣмъ  же  путемъ  предварительно. 

Совершенно  ясно,  что  каждая  изъ  такихъ  Функцій,  если 
она  не  равна  нулю  тождественно,  обращается  въ  нуль  конечное 
число  разъ,  а потому  при  достаточно  большихъ  положитель- 
ныхъ значеніяхъ  независимаго  перемѣннаго  сохраняетъ  посто- 
янный знакъ. 

Претворимъ  теперь  это  многообразіе  Функцій  въ  вели- 
чину. Съ  этою  цѣлью  установимъ  критеріи  сравненія  ея  эле- 
ментовъ. Если  cot  и го2  суть  двѣ  изъ  нашихъ  Функцій,  и раз- 
ность (ot — со2  равна  нулю  при  всѣхъ  значеніяхъ  независимаго 
перемѣннаго,  то  мы  будемъ  говорить,  что  ы1=(о2.  Если  же  раз- 
ность cot — і о2  при  достаточно  большихъ  положительныхъ  значе- 
ніяхъ независимаго  перемѣннаго  получаетъ  положительныя  зна- 
ченія, то  мы  будемъ  говорить,  что  ю^>ы2\  если  же  эти  значенія 
отрицательны,  то  мы  будемъ  говорить,  что  Убѣдиться  въ 

томъ,  что  всѣ  постулаты  сравненія  здѣсь  удовлетворены,  крайне 
просто.  Полученную  такимъ  образомъ  величину  мы  будемъ  назы- 
вать системой  трансфинитныхъ  чиселъ  Гильберта.  Совершенно 
ясно,  что  надъ  этими  числами  мы  можемъ  производить  четыре 
ариѳметическія  дѣйствія  по  тѣмъ  же  Формальнымъ  законамъ, 
что  и надъ  обыкновенными  числами.  Легко  убѣдиться  также, 
что  въ  этой  области  можно  построить  теорію  ортогональныхъ 
системъ,  какъ  это  сдѣлано  въ  первой  главѣ,  не  мѣняя  ничего 
въ  этомъ  изложеніи. 

Разсмотримъ  теперь  плоское  пространство  трехъ  измѣ- 
реній перваго  рода,  принадлежащее  области  гильбертовыхъ 
чиселъ,  понимая  это  въ  смыслѣ  опредѣленія  1 гл.  III.  Разстоя- 
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ніе  между  двумя  точками  Оп  х2,  ж3)  и (t/n  t/2,  yj)  въ  этомъ 
пространствѣ  выражается  гильбертовымъ  числомъ 

V (*,—  у,  )*+(*,— !/,)’+(.  ж3—  УгУ- 
Это  пространство  удовлетворяетъ  всѣмъ  постулатамъ  I — X при 
сохраненіи  всѣхъ  опредѣленій,  кромѣ  «разстоянія».  Постулатъ 
I въ  этомъ  пространствѣ  справедливъ  не  только  въ  томъ 
смыслѣ,  что  между  любыми  двумя  точками  АВ  на  любомъ  раз- 
стояніи, выражаемомъ  ариѳметическимъ  числомъ,  меньшимъ 
числа  АВ  (вообще  говоря  гильбертова),  имѣется  промежуточная 
точка,  но  и на  разстояніи,  выражаемомъ  любымъ  положитель- 
нымъ гильбертовымъ  числомъ,  меньшимъ  АВ. 

Итакъ,  оставаясь  при  всѣхъ  остальныхъ  опредѣленіяхъ 
и постулатахъ,  можно  построить  геометрическую  систему,  въ 
которой  разстояніе  между  двумя  точками  выражается  не  ариѳ- 
метическимъ, а положительнымъ  гильбертовымъ  числомъ.  Эта 
геометрія  отличается  отъ  евклидовой  въ  тѣхъ  свойствахъ  про- 
странства, при  доказательствѣ  которыхъ  мы  опирались  на 
свойства  ариѳметическихъ  чиселъ,  не  присущія  гильбертовымъ 
числамъ.  Въ  этомъ  пространствѣ  не  имѣетъ  мѣста  принципъ 
Архимеда  и на  каждомъ  лучѣ  имѣются  трансфинитныя  точки. 
Это  пространство  и построено  Гильбертомъ  для  доказательства 
независимости  принципа  Архимеда  отъ  тѣхъ  постулатовъ,  которые 
Гильбертъ  въ  своей  статьѣ  устанавливаетъ. 

6)  Независимость  остальныхъ  опредѣленій  доказать  го- 
раздо легче;  это  можно  выполнить,  видоизмѣняя  лишь  немного 
пространство  Е3.  Обратимся  къ  термину  «три  точки  имѣютъ 
прямолинейное  расположеніе». 

Согласно  опредѣленію  1 гл.  VI,  три  точки  А,  В и С распо- 
ложены прямолинейно,  если  одно  изъ  трехъ  разстояній  АВ, 
АС  и ВС  равно  суммѣ  двухъ  другихъ.  Если  же  три  точки  рас- 
положены прямолинейно  и АВ  есть  большее  изъ  трехъ  разсто- 
яній, то  мы  говоримъ,  что  точка  С лежитъ  между  точками  А 
и В. 

Примемъ  теперь  въ  пространствѣ  Еъ  за  разстояніе  между 
двумя  точками  (®4,  х2  ж3)  и (yt,  у2  */3)  не 

V »»)’+(*» 

а подкоренное  выраженіе 

О,  - 2/і)'Ч-Ог2  - y„)4-Os—  УзУ- 
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Мы  получимъ  такимъ  образомъ  видоизмѣненное  простран- 
ство, въ  которомъ  будемъ  считать  три  точки  расположенными 
прямолинейно,  если  корень  квадратный  пзъ  одного  разстоянія 
равенъ  суммѣ  корней  квадратныхъ  изъ  двухъ  другихъ  разсто- 
яній, если,  скажемъ, 

Во  избѣжаніе  недоразумѣній  мы  будемъ  писать  терминъ 
прямолинейно , а также  ниже  и другіе  термины  куренномъ,  когда 
будемъ  употреблять  ихъ  въ  новомъ  значеніи  слова,  и прямымъ 
шрифтомъ  — въ  прежнемъ  его  значеніи. 

По  прежнему  мы  будемъ  говорить,  что  точка  С лежитъ 
между  точками  А и В,  если  три  точки  расположены  прямоли- 
нейно и А В есть  наибольшее  изъ  трехъ  разстояній.  Точно 
также  мы  сохранимъ  всѣ  остальныя  опредѣленія.  Ясно,  что 
всѣ  постулаты  будутъ  въ  нашемъ  пространствѣ  справедливы. 
Отсюда  слѣдуетъ,  что  опредѣленіе  «прямолинейнаго  располо- 
женія трехъ  точекъ»  не  зависитъ  отъ  постулатовъ  и осталь- 
ныхъ опредѣленій,  ибо,  сохраняя  всѣ  остальныя  опредѣленія  и 
постулаты,  нѣтъ  необходимости  характеризовать  прямолинейное 
расположеніе  трехъ  точекъ  тѣмъ,  что  одно  изъ  трехъ  разстояній 
равно  суммѣ  двухъ  другихъ. 

7)  Обратимся  теперь  къ  термину  «точка  С лежитъ  между 
точками  А и В».  Сохранивъ  опредѣленія  всѣхъ  остальныхъ  тер- 
миновъ, не  исключая,  слѣдовательно,  термина  «прямолинейное 
расположеніе  трехъ  точекъ»,  измѣнимъ  значеніе  термина  «ме- 
жду», именно  будемъ  говорить,  что  «точка  С лежитъ  между 
точками  А и В»  относительно  всякой  точки  С,  прямолинейно 
расположенной  относительно  точекъ  Я и В,  кромѣ  точки,  равно 
отъ  нихъ  удаленной  (т.  е.  кромѣ  середины  отрѣзка  АВ  въ 
обычномъ  смыслѣ  послѣдняго  слова:  эту  точку  мы  будемъ  здѣсь 
для  удобства  называть  «серединой  АВ*).  Измѣняя  опредѣленіе 
одного  термина  и сохраняя  остальныя  опредѣленія,  мы  все  же 
тѣмъ  самымъ  мѣняемъ  значеніе  терминовъ,  зависящихъ  отъ 
термина  измѣняемаго.  Бъ  данномъ  случаѣ  новое  опредѣленіе 
термина  « между*  отражается  исключительно  на  значеніи  термина 
«отрѣзокъ»  и связаннаго  съ  нимъ  термина:  «двѣ  точки  расположены 
по  одну  сторону  двухъ  другихъ  точекъ.»  Именно,  подъ  отрѣзкомъ 
АВ  мы,  согласно  опредѣленію  3 гл.  VI,  должны  будемъ  разу- 
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мѣть  всѣ  точки  прямой  АВ , кромѣ  середины  АВ.  Такъ  какъ 
сверхъ  того  значеніе  термина  «прямая»  не  мѣняется,  то  при 
новомъ  значеніи  термина  « между*  точки  А и В въ  нашемъ 
пространствѣ  расположены  въ  плоскости  по  одну  сторону  точекъ 
Р и Q,  если  прямая  PQ  не  встрѣчаетъ  вовсе  прямой  А В или 
встрѣчаетъ  ее  только  въ  серединѣ  АВ. 

Относительно  всѣхъ  постулатовъ,  кромѣ  VIII,  совершенно 
очевидно,  что  всѣ  они  остаются  въ  силѣ  при  новомъ  значеніи 
термина  гмежду*.  Обращаясь  поэтому  къ  постулату  VIII,  пред- 
положимъ, что  въ  нѣкоторой  плоскости  двѣ  пары  точекъ  А и В, 
В и С расположены  по  одну  сторону  точекъ  Р и Q.  Согласно  тому, 
что  было  сказано  выше  о значеніи  этого  термина,  здѣсь  могутъ 
быть  три  случая  : а)  прямая  PQ  вовсе  не  встрѣчаетъ  прямыхъ 
АВ  и J3C;  Ь)  прямая  PQ  встрѣчаетъ  прямую  АВ  только  въ  се- 
рединѣ  АВ  и вовсе  не  встрѣчаетъ  прямой  ВС\  cj  прямая  PQ 
встрѣчаетъ  прямую  АВ  только  въ  серединѣ  АВ  и прямую  ВС 
только  въ  серединѣ  ВС. 

Первый  случай  въ  пространствѣ  можетъ  имѣть  мѣсто 
лишь  при  томъ  условіи,  что  прямыя  АВ  и ВС  совпадаютъ;  но 
въ  такомъ  случаѣ  прямая  PQ  не  встрѣчаетъ  и прямой  АС , 
т.  е.  точки  А и С также  расположены  по  одну  сторону  точекъ 
Р и Q.  Во  второмъ  случаѣ  прямая  PQ  проходитъ  черезъ  се- 
редину ПС,  а въ  третьемъ  случаѣ  вовсе  не  встрѣчаетъ  прямой 
АС\  иными  словами,  и въ  этихъ  случаяхъ  точки  А и С распо- 
ложены по  одну  сторону  точекъ  Р и Q.  Постулатъ  остается  въ 
силѣ  и независимость  этого  термина  также  доказана 

8)  Независимость  остальныхъ  опредѣленій  доказывается 
гораздо  проще.  Терминъ  «прямолинейный  образъ»  играетъ  въ 
постулатахъ  столь  незначительную  роль,  что  его,  быть  можетъ, 
было  бы  лучше  и вовсе  не  употреблять  въ  постулатахъ.  Тѣмъ 
не  менѣе,  если,  оставаясь  при  всѣхъ  прежнихъ  опредѣленіяхъ, 
мы  будемъ  разумѣть  подъ  прямолинейнымъ  образомъ  такой 
образъ,  въ  которомъ  каждымъ  двумъ  точкамъ  соотвѣтствуетъ 
по  крайней  мѣрѣ  одна  точка,  прямолинейно  относительно  нихъ 
расположенная, — то  терминъ  получитъ  совершенно  другое  зна- 
ченіе, но  всѣ  постулаты  останутся  въ  силѣ. 

9)  Если  мы  подъ  терминомъ  «движеніе,  замѣняющее  послѣ- 
довательное производство  движеній  S и S'*  условимся  разумѣть 
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не  движеніе  SS'  въ  обычномъ  его  значеніи,  а обратное  ему 
движеніе  (££')-'  или  движеніе  SS'S"1  и т.  п„  то  мы  также  удо- 
влетворимъ всѣмъ  постулатамъ,  т.  е.  собственно  постулату  V, 
въ  которомъ  онъ  только  и Фигурируетъ. 

10)  Если  мы  подъ  t вращеніемъ  вокругъ  точки»  будемъ  ра- 
зумѣть не  такое  движеніе,  которое  оставляетъ  эту  точку  въ 
покоѣ,  а такое,  которое  ее  перемѣщаетъ,  то  мы  все  же  удо- 
влетворимъ постулату  VI,  въ  которомъ  онъ  Фигурируетъ,  а по- 
давно и остальнымъ  постулатамъ. 

11)  Если  мы  подъ  терминомъ  ^плоскость»  будемъ  разумѣть 
то,  что  мы  разумѣли  раньше  подъ  терминомъ  полуплоскость, 
то  легко  видѣть,  что  мы  удовлетворимъ  всѣмъ  постулатамъ. 
Справедливость  постулата  VIII  требуетъ  нѣкотораго  размышле- 
нія, но  мы  предоставимъ  это  читателю. 

12)  Если  мы  подъ  терминомъ  «двѣ  точки  Л а В въ  пло- 
скости расположены  по  одну  сторону  точекъ  Р nQ>  будемъ  разу- 
мѣть, что  каждая  точка  отрѣзка  АВ  отстоитъ  отъ  прямой  PQ  на 
разстояніе,  большее,  нежели  нѣкоторое  опредѣленное  ариѳмети- 
ческое число  h (скажемъ  1), — то  мы  удовлетворимъ  постулату 
VIII,  а вмѣстѣ  съ  тѣмъ  и остальнымъ. 

13)  Если  подъ  терминомъ  «движеніе  оставляетъ  точку  въ 
покоѣ > мы  будемъ  разумѣть,  что  оно  перемѣщаетъ  данную 
точку  на  такое  же  разстояніе,  на  какое  оно  перемѣщаетъ  вся- 
кую другую  точку  пространства,  то  такъ  называемое  поступа- 
тельное движеніе  будетъ  оставлять  въ  покоѣ  всѣ  точки  про 
странства  и будетъ  представлять  собою  вращеніе  вокругъ  любой 
точки  или  любой  совокупности  точекъ.  Вслѣдствіе  этого  оста- 
нутся въ  силѣ  постулаты  VI  и X,  а вмѣстѣ  съ  тѣмъ  и всѣ 
остальные  постулаты. 

14)  Если,  сохраняя  всѣ  остальныя  опредѣленія,  мы  подъ 
терминомъ  t отрѣзокъ  АВ>  будемъ  разумѣть  всѣ  точки  прямой 
А В , кромѣ  середины  АВ , то,  какъ  мы  видѣли  при  доказа- 
тельствѣ независимости  термина  «между»,  всѣ  постулаты  оста- 
ются въ  силѣ. 

15)  Наконецъ,  сохраняя  всѣ  остальныя  опредѣленія,  усло- 
вимся разумѣть  подъ  прямой  АВ  то,  что  обыкновенно  разу- 
мѣютъ подъ  отрѣзкомъ  А В.  Легко  видѣть,  что  это  не  отразится 
на  значеніи  термина  «обѣ  точки  А и В расположены  въ  пло- 
скости по  одну  сторону  двухъ  другихъ  точекъ  Р и Q».  Въ  са- 
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момъ  дѣлѣ,  ни  одна  прямая , проходящая  черезъ  точки  Р я Q и 
расположенная  въ  плоскости,  не  встрѣчаетъ  отрѣзка  АВ  въ 
томъ  и только  въ  томъ  случаѣ,  если  прямая  PQ  (подчеркнемъ, 
въ  прежнемъ  значеніи  этого  слова)  не  встрѣчаетъ  отрѣзка  АВ. 
Вслѣдствіе  этого  постулатъ  УІІІ  остается  справедливымъ,  а 
объ  остальныхъ  постулатахъ  и говорить  нечего. 

Изъ  всего  сказаннаго  мы  заключаемъ,  что  и опредѣленія, 
приведенныя  въ  настоящемъ  сочиненіи,  не  зависятъ  отъ  постула- 
товъ и остальныхъ  опредѣленій.  Иными  словами,  пи  одно  изъ 
основныхъ  предложеніи , приведенныхъ  въ  настоящемъ  сочиненіи  безъ 
доказательства  въ  качествѣ  постулатовъ  или  опредѣленій , не  мо- 
жетъ быть  доказано  при  помощи  остальныхъ. 


Итакъ,  для  построенія  евклидовой  геометріи  нами  былъ 
установленъ  рядъ  опредѣленій  и постулатовъ.  Число  опредѣле- 
ній, какъ  мы  сказали  выше,  можетъ  колебаться  въ  завпсимости 
отъ  нашего  усмотрѣнія : въ  видахъ  удобства  рѣчи  можно  зна- 
чительно увеличить  число  терминовъ,  вводимыхъ  опредѣле- 
ніями*, если  же  съ  этимъ  не  считаться,  то  число  ихъ  можно 
уменьшить,  и можно  даже  вовсе  обойтись  безъ  опредѣленій. 
Постулатовъ  мы  установили  10.  Мы  показали,  что  евклидову 
геометрію  нельзя  построить,  опустивъ  какой  либо  изъ  этихъ 
постулатовъ.  Но  въ  какой  мѣрѣ  опредѣлительны  для  пространства 
эти  10  постулатовъ?  Почему  мы  полагаемъ,  что  ими  исчерпы- 
вается геометрическая  система  ? Нѣтъ  ли  надобности  присое- 
динить еще  нѣсколько  постулатовъ?  Не  явится  ли  такого  рода 
надобность  при  рѣшеніи  дальнѣйшихъ  задачъ,  составляющихъ 
предметъ  геометрическаго  изслѣдованія? 

Положимъ,  что  мы  имѣемъ  два  пространства  2?  и Е'.  До- 
пустимъ,  что  многообразія  (£  и ($*',  которыми  они  образованы, 
имѣютъ  одинаковую  мощность,  т.  е.  между  ихъ  элементами 
можетъ  быть  установлено  однозначное  соотвѣтствіе  такимъ  обра- 
зомъ, что  каждый  элементъ  одного  многообразія  соотвѣтствуетъ 
одному  и только  одному  элементу  второго  многообразія  и,  обрат- 
но, каждому  элементу  второго  многообразія  отвѣчаетъ  одинъ  и 
только  одинъ  элементъ  перваго  многообразія  \ два  элемента 
одного  и другого  многообразія,  связанные  такимъ  образомъ,  мы 
будемъ  считать  соотвѣтствующими  другъ  другу.  Мы  допустимъ 
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далѣе,  что  соотвѣтствіе  это  можетъ  быть  установлено  такимъ 
образомъ,  чтобы  а)  разстояніе  между  двумя  точками  одного 
пространства  всегда  было  равно  разстоянію  между  соотвѣт- 
ствующими точками  другого  пространства;  Ь)  чтобы  каждому 
движенію  одного  пространства  отвѣчало  въ  другомъ  пространствѣ 
движеніе,  производящее  совмѣщеніе  соотвѣтствующихъ  точекъ. 
Такія  пространства  мы  будемъ  называть  сходственными.  Со- 
вершенно ясно,  что  два  пространства,  сходственныя  съ  третьимъ, 
сходственны  между  собой.  Вслѣдствіе  этого  всѣ  пространства, 
сходственныя  съ  однимъ  и тѣмъ  же  пространствомъ,  образуютъ 
категорію  пространствъ,  сходственныхъ  между  собой. 

Каждое  пространство,  удовлетворяющее  постулатамъ  І--Х, 
сходственно  съ  пространствомъ  Е%  Дѣйствительно,  пусть  Q 
будетъ  нѣкоторое  опредѣленное  пространство  Q10.  Если  мы  вы- 
беремъ въ  пространствѣ  Q три  взаимно  перпендикулярныя 
плоскости,  то  каждой  точкѣ  отвѣчаютъ  три  числа— разстоянія 
этой  точки  отъ  этихъ  плоскостей ; иначе  говоря,  каждой 
точкѣ  нашего  пространства  отвѣчаетъ  точка  въ  пространствѣ 
Е%.  Обратно,  каждымъ  тремъ  числамъ  (хѵх%^х^)  отвѣчаетъ 
одна  и только  одна  точка  въ  пространствѣ  О,  т.  е.  каждой 
точкѣ  въ  пространствѣ  Е$  отвѣчаетъ  точка  въ  пространствѣ  Q 
На  первыхъ  страницахъ  каждаго  учебника  аналитической 
геометріи  доказывается,  что  въ  пространствѣ  £)  разстояніе 
между  точками,  имѣющими  ортогональныя  координаты  (а?,,  гс2,  #3) 
и С2/і,  У 2,  Уг\  есть 

V <®1— У,У  + О, —УгУ  + (*j— 2/з)*- 

Иными  словами,  разстоянія  между  двумя  точками  въ  про- 
странствѣ Q и между  соотвѣтствующими  точками  въ  про- 
странствѣ Е%  равны. 

Пусть  S будетъ  движеніе  въ  пространствѣ  Q,  приводящее 
точку  (xt,xm>,xt)  въ  точку  (хх\  х\,  £С3').  Координатныя  плоско- 
сти при  этомъ  движеніи  совпадутъ  съ  тремя  плоскостями,  ко- 
торыя мы  примемъ  за  основныя  плоскости  новой  системы  коор- 
динатъ. Точка  гс'2,  #'3)  имѣетъ  въ  новой  системѣ  коорди 

наты  хѵ  х2%  ж3.  Принимая  во  вниманіе  извѣстныя  Формулы  пре- 
образованія координатъ,  найдемъ  : 

Ьаі1,®2+°31)Я!3+“І, 

®',=в<%+атж2+а<г,ж3+«г) 

®»=«5,Ч-(-<Ч+в»,Ч+«з> 
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гдѣ  коэффиціенты  oj'>  образуютъ  ортогональную  систему  пер- 
ваго рода.  Итакъ,  каждому  движенію  въ  пространствѣ  Q отвѣча- 
етъ движеніе  въ  пространствѣ  2£з,  производящее  такое  же  со- 
вмѣщеніе соотвѣтствующихъ  точекъ.  Аналогичнымъ  разсужде- 
ніемъ можно  обнаружить,  что  и обратно : каждому  движенію  въ 
пространствѣ  Е з отвѣчаетъ  движеніе  въ  пространствѣ  У,  про- 
изводящее такія  же  совмѣщенія. 

Изъ  сказаннаго  вытекаетъ  слѣдующій  выводъ:  если  усма- 
тривать задачу  геометрическаго  изслѣдованія  въ  томъ,  чтобы 
изучать  п такія  свойства  пространства,  которыя  зависятъ  отъ 
специфическихъ  особенностей  элементовъ  образующаго  его 
многообразія,— то  наши  постулаты  пространства  не  опредѣляютъ. 
Но  если  задачу  геометріи  усматривать  только  въ  изученіи  такихъ 
свойствъ  пространства,  которыя  принадлежатъ  и всѣмъ  сход- 
ственнымъ пространствамъ  (какъ  это  и высказано  въ  началѣ 
настоящей  главы),  то  наши  постулаты  вполнѣ  опредѣляютъ  гео- 
метрическую систему : это  есть  геометрія  пространствъ,  сход- 
ственныхъ съ  пространствомъ  Е ,. 

До  Декарта  за  объектъ  геометрическаго  изслѣдованія  при- 
нималось одно  опредѣленное  пространство:  та  совокупность 
представленій,  которыя  связывались  съ  понятіями  о точкахъ, 
ихъ  взаимныхъ  разстояніяхъ  и движеніяхъ  • это  — такъ  на- 
зываемое «реальное  пространство».  Быть  можетъ,  было  бы 
правильнѣе  сказать,  что  и это  есть  безчисленное  множество 
сходственныхъ  пространствъ,  такъ  какъ  каждый  несетъ  это 
пространство  съ  собой,  и никакого  единаго  и дѣйствительно 
реальнаго  субстрата  за  нимъ  нѣтъ. 

Съ  Декарта  то  же  изслѣдованіе  стали  производить,  поль- 
зуясь другимъ  представителемъ  той  же  группы  сходственныхъ 
пространствъ,  именно,  численнымъ  пространствомъ  Е3 • И 
именно  на  томъ,  что  пространство  Е3  сходственно  съ  такъ  на- 
зываемымъ «реальнымъ  пространствомъ»,  и основанъ  аналити- 
ческій методъ  геометрическаго  изслѣдованія. 

Современная  постановка  вопроса  объ  обоснованіи  геомет- 
ріи заключается  въ  томъ,  чтобы  развить  геометрическую  си- 
стему этой  совокупности  сходственныхъ  пространствъ,  не  поль- 
зуясь никакимъ  опредѣленнымъ  субстратомъ.  Мы  ставпли  себѣ 
ту  же  задачу  въ  настоящемъ  сочиненіи. 
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Въ  какой  мѣрѣ,  однако,  авторъ  считаетъ  эту  цѣль  достигну- 
той ? Можно  ли  считать  приведенныя  въ  настоящемъ  сочиненіи 
посылки  необходимыми  и достаточными  для  обоснованія  гео- 
метріи ? 

Начнемъ  съ  вопроса  о достаточности  посылокъ.  Развитіе 
геометрической  системы  можно  было  бы  считать  строго  Фор- 
мальнымъ, если  бы  были  Формулированы  всѣ  основные  термины  и 
всѣ  основныя  посылки,  изъ  которыхъ  можно  было  бы  дѣлать  вы- 
воды путемъ  непосредственныхъ  замѣщеній  терминовъ  равно - 
значущими  терминами,  т.  е.  еслибы  съ  основными  терминами 
мы  не  связывали  рѣшительно  никакихъ  опредѣленныхъ  представ- 
леній. Эта  конечная  цѣль  въ  настоящемъ  сочиненіи  достигнута 
столь  же  мало,  какъ  и въ  другихъ  сочиненіяхъ,  имѣющихъ  ту 
же  задачу.  Рядомъ  съ  основными  терминами,  которые  мы  указали, 
мы  употребляли  много  другихъ  терминовъ,  которымъ  несомнѣнно 
присваивается  опредѣленное  значеніе,  нами  не  Формулированное, 
или  которыми  устанавливается  отношеніе  однихъ  терминовъ  къ 
другимъ.  Таковы  термины;  «существуетъ»,  «различныя  точки», 
«двѣ  точки»,  «три  точки»  и т.  д.,  «многообразіе  состоитъ  изъ 
точекъ»  и т.п.  Рядомъ  съ  постулатами,  нами  Формулированными , 
имѣются  постулаты  логическіе,  на  которыхъ  основанъ  весь  про- 
цессъ разсужденія,  хоіѵссі  іѵѵоіаі  въ  болѣе  широкомъ  смыслѣ, 
чѣмъ  ихъ  понимаетъ  Евклидъ.  Наконецъ,  въ  основѣ  всей  нашей 
системы  лежитъ  ариѳметика*,  мы  принимаемъ,  слѣдовательно, 
всѣ  тѣ  постулаты,  на  которыхъ  покоится  эта  дисциплина.  А 
между  тѣмъ,  какъ  ни  глубоко  продуманы  начала  ариѳметики, 
эта  наука  не  можетъ  считаться  обоснованной.  Мало  того,  въ 
своей  знаменитой  парижской  рѣчи  проФ.  Гильбертъ  справедливо 
указываетъ,  что  обоснованіе  ариѳметики  тормозится  тѣмъ,  что 
въ  этой  области  мы  еще  не  имѣемъ  даже  никакихъ  средствъ 
для  сужденія  о совмѣстимости  посылокъ. 

Итакъ,  кромѣ  тѣхъ  посылокъ,  которыя  нами  Формулиро- 
ваны, мы  опирались  еще  на  другія  посылки  • мы  не  можемъ 
признать,  слѣдовательно,  нашихъ  посылокъ  достаточными  для 
Формальнаго  обоснованія  геометріи.  Мы  Формулировали  лишь  тѣ 
термины  и постулаты,  которые  характеризуютъ  геометрическое 
изслѣдованіе  и оставили  въ  сторонѣ  тѣ  посылки,  на  которыхъ 
покоится  каждое  разсужденіе,  къ  какой  бы  области  оно  ни  от- 
носилось. Значеніе  того  ряда  работъ,  къ  которому  относится  и 
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настоящее  сочиненіе,  заключается  въ  томъ,  что  они  оконча- 
тельно отвлекаютъ  обоснованіе  геометріи  отъ  того  субстрата, 
который  называютъ  «реальнымъ  пространствомъ»  и переносятъ 
его  въ  сферу  несравненно  болѣе  общихъ  понятій  и разсужде- 
ній. Выясненіе  же  этихъ  понятій  и основъ,  на  которыхъ  по- 
коятся эти  разсужденія,  относится  болѣе  къ  логикѣ  и психоло- 
гіи, чѣмъ  къ  геометріи. 


Намъ  остается  только  отвѣтить  на  послѣдній  вопросъ,  не- 
обходимо ли  допустить  всѣ  наши  иостулаты  для  обоснованія 
геометріи?  Само  собой  разумѣется,  что  этотъ  вопросъ  нужно 
понимать  только  въ  опредѣленномъ  смыслѣ.  Не  можетъ  быть,  ко- 
нечно, сомнѣнія,  что  вся  система  посылокъ  можетъ  быть  замѣ- 
нена другой  равносильной  ей  системой;  даже  каждый  отдѣльный 
постулатъ  можетъ  быть  обыкновенно  замѣненъ  другимъ.  Съ  другой 
стороны,  мы  показали,  что  евклидова  геометрія  не  можетъ  быть 
построена,  если  мы  опустимъ  одинъ  изъ  постулатовъ.  Но  должны 
ли  мы  принять  каждый  изъ  постулатовъ  во  всемъ  его  объемѣ, 
не  можемъ  ли  мы  замѣнить  его  другимъ,  содержащимъ  меньше 
по  объему  своихъ  требованій,  это  вопросъ  другой. 

Чтобы  отвѣтить  на  этотъ  вопросъ,  мы  должны  сказать, 
съ  одной  стороны,  что  за  предѣлами  нѣкотораго  минимума  до- 
пущенія, содержащагося  въ  каждомъ  отдѣльномъ  постулатѣ,  по- 
видимому,  невозможно  достигнуть  ихъ  независимости.  При  всей 
неопредѣленности  этого  утвержденія,  оно  все  же  содержитъ  въ 
себѣ  Фактъ,  хорошо  извѣстный  всякому,  кто  занимался  постро- 
еніемъ системы  независимыхъ  посылокъ  для  обоснованія  гео- 
метріи. Выяснивъ  посылки,  на  которыхъ  представляется  воз- 
можнымъ обосновать  геометрію,  приходится  устранять  изъ 
каждаго  допущенія  то,  что  представляетъ  собой  слѣдствіе 
остальныхъ  постулатовъ,  и такимъ  путемъ  удается  установить 
нѣкоторый  минимумъ  допускаемаго,  который  отъ  остальныхъ 
постулатовъ  уже  не  зависитъ. 

Но  вопросъ  представляется  въ  совершенно  иномъ  видѣ, 
когда  мы  имѣемъ  уже  независимыя  посылки  и спросимъ  себя, 
содержитъ  ли  каждая  изъ  нихъ  минимумъ  того,  что  необходимо 
принять  для  нашей  дѣли. 
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Послѣ  того,  какъ  автору  настоящаго  сочиненія  удалось 
установить  независящіе  другъ  отъ  друга  постулаты  геометріи, 
онъ  имѣлъ  возможность  значительно  сократить  требованія,  со- 
держащіяся въ  отдѣльныхъ  постулатахъ,  и въ  этомъ  сокра- 
щенномъ видѣ  они  и Формулированы  здѣсь.  Но  и сейчасъ  мы 
можемъ  итти  дальше  въ  этомъ  направленіи  и сдѣлать  сокра- 
щенія, которыя  не  были  произведены  раньше,  частью  потому, 
что  не  были  своевременно  усмотрѣны,  частью  по  причинамъ, 
которыя  мы  укажемъ  ниже. 

Такъ  постулатъ  X можно  свести  къ  тому,  что  с въ  про- 
странствѣ имѣется  плоскость,  при  неподвижности  которой 
остается  въ  покоѣ  еще  одна  точка  пространства».  Что  можно 
ограничиться  этимъ  допущеніемъ,  совершенно  ясно  изъ  теоремы 
32  гл.  XL,  такъ  какъ  изъ  нея  вытекаетъ  постулатъ  въ  его 
первоначальной  редакціи. 

Постулатъ  IX  требуетъ,  чтобы  въ  пространствѣ  существо- 
вала плоскость  такого  рода,  что  каждымъ  тремъ  ея  точкамъ, 
не  имѣющимъ  прямолинейнаго  расположенія,  отвѣчаетъ  точка, 
одинаково  отъ  нихъ  удаленная.  Между  тѣмъ,  если  мы  вообра- 
зимъ въ  какой  либо  плоскости  кругъ  сколь  угодно  малаго  ра- 
діуса, и допустимъ  только,  что  въ  предѣлахъ  этого  круга  каж- 
дымъ тремъ  точкамъ,  не  имѣющимъ  прямолинейнаго  располо- 
женія, всегда  отвѣчаетъ  одинаково  удаленная  точка,  то  этого 
достаточно  для  обоснованія  Евклидовой  геометріи.  Болѣе  того, 
если  мы  Фиксируемъ  двѣ  точки  А и В и одну  изъ  нихъ  обве- 
демъ окружностью  сколь  угодно  малаго  радіуса,  и каждой  точкѣ 
С внутри  этого  круга,  не  расположенной  прямолинейно  относи- 
тельно А и Б,  отвѣчаетъ  точка,  равно  удаленная  отъ  точекъ 
А,  В и С,  то  этого  достаточно  для  обоснованія  Евклидовой  гео- 
метріи. Это  слѣдуетъ  изъ  того,  что  въ  гиперболической  пло- 
скости двумъ  точкамъ  А и В сколь  угодно  близко  къ  каждой 
изъ  нихъ  отвѣчаютъ  такія  точки  С,  которыя  не  лежатъ  съ  А 
и Б ни  на  одной  прямой,  ни  на  одной  окружности  1). 

Если  мы  сохранили  въ  текстѣ  первоначальную  редакцію 
постулата,  то  сдѣлали  это,  съ  одной  стороны,  потому,  что  ну- 
женъ рядъ  сложныхъ  разсужденій,  чтобы  изъ  этого  сокращен- 


Э См.  В.  Каганъ.  «Очеркъ  геометрической  системы  Лобачевскаго*. 
Одесса,  1900,  стр.  73  ж сл. 
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наго  постулата  перейти  къ  первоначальной  редакціи;— съ  дру- 
гой стороны  потому,  что  этимъ  врядъ  ли  достигается  суще- 
ственное улучшеніе  : весьма  вѣроятно,  что  въ  дѣлѣ  этого  со- 
кращенія можно  итти  много  дальше  и нѣтъ  никакого  критерія, 
что  мы  достигли  дѣйствительно  необходимаго  минимума. 

Совращеніе  допускаетъ  и постулатъ  VIII.  Именно,  доста- 
точно допустить,  что  принципъ  Pasch’a  имѣетъ  мѣсто  въ  одной 
плоскости,  чтобы  отсюда  можно  было  вывести,  что  она  со- 
храняетъ свою  силу  въ  каждой  плоскости  Дѣйствительно,  пусть 
въ  пространствѣ  Q7  R будетъ  плоскость,  въ  которой  принципъ 
Pasch’a  справедливъ,  а S нѣкоторая  другая  плоскость.  Поло- 
жимъ, что  въ  плоскости  S двѣ  пары  точекъ  А и В,  В и С 
расположены  по  одну  сторону  точекъ  Р и Q,  а точки  А и С 
расположены  по  разныя  стороны  ихъ.  Въ  пространствѣ  это 
означаетъ,  что  прямая  PQ  не  встрѣчаетъ  отрѣзковъ  А В и ВС, 
но  встрѣчаетъ  отрѣзокъ  АС.  Но  изъ  доказательства  теоремъ  26 
и 27  гл.  XVI  видно,  что  въ  пространствѣ  плоскость  6'  можетъ 
быть  наложена  на  плоскость  R.  Пусть  Л',  В',  С\  Р\  Q'  будутъ 
точки,  съ  которыми  при  этомъ  совмѣщаются  точки  Л,  В,  С,  Р 
и Q.  Прямая  P'Q г не  встрѣчаетъ  при  этомъ  отрѣзковъ  А'В ’ и 
В’С ' и встрѣчаетъ  отрѣзокъ  Л 'С' ; такъ  какъ  въ  илоскости  R 
это  не  можетъ  имѣть  мѣста,  то  постулатъ  Pasch’a  сохраняетъ 
свою  силу  и въ  плоскости  S. 

Но  наиболѣе  интересны  сокращенія,  которыя  могутъ  быть 
сдѣланы  въ  постулатѣ  I.  Этотъ  постулатъ,  требуетъ,  чтобы 
между  любыми  двумя  точками  С и D существовала  точка  на 
любомъ  разстояніи,  меньшемъ  CD,  отъ  любой  изъ  нихъ.  Но 
оказывается  достаточнымъ  принять,  что  а)  между  любыми  двумя, 
точками  А и В имѣется  точка , одинаково  отъ  нихъ  удаленная 
( середина  ЛВ),  и б)  въ  пространствѣ  имѣются  двѣ  точки  С и 
D,  между  которыми  имѣется  точка  на  любомъ  разстояніи , мень- 
шемъ CD  отъ  каждой  изъ  нихъ. 

Чтобы  это  доказать,  замѣтимъ  прежде  всего,  что  вся  глава 
VIII  остается  при  этомъ  въ  силѣ.  При  доказательствѣ  относя- 
щихся сюда  теоремъ  приходится  прибѣгнуть  къ  постулату  I 
только  одинъ  разъ  (при  док.  теор.  4,  вводя  точку  Е ).  Но  здѣсь 
достаточно  воспользоваться  постулатомъ  а).  Итакъ,  теоремы 
о расположеніи  точекъ  на  прямолинейномъ  образѣ  остаются 
въ  силѣ.  Отсюда  слѣдуетъ,  что  при  постулатѣ  а)  между  лю- 
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быми  двумя  точками  Ап  В имѣются  точки,  сколь  угодно  мало 
удаленныя  отъ  каждой  изъ  нихъ.  Чтобы  это  доказать,  достаточ- 
но взять  середину  В ' отрѣзка  АВ , середину  В " отрѣзка  А В' 
и т.  д.  Далѣе  не  трудно  видѣть,  что  остаются  въ  силѣ  и всѣ 
теоремы  гл.  XI,  кромѣ  теоремъ  4 и 131 *).  Пусть  теперь  С и D 
будутъ  тѣ  двѣ  точки,  между  которыми  имѣется  точка  на  лю- 
бомъ разстояніи,  меньшемъ  CD.  Пусть  Е будетъ  середина  CD, 
F середина  СЕ.  Пусть  Н будетъ  произвольная  точка,  не  при- 
надлежащая прямой  СО  (существованіе  такой  точки  слѣду 
етъ  изъ  постулата  VIII).  Какъ  мы  видѣли  выше,  между  Н и F 
найдется  точка  С,  отстоящая  отъ  F на  разстояніе  GF^/fiE 
(т.  е.  меньшемъ  FC  и FE ) Пусть  С будетъ  точка  на  отрѣзкѣ 
DC,  отстоящая  отъ  F на  разстояніе  CrD,  и Е ' такая  же  точка 
на  отрѣзкѣ  FE.  Вращеніемъ  вокругъ  точки  F и середины 
отрѣзка  GE'  точка  Е ' можетъ  быть  приведена  въ  точку  S 
(пост.  VI),  а вращеніемъ  £"  вокругъ  точки  F и середины  от- 
рѣзка GCf  точка  G можетъ  быть  приведена  въ  точку  С.  Дви- 
женіе SS ' (пост.  V)  приводитъ  поэтому  точку  Е ' въ  точку  С. 
Легко  показать,  что  точка  D перейдетъ  при  этомъ  въ  точку 
Df  по  другую  сторону  точки  F на  прямой  СО  и разстояніе  DDr 
будетъ  равно  3/2  CD.  Вмѣстѣ  съ  тѣмъ,  между  точками  D и D' 
будутъ  промежуточныя  точки  на  любыхъ  разстояніяхъ,  мень- 
шихъ DD'.  Продолжая  то  же  разсужденіе,  мы  покажемъ,  что  на 
прямой  СО  имѣются  точки  на  разстояніи,  сколь  угодно  боль- 
шемъ другъ  отъ  друга,  между  которыми  имѣется  промежуточ- 
ная точка  на  любомъ  разстояніи.  Можно  также  легко  показать, 
что  крайнія  точки  такого  непрерывнаго  отрѣзка  могутъ  быть 
выбраны  по  обѣ  стороны  точекъ  С и D,  на  сколь  угодно  боль- 
шихъ разстояніяхъ  отъ  нихъ  Это  сводится  къ  тому,  что  лю- 
быя двѣ  точки  прямой  CD  также  удовлетворяютъ  требованію, 
выраженному  въ  постулатѣ  б).  Выбравъ  на  этой  прямой  точку 
J такъ,  чтобы  JD— #F,  мы  совмѣстимъ  точку  J съ  точкой  Н 
вращеніемъ  вокругъ  точки  F и середины  JH.  Вслѣдствіе  этого 
точки  F и Н также  удовлетворяютъ  постулату  б),  а потому 
прямая  FH  находится  въ  этомъ  отношеніи  въ  тѣхъ  же  усло- 
віяхъ, какъ  и прямая  CD.  Выбравъ  поэтому  точку  К внѣ  пря- 


1)  Самое  опредѣленіе  1 гл.  IX  непрерывнаго  прямолинейнаго  обраяа 

было  дано  для  пространства  предполагая  полный  объемъ  постулата  I. 
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мой  ШГ,  мы  такимъ  же  образомъ  докажемъ,  что  въ  тѣхъ  же 
условіяхъ  находится  прямая  НК.  Такъ  какъ  точки  Н и К вы- 
браны совершенно  произвольно,  то  отсюда  слѣдуетъ,  что  изъ 
допущеній  а)  и б),  при  наличности  остальныхъ  постулатовъ, 
вытекаетъ  постулатъ  I во  всемъ  его  объемѣ. 

Замѣтимъ,  что  постулаты  а)  и б)  независимы  другъ  отъ 
друга  и отъ  постулатовъ  II — X.  Дѣйствительно,  пространство 
А3  удовлетворяетъ  постулатамъ  а)  и II — X,  но  не  удовлетво- 
ряетъ требованію  постулата  б).  Напротивъ,  пространство,  ко- 
торое мы  сейчасъ  опишемъ,  удовлетворяетъ  требованіямъ  б) 
и II — X,  но  не  удовлетворяетъ  требованію  а). 

Пространство  это  состоитъ  изъ  точекъ  двухъ  категорій. 
Первую  категорію  образуютъ  точки  Ах , А 2,  Аг . . . А (w>6),  а 
вторую  образуетъ,  такъ  сказать,  отрѣзокъ  плоскаго  пространства 
одного  измѣренія,  содержащійся  между  точками  (- а ) и ( — а), 
кромѣ  его  середины.  Иными  словами,  вторую  категорію  точекъ 
образуетъ  совокупность  значеній  вещественнаго  перемѣннаго  X, 
содержащихся  между  (-(- л)  и ( — а)  и отличныхъ  отъ  нуля. 
Точки  этой  группы  мы  будемъ  обозначать  буквой  С съ  различ- 
ными индексами  Сѵ  Сг  С3  . . а соотвѣтствующей  строчной 
буквой  (ct  с2 . . .)  будемъ  выражать  обозначаемое  ею  значеніе 
перемѣннаго  X1). 

Разстоянія  въ  этомъ  пространствѣ  мы  распредѣлимъ  слѣ- 
дующимъ образомъ. 

Разстояніе  между  любыми  двумя  точками  А£  и Aj  будемъ 
считать  равнымъ  ариѳметическому  числу  1>2а.  Разстояніе  между 
двумя  точками  второй  группы  Сх  и С2  будемъ,  какъ  и въ  плоскомъ 
одномѣрномъ  пространствѣ,  выражать  числомъ  |ct— с2|. 

Разстояніе  между  точкой  А{  первой  группы  и точкой  С 
второй  группы  будемъ  выражать  числомъ  | /с2-)-/*2,  гдѣ  й ариѳ- 
метическое число,  большее,  нежели  I. 

Переходя  теперь  къ  движеніямъ  въ  нашемъ  пространствѣ, 
обозначимъ  черезъ  а произвольную  перестановку  элементовъ  Аі 
четнаго  порядка,  а черезъ  т произвольную  перестановку  тѣхъ 


*)  Для  наглядности  можемъ  себѣ  представлять  это  пространство  такъ: 
въ  евклидовомъ  пространствѣ  взятъ  отрѣзокъ,  длиною  2 а и въ  плоскости, 
перпендикулярной  къ  нему  въ  его  серединѣ,  взято  п точекъ  А2% . . . Аи. 
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же  элементовъ  нечетнаго  порядка.  Далѣе  черезъ  q обозначимъ 
вреобразованіе  элементовъ  С,  выражаемое  уравненіемъ 

xf=  —X. 

Совокупность  движеній  въ  нашемъ  пространствѣ  соста- 
вимъ изъ  всевозможныхъ  преобразованій  вида  а и tq,  т.  е.  все 
возможныхъ  перестановокъ  элементовъ  Аі  четнаго  порядка  и 
всевозможныхъ  перестановокъ  тѣхъ  же  элементовъ  нечетнаго 
порядка,  сопровождаемыхъ  преобразованіемъ  q. 

Покажемъ,  что  это  пространство  удовлетворяетъ  всѣмъ 
постулатамъ  И— X. 

Прежде  всего  ясно,  что  въ  нашемъ  пространствѣ  три  точки 
первой  группы  Аі,  А,-,  Ак  никогда  не  имѣютъ  прямолинейнаго 
расположенія.  Далѣе,  ни  одна  изъ  точекъ  Аі  не  расположена 
прямолинейно  относительно  двухъ  точекъ  Ct  и С2  второй  группы. 
Въ  самомъ  дѣлѣ,  если  въ  пространствѣ  Е6  возьмемъ  на  оси 
X—  овъ  точки  С\  и С'2,  для  которыхъ  £ct=ct  и х2—с2,  и,  далѣе, 
точку  .4',  выберемъ  на  плоскости  Х=0  на  разстояніи  h отъ 
начала,  то  разстоянія  А/С\,  А/С'2  и С\С'2  въ  пространствѣ  -Е$ 
будутъ  равны  разстояніямъ  Afit,  А,С2)  СгС2  въ  изслѣдуемомъ 
пространствѣ  • и такъ  какъ  соотвѣтствующія  точки  въ  про- 
странствѣ Ег  не  расположены  прямолинейно,  то  не  могутъ 
имѣть  прямолинейнаго  расположенія  и точки  Аі,  Сѵ  С2. 

Такимъ  же  образомъ  ни  одна  точка  С не  можетъ  быть 
расположена  прямолинейно  относительно  двухъ  точекъ  А{  и Ау 
Такъ  какъ  Afi—Aju,  то  точка  С могла  бы  быть  расположена  пря- 
молинейно относительно  точекъ  Аі  и Aj  лишь  въ  томъ  случаѣ,  если 
бы  АіС—  А %1 ; но  это  не  такъ,  ибо  АіС=і/ с2- \-h2,  гдѣ  К>1. 

Слѣдовательно,  въ  нашемъ  пространствѣ  точки,  имѣющія 
прямолинейное  . расположеніе,  могутъ  принадлежать  исключи- 
тельно второй  группѣ.  Но  всѣ  точки  второй  группы  образуютъ 
прямолинейный  образъ : какъ  мы  сказали,  онѣ  составляютъ  какъ 
бы  отрѣзокъ  въ  одномѣрномъ  плоскомъ  пространствѣ  (см.  до- 
казательство предл.  1 гл.  VI). 

Итакъ , въ  нашемъ  пространствѣ  существуютъ  точки , 
имѣющія  прямолинейное  расположеніе  *,  существуютъ  даже  такія 
точки,  между  которыми  имѣется  промежуточная  точка  на  лю- 
бомъ разстояніи  отъ  каждой  изъ  нихъ.  Постулатъ  II  при  этомъ 
справедливъ. 
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Чтобы  убѣдиться,  что  постулатъ  III  также  справедливъ, 
замѣтимъ,  что  всякое  движеніе  приводитъ  двѣ  точки  Л,  и А,  въ 
двѣ  точки  ЛЛ)  Ад\  слѣдовательно,  разстояніе  не  мѣняется.  Далѣе, 
двѣ  точки  А{  и С(с)  переходятъ  либо  въ  точки  Лу  и С(с),  либо 
въ  точки  Aj  и С'(— с)*,  разстояніе  сохраняется.  Наконецъ,  двѣ 
точки  (^(д)  и C2(cJ  переходятъ  въ  точки  С'А(— сх)  и С'а(— с2). 
Разстояніе  и здѣсь  сохраняется. 

Такъ  какъ  въ  нашемъ  пространствѣ  имѣютъ  мѣсто  исклю- 
чительно совершенныя  движенія,  то  постулатъ  IV  также  спра- 
ведливъ. 

Легко  убѣдиться,  что  преобразованія,  которыми  опредѣ- 
ляются движенія,  образуютъ  группу,  а потому  постулатъ  V 
также  справедливъ. 

Обращаемся  теперь  къ  постулату  VI.  Если  мы  выдѣлимъ 
двѣ  точки  Ах  и Лу,  то  условію 

А~Х^А~У  и Ajt=Jj Y (1) 

удовлетворяютъ  любыя  двѣ  точки  Лд  и Л*,  отличныя  отъ  Л,  и 
Aj.  Движеніе  (ЛдЛ*)0  оставляетъ  точки  Аі  и Aj  въ  покоѣ  и 
замѣщаетъ  точки  Л*  и Л*  другъ  другомъ. 

Далѣе  легко  видѣть,  что  если  за  X принять  точку  Л*,  а 
за  У точку  С второй  категоріи,  то  условіямъ  (1)  удовлетворить 
нельзя,  ибо  Л,Л*=/,  а Afi>  I. 

Если  же  за  X примемъ  точку  С (ct ),  то  уравненіямъ  (1) 
можно  удовлетворить  только,  принимая  за  Y точку  С'(— г с,). 
Пусть  Ah  и Ад  будутъ  двѣ  точки,  отличныя  отъ  Аі  и Aj.  Дви- 
женіе (Лд.Л^ф  оставляетъ  точки  Л,  и Лу  въ  покоѣ  и совмѣщаетъ 
точку  С съ  точкой  С \ 

Выдѣлимъ  теперь  одну  изъ  точекъ  первой  группы  Л,-  и 
произвольную  точку  второй  группы  С и посмотримъ,  можно  ли 
удовлетворить  уравненіямъ 

A~X=A~Y,  CX—CY.  (2) 

Если  за  X принять  какую  либо  точку  Л*,  то,  чтобы 
удовлетворить  этимъ  уравненіямъ,  необходимо  и достаточно 
принять  за  У точку  первой  группы  Ад.  Такъ  какъ  въ  первой 
группѣ  имѣется  больше  6 точекъ,  то  выберемъ  двѣ  точки  Ак  и 
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Л{,  отличныя  отъ  А{,  Ад , Аъ\  движеніе  (AhAt)  оставля- 

етъ въ  покоѣ  точки  Аі  и С и совмѣщаетъ  точку  Аь  съ  точкой  Ад. 

Если  же  за  X въ  уравненіяхъ  (2)  примемъ  одну  изъ  точекъ 
второй  группы  CjfCj),  то  первому  уравненію  можно  удовлетво- 
рить только,  принявъ  за  Y точку  С/(—  с^.  Эти  точки  удовле- 
творяли бы  второму  изъ  этихъ  уравненій  только  въ  томъ  случаѣ, 
если  бы  число  с,  опредѣляющее  точку  С,  было  равно  О.  Но  такой 
точки  въ  нашемъ  пространствѣ  нѣтъ. 

Если,  наконецъ,  выдѣлимъ  двѣ  точки  второй  группы  Ct  и 
С2,  то  уравненіямъ 

c^x=,~cj  и Цх=с£г 

можно  удовлетворить  только,  выбирая  за  X и Y двѣ  точки  пер- 
вой группы  Аі  и Ау\  дѣйствительно,  если  бы  принять  за  X точку 
Аі,  а за  Y точку  С,  то  равенство  СІАІ—СІС  невозможно,  ибо 
С2А^Ж>1>'1а,  а С1С^2а.  Если  Ah  и Ад  суть  двѣ  точки,  от- 
личныя отъ  Аі  и А,,  то  движеніе  ^Ai,Aj\Ag,Ah')  производитъ 
требуемое  совмѣщеніе. 

Такимъ  образомъ  постулатъ  VI  въ  нашемъ  пространствѣ 
справедливъ. 

Легко,  конечно,  видѣть,  что  справедливъ  и постулатъ  VII, 
ибо  геометрическое  мѣсто  точекъ,  равно  отстоящихъ  отъ  двухъ 
точекъ  и CftC — ct),  содержитъ  всѣ  точки  первой  группы, 

образующія  плоскость.  Точно  также  и геометрическое  мѣсто  то- 
чекъ, равно  удаленныхъ  отъ  двухъ  точекъ  Аі  и Aj,  есть  пло- 
скость, состоящая  изъ  всѣхъ  остальныхъ  точекъ  нашего  про- 
странства. 

Въ  плоскости,  состоящей  изъ  всѣхъ  точекъ  первой  группы, 
любыя  двѣ  точки  расположены  по  одну  сторону  любыхъ  двухъ 
другихъ  точекъ.  Поэтому  постулатъ  VIII  (въ  упрощенномъ  его 
видѣ  справедливъ). 

Наконецъ,  легко  убѣдиться,  что  требованіямъ  постулатовъ 
IX  и X также  удовлетворяетъ  плоскость,  состоящая  изъ  всѣхъ 
точекъ  первой  категоріи. 


Итакъ,  въ  сокращенномъ  видѣ  наши  постулаты  могутъ 
быть  Формулированы  такъ  : 

I а).  Между  любыми  двумя  точками  имѣется  точка , одина- 
ково отз  них з удаленная. 
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I б).  Въ  пространствѣ  имѣются  двѣ  точки  С и D,  между 
которыми  существуетъ  точка  на  любомъ  разстояніи , меньшемъ 
CD  отъ  каждой  изъ  нихъ. 

II.  Если  двѣ  точки  въ  пространствѣ  расположены  каждая 
прямолинейно  относительно  двухъ  другихъ  точекъ , то  онѣ  обра- 
зуютъ съ  послѣдними  прямолинейный  образъ. 

III.  Если  нѣкоторое  движеніе  приводитъ  двѣ  различныя 
точки  М и N въ  совмѣщеніе  съ  двумя  различными  же  точками  про- 
странства М'  и N\  то  разстоянія  MN  и MW  равны. 

IV.  Никакое  движеніе  не  совмѣщаетъ  всѣхъ  точекъ  про- 
странства съ  одной  и той  же  точкой. 

V.  Каковы  бы  ни  были  движенія  S и S' , въ  пространствѣ 
имѣется  движеніе  SSr,  замѣняющее  послѣдовательное  производ- 
ство ихъ. 

VI.  Вращеніемъ  вокругъ  двухъ  точекъ  А и В всякая  третья 
точка  С можетъ  бытъ  приведена  въ  совмѣщеніе  съ  любой  точкой 
С\  колъ  скоро 

~АС^АС’  и БС'=БС». 

VII.  Въ  пространствѣ  существуетъ  плоскость. 

VIII.  Въ  пространствѣ  имѣется  плоскость , обладающая 
слѣдующимъ  свойствомъ : если  двѣ  пары  точекъ  А, В и В, С распо- 
ложены въ  этой  плоскости  по  одну  сторону  двухъ  другихъ  то- 
чекъ Р и Q,  то  точки  А и С также  расположены  по  одну  сто- 
рону точекъ  Р и Q. 

IX.  Въ  пространствѣ  существуетъ  кругъ , въ  предѣлахъ  ко- 
тораго каждымъ  тремъ  точкамъ,  не  имѣющимъ  прямолинейнаго  рас- 
положенія, отвѣчаетъ  нѣкоторая  точка  пространства,  одинаково 
отъ  нихъ  удаленная. 

X.  Въ  пространствѣ  сугцествуетъ  плоскость , при  неподвиж- 
ности которой  необходимо  остается  въ  покоѣ  еще  одна  точка 
пространства  *). 


*)  Въ  этомъ  сокращенномъ  видѣ  постулатами  удобнѣе  воспользоваться 
для  доказательства  ихъ  независимости  и независимости  опредѣленій.  Такъ, 
напримѣръ,  намъ  не  пришлось  бы  прибѣгать  къ  пространству,  въ  которомъ 
имѣются  несовершенныя  движенія  (стр.  766—7703'  въ  виду  измѣненной  редакціи 
постулата  VIII  для  той  же  цѣли  можетъ  служить  послѣднее  описанное  нами 
пространство  (стр.  788 — 791).  Для  доказательства  независимости  опредѣленія 
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Гл.  LVIII. 


Мы  не  имѣемъ,  конечно,  никакой  возможности  утверждать, 
что  мы  достигли  минимума.  Напротивъ,  мы  и сейчасъ  могли 
бы  произвести  еще  нѣкоторыя  дальнѣйшія  сокращенія.  Но,  съ 
одной  стороны,  эти  сокращенія  отражаются  весьма  мало  на 
геометрической  системѣ  • съ  другой  стороны,  мы  не  имѣемъ 
рѣшительно  никакихъ  критеріевъ  для  сужденія  о томъ,  каковъ 
абсолютный  минимумъ  допущенія,  который  долженъ  быть  со- 
храненъ въ  каждомъ  постулатѣ  и о томъ,  существуетъ  ли  во- 
обще такой  минимумъ.  Съ  этимъ  вопросомъ  приходилось,  ко- 
нечно, сталкиваться  каждому,  работавшему  въ  этомъ  направ- 
леніи. Въ  журналѣ  < Jahre-bericlit  der  deutscher  Mathematiker- 
Vereinigung>  за  1904  г.  проФ.  Валенъ  сообщаетъ  о томъ,  что  онъ 
готовитъ  трудъ,  преслѣдующій  тѣ  же  задачи,  что  и настоя- 
щее сочиненіе.  Говоря  о постулатахъ,  г.  Валенъ  замѣчаетъ,  что 
онъ  старался  ихъ  Формулировать  такъ,  чтобы  они,  по  возмож- 
ности, не  могли  быть  только  частью  справедливы.  Мы  сомнѣ 
ваемся,  однако,  чтобы  такую  задачу  можно  было  выполнить. 
Постулатъ,  который  по  существу  своему,  повидимому,  не  до- 
пускаетъ сокращенія,  открываетъ  широкое  поле  для  такого 
сокращеніи  при  нѣсколько  иной  Формулировкѣ  того  же  содер- 
жанія. 

Вопросъ  о томъ,  что  можно  или  слѣдуетъ  признать  за 
минимумъ  допущенія,  еще  не  обсуждался  въ  литературѣ.  Мы 
здѣсь  вновь  стоимъ  на  границѣ  геометріи  и логики,  и послѣдней 
наукѣ  предстоитъ,  повидимому,  пролить  свѣтъ  на  этотъ  вопросъ. 


термина  «движеніе  оставляетъ  точку  въ  покоѣ»,  можно  было  условить  подъ 
этимъ  терминомъ,  что  движеніе  совмѣщаетъ  эту  точку  не  съ  самою  собой, 
а съ  нѣкоторой  другой  точкой;  вслѣдствіе  этого  терминъ  «вращеніе»  полу- 
чилъ бы  то-же  значеніе,  которое  мы  ему  приписали,  когда  доказывали  его 
независимость.  Постулаты  VI  и X остались  бы  въ  силѣ,  а объ  остальныхъ 
и говорить  нечего. 


> 


794 


ПРЕДИСЛОВІЕ. 


Настоящее  сочиненіе  имѣетъ  цѣлью  обоснованіе  евклидо- 
вой геометріи.  Сущность  и предѣлы  задачи  выясняются  въ  са- 
момъ сочиненіи  и въ  особенности  въ  заключительной  его  гла- 
вѣ. Здѣсь  мы  ограничимся  лишь  слѣдующимъ  краткимъ  ука- 
заніемъ. 

Задача  объ  обоснованіи  геометріи  заключается  въ  томъ, 
чтобы  дать  рядъ  независящихъ  другъ  отъ  друга  опредѣленій  и 
постулатовъ,  исходя  изъ  которыхъ  можно  было  бы  Формально 
развить  всю  геометрію. 

Сообразно  этому  настоящее  сочиненіе  распадается  на  двѣ 
части.  Одну  часть  составляетъ  построеніе  самой  геометриче- 
ской системы,  другую  доказательство  независимости  основныхъ 
посылокъ.  Но  эти  двѣ  части  не  отдѣлены  одна  отъ  другой, 
а развиваются  параллельно.  Вводя  каждый  постулатъ,  мы  дока- 
зываемъ его  независимость  отъ  предыдущихъ,  а въ  заключи- 
тельной главѣ  даемъ  доказательство  полной  независимости  по- 
сылокъ. Это  доказательство  требуетъ  построенія  опредѣлен- 
ныхъ аналитическихъ  системъ,  такъ  называемыхъ  с анали- 
тическихъ пространстве*  \ вслѣдствіе  этого  приходится  иногда 
посвящать  цѣлыя  главы  аналитическимъ  соображеніямъ.  Чтобы 
все  таки  выдѣлить  эту  аналитическую  часть, заголовки  «о  п р е- 
дѣленіе»  и «предложеніе»,  относящіеся  къ  аналитиче- 
ской части,  набраны  обыкновеннымъ  шрифтомъ, — въ  изложеніи 
же  самой  геометрической  системы  заголовки  «опредѣленіе»  и 
«теорема»  отмѣчены  жирнымъ  шрифтомъ.  Такимъ  образомъ  то, 
что  отмѣчено  жирными  заголовками,  составляетъ  изложеніе 
геометрической  системы  *,  она  не  нарушается,  если  опустить 
все  остальное. 


795 


Мы  считаемъ  излишнимъ  говорить  здѣсь  о сомомъ  харак- 
терѣ изложенія,  онъ  выясняется  при  чтеніи  самаго  сочиненія. 
Мы  сдѣлаемъ  только  два  замѣчанія. 

Во  первыхъ,  чтобы  выяснить  лучше  постановку  вопроса 
и преемственную  связь  идей  къ  сочиненію  будетъ  приложенъ 
историческій  очеркъ  развитія  ученія  объ  основаніяхъ  геометріи. 
Очеркъ  этотъ  выдѣленъ  въ  отдѣльное  приложеніе  исключитель- 
но вслѣдствіе  большихъ  размѣровъ  самаго  сочиненія  *,  это  прило- 
женіе цѣлесообразно  прочесть  раньше,  чѣмъ  приступить  къ  чте- 
нію самаго  сочиненія. 

Во  вторыхъ,  мы  хотѣли-бы  сказать  нѣсколько  словъ  о 
тѣхъ  причинахъ,  вслѣдствіе  которыхъ  настоящее  сочиненіе  по- 
лучило такіе  большіе  размѣры. 

Въ  теченіе  послѣдняго  десятилѣтія  появилось  не  мало  мо- 
нографій, имѣющихъ  своей  задачей  не  разрѣшеніе  отдѣльныхъ 
вопросовъ,  относящихся  къ  основаніямъ  геометріи,  а самое  обос- 
нованіе геометріи  во  всемъ  ея  объемѣ.  Каждая  изъ  этихъ  мо- 
нографій устанавливаетъ  основныя  опредѣленія  и посылки  и 
затѣмъ  намѣчаетъ  планъ,  слѣдуя  которому,  по  мнѣнію  автора, 
возможно  доказать  независимость  этихъ  посылокъ  и построить 
на  нихъ  геометрію.  Нѣкоторыя  изъ  этихъ  работъ,  какъ  указа- 
но въ  историческомъ  очеркѣ,  имѣли  рѣшающее  значеніе  для 
трактуемаго  ими  вопроса.  Однако,  при  попыткѣ  воспроизвести 
намѣченныя  авторами  доказательства,  часто  обнаруживались 
совершенно  непреодолимыя  затрудненія,  требовавшія  переработки 
всей  системы;  а переработанная  система  вновь  излагалась  столь 
же  отрывочно  и вызывала  тѣ  же  сомнѣнія. 

Единственный  выходъ  изъ  такого  положенія  вещей,  на 
нашъ  взглядъ,  заключается  въ  томъ,  чтобы  выполнить  весь 
этотъ  трудъ  до  конца,  чтобы  дѣйствительно  доказать  каждое 
высказанное  утвержденіе.  Иными  словами,  нужно  дать  не  планъ 
работы,  а самую  работу.  Настоящее  сочиненіе  и представляетъ 
собой  попытку  выполнить  эту  задачу.  Мы  рѣшили  поэтому  до- 
водить каждое  доказательство  до  элементовъ,  опуская  иногда 
только  такія  детали,  которыя  дѣйствительно  не  могутъ  пред- 
ставить затрудненія  ни  для  кого.  Это  потребовало  много  про- 
странныхъ и подчасъ  очень  кр  опотливыхъ  разсужденій,  но  мы 
не  видимъ  иного  пути  къ  дѣйствительному  выясненію  вопроса 
о возможности  Формальнаго  обоснованія  геометріи. 
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Что  касается  системы  изложенія,  то  мы  старались  исчер- 
пать каждый  постулатъ  раньше,  чѣмъ  вводить  новый ; иными 
словами,  введя,  скажемъ,  первыя  два  постулата,  мы  старались 
изложить  весь  тотъ  матеріалъ,  который  можно  изъ  нихъ  полу- 
чить, не  прибѣгая  къ  послѣдующимъ  постулатамъ.  Остаться, 
однако,  вѣрнымъ  этому  принципу  безусловно  въ  томъ  смы- 
слѣ, чтобы  послѣ  новаго  постулата  не  излагать  ни  одной  та- 
кой теоремы,  которая  отъ  него  не  зависитъ,  т.  е.  которая  мо- 
гла бы  быть  доказана  раньше,— мы  не  были  въ  состояніи  Съ 
одной  стороны,  это  требовало  такого  нарушенія  единства  изло- 
женія, это  такъ  невыгодно  отразилось  бы  на  логической  послѣ- 
довательности излагаемаго  матеріала,  что  врядъ-ли  это  можно  бы- 
ло бы  признать  цѣлесообразнымъ.  Вслѣдствіе  этого  мы  помѣ- 
щали иногда  ту  или  другую  теорему  послѣ  постулата,  къ  кото- 
рому она  не  апеллируетъ,  руководясь  логической  послѣдователь- 
ностью матеріала.  Съ  другой  стороны,  точно  установить,  зави- 
ситъ ли  каждое  отдѣльное  предложеніе  отъ  той  или  иной  сово- 
купности посылокъ,  задача  очень  трудная-,  врядъ  ли  она  въ 
настоящее  время  близка  къ  разрѣшенію. 
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с Маріи  Федоробнгь 

Жаганъ. 


дорогая  сестра  ! 

благодаря  тбоей  са  ггостберфеп  ной  под* 
дерфбгь,  ліатеріальной  и нрабстбенной , бъ 
трудные  годи  моей  юности , я илііъю  бозлюф* 
ноетъ  заниматься  наубей.  Шри  ми , родная  , 
этотъ  трудъ,  бабъ  бырафеніе  моей  глу бабой 
благодарности,  любби  и убафенія  бъ  тсбіъ. 

Мторъ< 
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Ildv  x 6 iv  Yev^aet  ^epdjievov  duo  xoo  dxeXoG?  ete  xd 
xdXsiov  TCp^stcjiv.  duo  ataftyjaeioc  ot>v  ete  Xo*fta|x6v  xal  du6  xouxou 
ітиі  vouv  ^3  (лехбфаоіс  ^votxo  efefowc. 

Procli  Diadochi  in  prinium  Euclidis  elemen- 
torum  librum  commentarii. 

Ed.  G.  Friedlein.  Leipzig.  1873.  p.  64—65. 


Die  oberste  Theilung  aller  Wissenscliaften  ist  die  in  reale 
und  formale,  von  denen  die  ersteren  das  Sein,  als  das  dem 
Denken  selbstandig  gegeniibertretende,  im  Denken  abbilden,  und 
ihre  Wahrheit  haben  in  der  Uebereinstimmung  des  Denkens 
mit  jenem  Sein  •,  die  lezteren  hingegen  das  durch  das  Denken 
selbst  gesetzte  zum  Gegenstande  haben,  und  ihre  Wahrheit  haben 
in  der  Uebereinstimmung  der  Denkprocesse  unter  sich. 

H.  Grassman.  Die  lineale  Ausdehnungslehre. 

Einleitung.  A,  1.  1844. 


* 
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Все,  что  пребываетъ  въ  стадіи  созиданія  переходитъ  отъ 
несовершеннаго  состоянія  къ  совершенному ; зарождаясь  путемъ 
чувственнаго  воспріятія,  оно  постепенно  становится  предметомъ 
нашего  разсужденія  и,  наконецъ,  дѣлается  достояніемъ  чистаго 
разума. 

Комментаріи  къ  I книгѣ  Евклида 
Прокла  Діадоха. 


Всѣ  науки  въ  высшемъ  своемъ  подраздѣленіи  распадают- 
ся на  реальныя  и Формальныя.  Первыя  отражаютъ  въ  нашемъ 
мышленіи  бытіе,  являющееся  нашему  сознанію  независимо  отъ 
него*,  истинность  этихъ  наукъ  покоится  на  соотвѣтствіи  между 
этимъ  бытіемъ  и нашимъ  мышленіемъ.  Вторыя  имѣютъ  сво- 
имъ предметомъ  то,  что  предложено  самой  человѣческой  мыслью, 
и истинность  ихъ  заключается  во  взаимномъ  согласіи  процес- 
совъ нашего  мышленія. 


Грассманз.  Ученіе  о линейномъ  протяженіи. 
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D’autres^ypotl^ses)  ne  sont  des  hypotheses  qu’en  apparence 
et  se  ^duisent  к des  d£finitions  ou  a des  conventions  d£guis£es. 

Ces  dernteres  se  rencontrent  surtout  dans  les  matt^matiques 
et  dans  les  sciences  qui  у touchent.  C’est  justement  de  1 к que 
ces  sciences  tirent  leur  rigueur;  ces  conventions  sont  l’oeuvre  de  la 
libre  activitd  de  notre  esprit,  qui,  dans  ce  domaine,  ne  reconnait 
pas  d’obstacle.  L&,  notre  esprit  peut  affirmer  parce  qu’il  dёcrёte; 
mais  entendons- nous;  ces  dёcrets  s’imposent  к notre  science,  qui, 
sans  eux,  serait  impossible;  ils  ne  s’imposent  pas  a la  nature. 
Ces  dёcrets,  pourtant,  sont  ils  arbitraires?  Non,  sans  cela  ils 
seraient  эіёгііеэ.  Ь’ехрёгіепсе  nous  laisse  notre  libre  choix,  mais  elle 
le  guide  en  nous  aidant  a discerner  le  chemin  le  plus  commode. 

H.  Роіпсагё.  La  Science  et  Phypothtee.  P.  2—3. 

Paris.  1903. 
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Другія  гипотезы  только  кажутся  таковыми,  а въ  дѣйстви- 
тельности сводятся  къ  опредѣленіямъ  и чистымъ  соглашеніямъ. 

Гипотезы  послѣдняго  рода  встрѣчаются  особенно  часто  въ 
математикѣ  и въ  смежныхъ  съ  нею  дисциплинахъ.  Именно  отсюда 
и проистекаетъ  строгая  точность  этихъ  наукъ;  эти  соглашенія 
представляютъ  собой  продуктъ  свободнаго  творчества  нашего 
духа,  который  въ  этой  области  не  знаетъ  преградъ.  Въ  этой 
области  духъ  нашъ  можетъ  настойчиво  проявить  свою  силу,  ибо 
здѣсь  онъ  повелѣваетъ.  Но  повелѣнія  его  обязательны  только 
для  нашей  науки,  которая  безъ  нихъ  была  бы  невозможна, 
но  не  для  природы.  Спросимъ  себя,  однако,  произвольны  ли  эти 
повелѣнія  или  нѣтъ  ? Конечно,  нѣтъ,  ибо  иначе  они  были  бы 
безплодны.  Опытъ  предоставляетъ  намъ  свободный  выборъ 
посылокъ,  но  онъ  нами  руководитъ,  помогая  намъ  избрать 
наиболѣе  удобный  путь. 

Г.  Пуанкарэ.  «Наука  и гипотеза». 
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ординарнаго  профессора  Императорскаго  Новороссійскаго  Универси- 
тета Q.  Е.  Казанскаго  о диссертаціи  А.  Г.  Тимофеева: 

«Исторія  тѣлесныхъ  наказаній  въ  русскомъ  правѣ,  2-е  изданіе,  пере- 
работанное и дополненное».  (Свб- 1904  г.,  320  стр,). 


Ученые  труды  прив. -доцента  Г.  А.  Тимофеева 

Г.  ТимоФеевъ  далеко  уже  не  начинающій  работникъ  на 
цоприщѣ  науки  права.  Ему,  кромѣ  разбираемаго  изслѣдованія, 
принадлежитъ  цѣлый  рядъ  отдѣльно  изданныхъ  трудовъ  и ста- 
тей въ  юридическихъ  и общихъ  повременныхъ  изданіяхъ  и 
сборникахъ,  Такъ  мнѣ  извѣстны  слѣдующія  его  книги  : 

1)  Исторія  тѣлесныхъ  наказаній.  I изд.  1897,  2 изд.  1904 
(Ссылки  на  страницы  безъ  указанія  работы  относятся  именно 
къ  этому  изд  ).  2)  Рѣчи  сторонъ  въ  уголовномъ  процессѣ.  1897, 
3)  Очерки  по  исторіи  краснорѣчія.  1899.  4)  Судебное  красно- 
рѣчіе въ  Россіи.  1900.  5)  Исторія  С.-Петербургскаго  Коммер- 
ческаго училища.  2 т.  1901  и 1902.  6)  Исторія  С -Петербург- 
ской биржи.  1903.  7)  Записки  по  законовѣдѣнію.  1902,  1904, 
1905.  8)  Редакція  перевода  сборника  Соціальная  мораль.  1900. 

Изъ  статей  г.  Тимофеева  могу  указать  слѣдующія : въ 
1892  г.  въ  Bulletin  des  prisons : Объ  уголовномъ  кабинетѣ  при 
С.-Петербургскомъ  университетѣ.  Въ  томъ  же  году  въ  Юриди- 
ческомъ Вѣстникѣ:  1)  Англійскія  уголовныя  тюрьмы.' 2)  Испра- 
вительныя и ремесленныя  школы  въ  Англіи  и 3)  Преступность 
въ  Италіи  въ  1879 — 88  гг. 
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Въ  1893  г. : 1)  Тюремныя  работы  въ  Соед.-Штатахъ  и 
2)  Патронатъ  совершеннолѣтнихъ.  Обѣ  въ  Тюремномъ  Вѣстникѣ. 

Въ  1894  г.:  1)  Кабинетъ  уголовнаго  права.  Ж.  Ю.  Об — ва. 
2)  Патронатъ  несовершеннолѣтнихъ.  Тюремный  Вѣсти.  3)  Нака- 
заніе. Ж.  Ю.  Об — ва.  4)  Условное  осужденіе.  Сѣв.  Вѣстникъ. 
5)  Рабочія  колоніи.  Ж.  Ю.  Об — ва. 

Въ  1895  г.:  1)  Молодые  преступники.  Ж.  Ю.  Об — ва,  5. 

2)  IV  Съѣздъ  представителей  исправительныхъ  заведеній.  Ж. 
М.  Ю.  3)  Кабинетъ  уголовнаго  права.  Ж.  М.  Ю.  4)  2 доклада 
въ  пенитенціарной  коммиссіи  Юридическаго  Общества  для  Между- 
народнаго Тюремнаго  конгресса. 

Въ  1896  г.  : 1)  Хроника  уголовнаго^  законодательства  за 
1895  (а  впослѣдствіи  и за  1896,  1897, 1898  гг.  послѣдовательно) 
Ж Ю.  Об— ва.  2)  Условное  освобожденіе.  Ж.  Ю.  Об— ва. 

Въ  1898  г.:  Болгарскій  уголовный  кодексъ  Ж.  Ю.  Об — ва, 

Ха  3. 

Въ  1899  г.:  17  редакціонныхъ  статей  въ  Юридической 
Газетѣ.  2)  Среднее  и высшее  коммерческое  образованіе  (отчетъ 
о командировкѣ). 

Въ  1900  г.:  1)  Судебное  слѣдствіе.  Въ  словарѣ  Брокгауза 
и Ефрона.  2)  Судебное  краснорѣчіе.  Тамъ  же.  3)  Судебная  ре- 
форма. Тамъ  же. 

Въ  1901  г.  Въ  словарѣ  Брокгауза:  1)  Тѣлесныя  наказа- 
нія. 2)  Таліонъ.  3)  Торговая  казнь.  4)  Уголовная  антропологія. 
5)  Уголовная  соціологія.  6)  Уголовная  статистика.  7)  Уголовно- 
правовая политика.  8)  Условное  осужденіе.  9)  Условное  осво- 
божденіе. 9)  Улики.  Въ  газетѣ  Россія:  Тѣлесныя  наказанія  въ 
Россіи. 

Въ  1902  г.  Въ  словарѣ  Брокгауза:  1)  Кн.  Урусовъ.  2)  Хо- 
лева.  3)  Хартулари.  Въ  Большой  Энциклопедіи  Сельскаго  Хо- 
зяйства 1)  Самовольное  пользованіе.  2)  Сберегательныя  кассы. 

3)  Синдикаты. 

Въ  1903  г.  Въ  словарѣ  Брокгауза  : 1)  Шелепы.  2)  Ше 
д'Эст-Анжъ.  3)  Шпицрутены.  4)  Членовредптельныя  наказанія. 
5)  Четвертованіе.  Въ  Большой  Энциклопедіи : Собственность. 

Въ  1904  г.  1)  Судебныя  учрежденія.  Тамъ  же:  2)  Въ  Вѣ- 
стникѣ Знанія,  Х§  4.  Что  такое  уголовное  право.  3)  Кн.  Н.  А. 
Орловъ — въ  Галлереѣ  судебныхъ  дѣятелей  подъ  редакц.  К.  К. 
Арсеньева. 
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Наконецъ,  г.  ТимоФеевымъ  помѣщенно  много  рецензій  въ 
Журналѣ  Министерства  Юстиціи  и въ  Журналѣ  Юридическаго 
Общества1). 

Что  касается  сужденія  Факультета  относительно  диссерта- 
ціи, представленной  г.  ТимоФеевымъ  для  полученія  степени  ма- 
гистра уголовнаго  права,  то  задача,  предстоящая  Факультету, 
значительно  облегчается  тѣмъ,  что  работа  эта  не  является 
только  что  вышедшей  въ  свѣтъ  и никому  неизвѣстной.  Изслѣдо- 
ваніе г.  Тимофеева  выходитъ  вторымъ  изданіемъ,  перереботан- 
нымъ  и дополненнымъ.  Книга  г.  Тимофеева  получила  уже  все- 
стороннее освѣщеніе  и оцѣнку  въ  русской  книжной  и повремен- 
ной печати  и я считаю  поэтому  полезнымъ  прежде,  чѣмъ  раз- 
сматривать второе  изданіе  ея,  сказать  нѣсколько  словъ  о пер- 
вомъ. 

Оцѣнка  перваго  изданія  диссертаціи  г.  Тимофеева  въ 
спеціальныхъ  изслѣдованіяхъ  и критическихъ  отзы- 
вахъ. 

Первое  изданіе  разбираемаго  изслѣдованія  было  едино- 
гласно признано  спеціальной  и общей  критикой  за  полезное  яв- 
леніе русской  уголовноправовой  науки  и заняло  уже  подобаю- 
щее мѣсто  въ  нашей  ученой  литературѣ.  Какъ  будетъ  сейчасъ 
показано  на  примѣрахъ,  книга  г.  Тимофеева  дѣйствительно  ока- 
залась значительнымъ  вкладомъ  въ  исторію  русскаго  уголов- 
наго права.  Результаты  этого  изслѣдованія  вошли  уже  въ  учеб- 
ники и спеціальные  трактаты  по  русскому  уголовному  праву  и 
по  исторіи  русскаго  права,  въ  качествѣ  новыхъ  научныхъ  прі- 
обрѣтеній несомнѣннаго  значенія.  Въ  этомъ  отношеніи  Факуль- 
тетъ имѣетъ  дѣло  съ  совершившимся  Фактомъ  и рѣшительно 
ничего,  даже  если  бы  было  желаніе,  противъ  него  подѣлать  нельзя. 


*)  Труды  г.  Тимофеева  не  остава  лись  незамѣченными  русской  серьезной 
критикой.  См.  а)  Указанные  ниже  отзывы  объ  «Исторіи  тѣлесныхъ  наказа- 
ній въ  Россіи»,  б)  Рецензія  на  Рѣчи  сторонъ:  Міръ  Божій.  1897,  12.  2) Но- 
вое Слово.  1897.  2.  А.  Никонова.  3)  Новое  Время.  1897,  №7750.  4)  Ж.  Юр. 
Об — ва.  1897,  9.  5)  Міровые  Отголоски.  1897,  № 283.  6)  Биржевыя  Вѣдо- 
мости. 1897.  7 j Журналъ  М.  Юст.  1898,  № 4.  в)  Рецензія  на  Исторію  крас- 
норѣчія : 1)  Русское  Богатство.  1899  2.)  Недѣля.  1899  и др. 
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Но  г.  Тимофееву  посчастливилось  и въ  другомъ  отношеніи. 
Благодаря  важному  для  русскаго  общества  предмету  п интерес- 
ному, проникнутому  широкимъ  освободительнымъ  духомъ,  изло- 
женію его  книги,  она  сама  и сообщаемые  въ  ней  Факты  полу- 
чили распространеніе  не  только  среди  спеціалистовъ.  Гуманная 
проповѣдь,  которую  мы  находимъ  у г.  Тимофеева,  привлекла 
къ  себѣ  широкое  вниманіе  русскаго  образованнаго  общества, 
которое  сочувственно  откликнулось  на  нее. 

Среди  различныхъ  отзывовъ  о первомъ  изданіи  книги  г. 
Тимофеева  слѣдуетъ  отмѣтить  отзывы  покойнаго  Н.  Н.  Деболь- 
скаго,  спеціалиста  по  исторіи  русскаго  права,  незадолго  до  своей 
кончины  назначеннаго  профессоромъ  нашего  университета,  и 
про®.  Н.  Розина,  представителя  науки  уголовнаго  права.  За- 
ключенія того  и другаго  чрезвычайно  благопріятны  для  книги 
г.  Тимофеева.  Совершевно  такой  же  характеръ  имѣютъ  отзывы 
проФ.  В.  Н.  Латкпна  и прпв  -доц  С.  Гогеля  о второмъ  изда- 
ніи ея. 

Про®.  Розинъ  пишетъ:  «Весь  трудъ  автора  проникнутъ 
глубоко  симпатичными  взглядами:  тѣлесное  наказаніе,  унижаю- 
щее и позорящее  человѣка,  это  переживаніе  давно  минувшей 
эпохи  рабства  и всѣми  средствами  ограждающаго  свою  крѣп- 
нущую мощь  государственнаго  абсолютизма,  не  можетъ  не  идти 
въ  разрѣзъ  съ  воззрѣніями  современнаго  человѣка,  ставящаго 
въ  основѣ  общественной  и государственной  морали — уваженіе  къ 
человѣческой  личности  ; въ  области  карательной  тѣлесное  нака- 
заніе не  достигаетъ  тѣхъ  цѣлей,  къ  которымъ  стремится  совре- 
менное наказаніе,  и совершенно  извращаетъ  свои  разумныя  за- 
дачи»1). 

«Интересная  по  задачамъ  своимъ»,  говоритъ  г.  Розинъ, 
«книга,  интересна  и по  своему  содержанію.  Она  носитъ  на  себѣ 
слѣды  трудолюбиваго  собиранія  сыраго  матеріала,  мало  извѣ- 
стныхъ и совсѣмъ  неизвѣстныхъ  читателю  подробностей  и ме- 
лочей вопроса  впервые,  потому,  появляющагося  въ  литератур- 
ной систематической  обработкѣ»2). 

Въ  другихъ  мѣстахъ  своего  разбора  проФ.  Розинъ  гово- 


1)  Журналъ  Министерства  Юстиціи.  1898.  Мартъ,  с.  282. 

*)  Тамъ  ше,  с.  283. 
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ритъ,  что  с авторъ  стоитъ  на  уровнѣ  современныхъ  требованій 
науки  уголовнаго  права»  *),  что  задача  автора  « добросовѣстно» 
исполнена  имъ* 2),  что  появленіе  книги  г.  Тимофеева  «желательно 
и своевременно»3)  и т.  д.  Съ  замѣчаніями  г.  Розина  относи- 
тельно отдѣльныхъ  сторонъ  книги  г.  Тимофеева  мы  встрѣтимся 
дальше. 

ПроФ.  Н.  Дебольскій,  съ  своей  стороны,  также  называетъ 
книгу  г.  Тимофеева  «интереснымъ  трудомъ,  любопытнымъ  по 
богатству  собраннаго  имъ  матеріала»4)  «Авторъ  обнаруживаетъ», 
говоритъ  проФ.  Дебольскій,  «весьма  значительную  начитанность 
въ  литературѣ  своего  предмета,  а также  прекрасное  знаніе  ис- 
точниковъ уголовнаго  права  не  только  отечественнаго,  но  и 
иностраннаго»5 *). 

Въ  томъ  же  самомъ  духѣ  высказывались  и другіе  рецен- 
зенты перваго  изданія  сочиненія  г.  Тимофеева,  а какъ  уже  за- 
мѣчено, и рецензенты  втораго  изданія,  представленнаго  въ  Фа- 
культетъ для  соисканія  ученой  степени8).  Оцѣнка  разбираемаго 
изслѣдованія,  сдѣланная  разными  лицами  при  самомъ  его  по- 
явленіи, вполнѣ  подтвердилась  тѣмъ  значеніемъ,  которое  оно 
скоро  получило  въ  спеціальной  и общей  литературѣ  Дѣйстви- 
тельно, выдающіеся  представители  русской  юридической  науки 
удѣлили  ему  полное  вниманіе. 

Такъ,  кориФей  русской  уголовноправовой  науки  про®.  Таган- 
цевъ въ  своемъ  знаменитомъ  курсѣ  изд.  1902  г.  не  только  часто  ука- 
зываетъ, но  и цитируетъ  г.  Тимофеева7).  Изложеніе  исторіи  тѣ- 


*)  Тамъ-же,  с.  283. 

*)  Тамъ-же,  с.  284. 

•)  Тамъ-же,  с.  284. 

')  Журналъ  Юридическаго  Общества.  Январь.  1899,  стр.  6. 

‘)  Тамъ-же,  с.  4. 

•J  Отзывы  о книгѣ  г.  Тимофеева  ; 1)  Про®.  Н.  Дебольскій— Журналъ 
Юридическаго  Общества  1899  г.  Январь,  стр.  4 — 6 ; 2)  Про®.  Н.  Розинъ — 
Журналъ  Министерства  Юстиціи,  1898  г.  Мартъ,  стр.  282—284.  Кромѣ  того 

3)  Русское  Богатство,  1897  г.,  10;  4)  Русская  Мысль,  1897  г.,  12;  5)  Вѣст- 

никъ Европы,  1897  г.,  И ; 6)  Новое  Время,  1897,  № 7771  г.;  7)  Міровые  от- 

голоски, 1897  г..  283  *,  8)  Биржевыя  Вѣдомости  (про®.  Л.),  1897  г. 

7)  Русское  уголовное  право.  2 изд.  Часть  общая.  Т.  II.  1902,  стр. 

1134,  1136,  1139,  1105,  1106,  1107,  1110. 
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лесныхъ  наказаній  въ  Россіи  является  въ  этомъ  курсѣ  попол- 
неннымъ по  сравненію  съ  ранѣе  изданными  лекціями.  Частыя 
ссылки  на  г.  Тимофеева  даютъ  основаніе  думать,  что  источни- 
комъ для  этого  пополненія  была  и его  книга. 

Далѣе,  про®.  Латкинъ  въ  своемъ  учебникѣ  исторіи  рус- 
скаго права,  ставшемъ  однимъ  изъ  общепризнанныхъ  универ- 
ситетскихъ руководствъ,  также  часто  ссылается  на  книгу  г.  Ти- 
мофеева1). 

Далѣе,  книга  г.  Тимофеева  указывается  и въ  спискѣ  из- 
бранныхъ трудовъ  по  исторіи  наказаній  въ  Россіи  про®.  Вла- 
ди мірскимъ-Будановымъ2).  Другой  работы  того  же  рода,  работы 
г.  Ступина,  г Владимірскій-Будановъ  не  упоминаетъ.  Изъ  дальнѣй- 
шаго же  видно,  что  кіевскій  профессоръ  ознакомился  съ  книгой 
г.  Тимофеева  не  безъ  пользы  для  своего  капитальнаго  труда — 
Обзора  исторіи  русскаго  права3). 


*)  Учебникъ  исторіи  русскаго  права.  Спб.  1899.  Стр.  428,  430,  415, 
431,  433. 

а)  Обзоръ  исторіи  русскаго  права.  Изд.  3.  Кіевъ.  1900.  Стр.  292. 

•)  См.  стр.  319  и 350  третьяго  изданія  Обзора.  Дѣйствительно,  въ 
первомъ  изданіи  Обзора,  на  которое  и ссылается  г.  ТимоФеевъ,  мы  читаемъ 
о московскомъ  государствѣ  (стр.  50):  ««Наказанія  болѣзненныя,  развившіяся 
несомнѣнно  подъ  вліяніемъ  татарщины  (хотя  въ  Европѣ  онѣ  появлялись 
и безъ  веякіго  вліянія  со  стороны  востока)* *...  То  же  самое  находимъ  мы  и 
во  второмъ  изданіи  Обзора  (стр.  303).  Это  мѣсто  давало,  конечно,  достаточ- 
ное основаніе  г.  Тимофееву  отнести  проФ.  Владимірскаго -Буданова  къ  тѣмъ 
лицамъ,  которыя  считаютъ,  что  тѣлесныхъ  наказаній  на  Руси  до  татаръ  не 
было. 

Между  тѣмъ  послѣ  появленія  труда  г.  Тимофеева  г.  Владимірскій-Бу- 
дановъ данное  мѣсто  измѣнилъ  слѣдующимъ  образомъ  (стр.  350):  «Наказанія 
болѣзненныя,  развившіяся  несомнѣнно  подъ  вліяніемъ  татарщины  (хотя  въ 
Европѣ  онѣ  появились  и безъ  всякаго  вліянія  со  стороны  востока  и у насъ 
начались  еще  до  татаръ )»  Подчеркнутыя  слова  появились  въ  данномъ  изда- 
ніи вновь.  Все  остальное,  даже  грамматическая  ошибка  «онѣ»  вмѣсто  «они*, 
перешло  изъ  перваго  изданія  во  второе  и засимъ  въ  третье.  Есть  полное 
основаніе  думать,  что  эти  подчеркнутыя  слова  показались  самому  заслужен- 
ному профессору  Владимірскому- Буданову  совершенно  необходимыми  по 
меньшей  мѣрѣ  для  лучшаго  выясненія  его  собственной  мысли,  недостаточно 
полно  выраженной  въ  двухъ  предыдущихъ  изданіяхъ,  и что  исправленіе 
текста  произошло  именно  подъ  вліяніемъ  работы  г.  Тимофеева,  доказавшаго, 
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Наконецъ,  книгу  г.  Тимофеева  приводитъ  и другіе  новѣй- 
шіе курсы  русскаго  уголовнаго  права  и исторіи  русскаго  права: 
В.  Сергѣевичъ1),  Н.  Сергѣевскій2),  В.  Есиповъ3),  Л.  Бѣлогрицъ- 
Котляревскій4). 

Если  теперь  мы  обратимся  къ  серьезнымъ  сочиненіямъ 
публицистическаго  характера,  то  и здѣсь  увидимъ  подтверж- 
деніе того,  что  книга  г.  Тимофеева  явилась  дѣйствительно  по- 
лезнымъ вкладомъ  въ  русскую  литературу.  Мы  должны  обра- 
тить вниманіе  и на  подобныя  работы,  такъ  какъ  вопросъ  о тѣ 
лесныхъ  наказаніяхъ  имѣетъ  не  только  уголовноправовое  зна- 
ченіе, но  и общественное  и политическое. 

Такъ  частыя  ссылки  на  г.  Тимофеева  и обширныя  заим- 
ствованія у него  находимъ  мы  въ  извѣстной  и симпатичной 
книгѣ  г.  Джаншіева  «Эпоха  великихъ  реформъ»,  въ  статьѣ  «От- 
мѣна тѣлесныхъ  наказаній».  Сравнивая  именно  6 изд.  этой 
книги,  появившееся  въ  1896  г.,  т.  е.  до  выхода  въ  свѣтъ  книги 
г.  Тимофеева,  съ  7 изд.,  вышедшимъ  въ  1898  г.,  т.  е.  уже 
послѣ  появленія  ея,  мы  видимъ,  что  г.  Джаншіевъ  13  разъ5)  ссы- 
лается на  книгу  г.  Тимофеева  и дѣлаетъ  изъ  нея  однѣхъ  прямыхъ 


что  тѣлесныя  наказанія  существовали  и до  татаръ.  Подтвержденіе  этому  я 
вижу,  помимо  всего  прочаго,  въ  томъ,  что  на  стр.  319  третьяго  изданія  Об- 
зора авторъ  жалуется  на  то,  что  г.  ТимоФеевъ  неправильно  понялъ  его  мысль 
относительно  значенія  татарщины  для  появленія  у насъ  тѣлесныхъ  нака- 
заній. 

Одно,  впрочемъ,  для  меня  несовсѣмъ  понятно,  именно,  какимъ  обра- 
зомъ про®.  Владимірскій-Будановъ  нашелъ  нужнымъ  на  стр.  310  своего 
06sopa  (изд.  3)  написать:  «Г.  ТимоФеевъ  почему-то  причисляетъ  насъ  къ  пи- 
сателямъ, отвергающимъ  существованіе  болѣзненныхъ  и членовредительныхъ 
наказаній  въ  дотатарскую  эпоху* *.  Отвѣтъ  на  это  «почему-то»  можетъ  быть 
только  одинъ— потому  что  г.  Владимірскій-Будановъ,  по  меньшей  мѣрѣ,  не- 
достаточно ясно  выражалъ  свою  мысль  по  данному  вопросу  въ  двухъ  пер- 
выхъ изданіяхъ  своего  курса. 

*)  Лекціи  и изслѣдованія  по  древней  исторіи  русскаго  права.  Спб.  1903, 
изд.  3.  Стр.  341. 

а)  Русев.  Уг.  Право.  Изд.  1904  г.  Стр.  137. 

*)  Очеркъ  русск.  уголовнаго  права.  Часть  общая.  2 изд.  Спб.  1899  г. 
Стр.  325,  326. 

4)  Учебникъ  русскаго  уголовнаго  права.  Кіевъ.  1903.  Стр.  258 — 9. 

5)  Стр.  191,  192,  193,  195,  198,  211,  215,  218,  226,  232,  233,241,  243. 
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выписокъ  около  2-хъ  страницъ.  Нынѣ  появилось,  какъ  извѣстно, 
уже  9-е  изданіе  этого  прекраснаго  труда,  1-ое  изданіе  Литера- 
турнаго Фонда 

Далѣе,  надо  отмѣтить  обширную  (212  стр.)  книгу  гг.  Жбан- 
кова и Яковенко : «Тѣлесныя  наказанія  въ  Россіи  въ  настоя- 

щее время  (Москва.  1899  г.),  составленную  по  порученію  VI 
съѣзда  врачей  въ  память  Пирогова.  Въ  этой  книгѣ  «Краткій 
историческій  обзоръ  примѣненія  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Рос- 
сіи» (с.  1—28)  и «Положеніе  тѣлесныхъ  наказаній  въ  русскомъ 
законодательствѣ  и на  практикѣ»  (с.  29 — 37)  составлены  пре- 
имущественно по  г.  Тимофееву.  Авторы  ссылаются  на  него  34 
раза1).  Цѣлыя  страницы  излагаютъ  содержаніе  работы  г.  Тимо- 
феева. 

Далѣе,  статья  г.  А.  Ефимова  въ  Вѣстникѣ  и Библіотекѣ 
самообразованія  (1904,  ХзХа  40  и 41)  «Тѣлесныя  наказанія  въ 
Россіи  и постепенное  вымираніе  ихъ»  написана  почти  исклю- 
чительно по  книгѣ  г.  Тимофеева.  Авторомъ  однажды  упоми- 
нается еще  только  книга  про®.  Сергѣевскаго.  «Наказаніе  въ  рус- 
скомъ правѣ  XVII  в » Спб.  1887  г. 

Далѣе,  содержаніе  книги  г.  Тимофеева  подробно  излагается 
въ  двухъ  обширныхъ  Фельетонахъ  въ  Биржевыхъ  Вѣдомостяхъ 
(1897,  X§Xs  266,  269).  Наконецъ,  въ  Словарѣ  Брокгауза  (т.  23) 
статья  «Плети»  составлена  главнымъ  образомъ,  опять  таки,  по 
Исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  г.  Тимофеева. 

Заканчивая  бѣглыя  замѣчанія  относительно  перваго  изда- 
нія книги  г.  Тимофеева,  я не  могу  не  повторить,  что  она  имѣла 
такой  успѣхъ,  который  невсегда  выпадаетъ  на  долю  ученыхъ 
трудовъ.  Она  явилась  дѣйствительно  полезнымъ  вкладомъ  въ 
бѣдную  русскую  литературу  уголовнаго  права.  Видимо  отвѣчая 
запросу  русскаго  образованнаго  общества,  она  нынѣ  появилась 
во  второмъ  изданіи.  Переходимъ  къ  этому  послѣднему. 

Отличіе  втораго  изданія  отъ  перваго.  Отзывы  о вто- 
ромъ изданіи. 

Отличія  втораго  изданія  отъ  перваго  состоятъ  въ  слѣдую 

>)  Стр,  II,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  9,  И,  13,  14,  15,  16, 17,  18,  19,  20,  21, 
24,  29,  34. 


81В 


щемъ : Прежде  всего  второе  изданіе  обширнѣе  перваго  почти 
на  цѣлую  треть  (на  93  стр.).  Уже  при  бѣгломъ  взглядѣ  на  оба 
изданія  становится  ясно,  что  число  источниковъ  и литератур- 
ныхъ пособій,  которыми  пользовался  авторъ,  въ  новомъ  изда- 
ніи значительно  возрасло.  Далѣе,  во  второе  изданіе  введены  нѣ- 
которые новые  вопросы,  а нѣкоторые  старые  разработаны  бо- 
лѣе подробно.  Въ  то  же  время  авторъ  исправилъ  разные  не- 
достатки перваго  изданія  Наконецъ,  изслѣдованіе  получило  и 
внѣшнимъ  образомъ  болѣе  разработанный  видъ.  Главы  дѣлятся 
теперь  на  параграфы,  чего  раньше  не  было  и что  облегчаетъ 
ознакомленіе  съ  книгой.  Отмѣтимъ  нѣкоторыя  частности. 

Въ  введеніи : 1)  Изложеніе  приведено  болѣе  въ  систему. 
2)  Теоретическій  отдѣла^  расширенъ  и переработанъ1).  3)  Свѣ^ 
дѣнія  по  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Германіи  пополнены. 
4)  Нѣкоторые  примѣры  жестокостей  въ  Византіи2),  не  являвшіеся 
собственно  наказаніями,  устранены. 

Б.  Въ  общемъ  обзорѣ  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ 
Россіи  3):  1)  Изложеніе  систематизировано  въ  хронологическомъ 
порядкѣ,  начиная  съ  Русской  Правды,  путемъ  подраздѣленія 
главъ  на  отдѣлы.  2)  Выдѣленъ  въ  особые  отдѣлъ  бытовой  ма- 
теріалъ, служащій  для  поясненія  хода  исторіи  тѣлесныхъ  нака- 
заній4). 3)  Дополнена  исторія  тѣлесныхъ  наказаній  съ  1897  по 
1904  гг.5).  4)  Устранены  или  точно  выдѣлены  случаи  жестоко- 
стей, не  входящіе  непосредственно  въ  область  наказаній,  напр., 
жестокости  въ  средѣ  духовенства6).  5)  Исторія  тѣлесныхъ  на- 
казаній въ  XVIII  ст,  значительно  пополнена  подробнымъ  изло- 
женіемъ работъ  Коммпссіи  1762  г.  и проектовъ  1754— 1766  гг.7 8). 
Сильно  переработана  и дополнена  исторія  тѣлесныхъ  наказаній 
въ  XIX  в , именно  : 6)  Полностью  приведены  сужденія  Коми- 
тета 1817  г.  по  архивнымъ  даннымъ9),  приводимые,  напр.,  у 


*)  1 изд  , стр.  45 — 48*  2 изд.,  стр.  47—58. 

2)  1 изд.,  стр.  10. 

а)  1 изд.,  стр.  47 — 1 ! 5, — 2 изд.,  стр.  61—191. 

*)  2 изд.,  етр.  70—85,  99—105. 

*)  2 изд.,  стр.  177  и сл. 

•)  Сравн.  1 изд.,  стр.  53; — 2 изд.,  стр.  65. 

7)  1 изд.,  стр.  97*, — 2 изд..  стр.  110 — 112. 

8)  2 изд.,  стр.  122—125. 
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про®  Таганцева  въ  небольшихъ  отрывкахъ.  7)  По  архивнымъ 
даннымъ  изложены  законы  1822 — 24  г.1 *)  9)  Приведены  разсуж- 
денія въ  Государственномъ  Совѣтѣ  о кнутѣ  въ  1824  г.  и 9)  за- 
писка адмирала  Мордвинова*).  Ю)  Въ  эпохѣ  Николая  I на  осно- 
ваніи архивныхъ  документовъ  разсмотрѣно  смягченіе  тѣлесныхъ 
наказаній  по  болѣзни3).  11)  Впервые  опубликованы  подробныя 
данныя  объ  отмѣнѣ  кнута4)  *,  у проФ.  Таганцева  по  этому  во- 
просу только  краткія  указанія5 *).  12)  Исторія  тѣлеснаго  нака- 
занія въ  1863  г.  пополнена  по  Своду  мнѣній  и замѣчаній  и 
и подлинному  дѣлу  объ  отмѣнѣ®).  Наконецъ  13)  выдѣлены  об- 
щіе выводы  по  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи7). 

Наконецъ,  въ  исторіи  отдѣльныхъ  видовъ  тѣлесныхъ  на- 
казаній8) измѣненія  состоятъ  въ  слѣдующемъ:  1)  Изложеніе  и 
здѣсь  болѣе  приведено  въ  систему  по  содержанію  отдѣльныхъ 
разсматриваемыхъ  авторомъ  вопросовъ.  2)  Строго  отдѣлены  на- 
казанія, назначаемыя  по  суду,  отъ  назначаемыхъ  въ  дисципли- 
нарномъ порядкѣ9).  3)  Устранены  нѣкоторыя  неточности  въ  из- 
ложеніи исторіи  членовредительныхъ  наказаній,  именно : а)  от- 
носительно ослѣпленія10)  и б)  отрѣзанія  носа11).  4)  Въ  исторію 
кнута  внесено  дополненіе  по  архивнымъ  даннымъ12).  5)  Выяс- 
ненъ объемъ  примѣненія  его  по  проектамъ  1754 — 1766  гг.,  какъ 
не  встрѣчавшійся  у другихъ  авторовъ13).  6)  Приведены  при- 
мѣры числа  ударовъ  плетей  по  сенатскимъ  дѣламъ  1853 — 63  гг.14), 


*)  2 изд.,  етр.  125—126. 

*)  2 изд.,  стр.  126 — 129. 

з)  2 изд.,  стр.  138 — 140. 

4J  2 изд,,  стр  142 — 153. 

5)  Про®.  Таганцевъ,  Русское  уголовное  право.  Ч.  общая.  Т.  II,  стр.  1110, 

«)  2 изд.,  стр.  162—170. 

7)  2 изд.,  етр.  185—191. 

8)  1 изд.,  стр.  130— 227;— 2 изд.,  стр.  195—320. 

9)  Напр.,  2 изд.,  стр.  302—310,  313. 

10)  1 изд.,  стр.  131*,— 2 изд.,  етр.  196. 

п)  2 изд.,  стр.  205. 

,а)  Стр.  283  втораго  изд. 

и)  2 изд  , стр.  227—229. 

14)  2 изд.,  етр.  276. 
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то  же  относительно  розогъ  1)  и цѣпей  2).  7)  Пополнено  изложе- 
ніе въ  отдѣлѣ  о розгахъ  но  Положенію  о крестьянахъ  и по 
Правиламъ  о волостномъ  судѣ  3).  8)  Изложены  законы  1901  и 
1903  гг.  4). 

Вообще,  къ  какой  бы  сторонѣ  изслѣдованія  мы  ни  обра- 
тились, всюду  видно,  что  второе  изданіе  является  дѣйствительно 
не  только  дополненнымъ,  но  и переработаннымъ.  Оно  стоитъ 
значительно  выше  перваго  и наше  сужденіе  о немъ,  есте- 
ственно, не  можетъ  быть  болѣе  строгимъ,  чѣмъ  то,  которое  было 
высказано  въ  русской  ученой  и общей  литературѣ  и критикѣ 
относительно  перваго.  Прежде,  чѣмъ  приступить  къ  разбору 
его,  считаю  долгомъ  указать,  что  и оно  вызвало  уже  сочув- 
ственные отзывы.  Мнѣ  извѣстны  именно  отзывы  проФ  Латкина, 
ученый  авторитетъ  котораго  не  подлежитъ  никакому  сомнѣнію, 
и прив. -доцента  Гогеля,  одного  изъ  замѣтныхъ  дѣятелей  въ  об- 
ласти русскаго  уголовнаго  права. 

Приватъ-доцентъ  С.  Гогель  называетъ  книгу  г.  Тимофеева 
«весьма  подробнымъ  трактатомъ  историко-юридическаго  харак- 
тера >,  находитъ  «правильной»  ту  точку  зрѣнія,  на  которой  сто- 
итъ авторъ,  говоритъ,  что  книга  г.  Тимофеева  даетъ  возмож- 
ность «всесторонняго  изученія  вопроса».  5)  Въ  частности  онъ 
вполнѣ  одобряетъ  ту  постановку,  которую  далъ  своему  изслѣ- 
дованію г.  ТимоФеевъ.  Мы  читаемъ  у него : 

«Нечего,  разумѣется,  и говорить,  что  авторъ  стоитъ  на 
той  правильной  точкѣ  зрѣнія,  которую  такъ  страстно,  такъ  вы- 
соко талантливо  проводилъ  Кистяковскій  въ  своемъ  изслѣдова- 
ніи о смертной  казни.  Теоретическое  обсужденіе  доводовъ  за  и 
противъ  тѣлесныхъ  наказаній  никогда  не  приведетъ  къ  рѣша- 
ющимъ выводамъ ; надо  обратиться  къ  исторіи  и здѣсь  мы 
встрѣчаемся  съ  постепеннымъ  вымираніемъ  тѣлесныхъ  наказа- 
ній въ  полномъ  соотвѣтствіи  съ  столь  же  постепеннымъ  ростомъ 
значенія  личности  человѣческой,  ея  политическихъ  и граждан- 


2 изд.,  стр.  296,  297. 
а)  2 изд.,  етр.  313—314. 

*)  2 изд.,  стр.  299 — 300. 

•)  2 изд.,  стр.  303,  305,  317,  318. 

*)  Юридическая  Газета,  1905  г.,  № 4. 
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скихъ  оравъ  *,  колесо  исторія  не  аоварачивается  назадъ,  развѣ 
въ  періоды  разложенія  Вотъ  почему  г.  ТимоФеевъ  совершенно 
правильно  удѣлилъ  такъ  много  мѣста  въ  своемъ  трудѣ  исторіи 
тѣлесныхъ  наказаній». 

Уголовно-политическое  значеніе  труда  г,  Тимофеева  отмѣ- 
чается критикомъ  въ  слѣдующихъ  словахъ:  «Всякій  разъ,  когда 
поднимается  вопросъ  о цѣлесообразности  нынѣшней  карательной 
системы,  о ея  дороговизнѣ,  которая  при  осуществленія  требу- 
емыхъ въ  наше  время  улучшеній  все  усиливается,  непремѣнно 
входятъ  въ  обсужденіе  и другаго  вопроса  ; возможности  замѣ- 
нить наказаніе  лишеніемъ  свободы,  хотя  отчасти,  тѣмъ  или 
другимъ  видомъ  тѣлеснаго  наказанія. . . Вотъ  отвѣтомъ  на  такія 
сомнѣнія  и можетъ  служить  трудъ  г.  Тимофеева,  представляю- 
щій весьма  подробный  трактатъ  историко  юридическаго  харак- 
тера». Что  касается  отзыва  про®.  Латкяна,  то  изъ  него  я при- 
веду здѣсь  лишь  общія  замѣчанія.  Что  касается  частностей,  то 
съ  ними  мы  встрѣтимся  въ  дальнѣйшемъ  1). 

«Исторія  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи»,  говоритъ  проФ. 
Латкинъ,  «до  послѣдняго  времени  была  мало  разработана.  . . 
Старый  трудъ  Ступина,  посвященный  этому  вопросу,  никогда 
не  имѣлъ  научнаго  значенія,  изслѣдованія  же  профессоровъ  Сер- 
гѣевскаго и Филиппова  о наказаніи  въ  XYII  в.  и въ  царство- 
ваніе Петра  I,  не  смотря  на  всю  ихъ  научную  цѣнность,  каса- 
лись лишь  извѣстной  эпохи.  Такимъ  образомъ,  сочиненіе,  наз- 
ваніе котораго  выписано  нами  выше,  впервые  излагаетъ  исто- 
рію тѣлесныхъ  наказаній  въ  русскомъ  правѣ  за  все  время  ихъ 
существованія»  2). 

«Авторъ»,  говоритъ  про®.  Латкинъ,  «самымъ  исчерпыва- 
ющимъ образомъ  изслѣдовалъ  весь  обширный  актовый  матері- 
алъ и на  основаніи  его  рисуетъ  подробную,  сплошь  и рядомъ 
до  мельчайшихъ  деталей  картину  тѣлесныхъ  наказаній  въ  рус. 
скомъ  правѣ».  «Въ  особенности  интересны  тѣ  главы,  которыя 
составлены  на  основаніи  архивнаго  матеріала,  до  сихъ  поръ 
нигдѣ  не  обнародованнаго.  Г.  ТимоФеевъ  работалъ  въ  архивѣ 
Государственнаго  Совѣта  и сообщаетъ  много  интересныхъ  свѣ- 


Ч Историческій  Вѣстникъ,  Февраль  1905  г.,  стр.  684 — 685. 
Ч Тамъ  же,  стр.  684. 
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дѣній  по  исторіи  упраздненія  нѣкоторыхъ  видовъ  тѣлесныхъ 
наказаній,  напр.,  кнута  и др.,  заимствованныхъ  имъ  изъ  архива1). 

«Вообше»,  заключаетъ  г.  ІІаткинъ,  «изслѣдованіе  г.  Тимо- 
феева— вполнѣ  серіозная  и добросовѣстная  работа,  одинаково 
необходимая  какъ  для  историка,  такъ  и для  юриста».  2) 

Считая,  что  обязанность  референта  дать  Факультету  воз- 
можность составить  полное  поняніе  о книгѣ,  я представ- 
ляю всестороннее  освѣщеніе  труда  г.  Тимофеева.  Послѣдова- 
тельно будутъ  разсмотрѣны : 1)  интересъ  и значеніе  задачи, 
которую  поставилъ  себѣ  авторъ,  2)  законодательный  и вообще 
правовой  матеріалъ,  который  онъ  положилъ  въ  основаніе  своего 
изслѣдованія,  3)  литературно-научныя  работы,  которыя  онъ  при- 
влекъ для  освѣщенія  положительнаго  права,  4)  методы  изслѣдо- 
ванія и изложенія  автора,  5)  основныя  заключенія,  къ  которымъ 
онъ  пришелъ,  6)  новыя  научныя  данныя  его  труда,  и,  нако- 
нецъ, въ  заключеніе  будутъ  кратко  перечислены  основныя  черты 
книги,  преимущественно  поскольку  онѣ  выяснились  изъ  пред- 
шествующаго разбора.  Главное  назначеніе  отзыва,  конечно,  вы- 
яснить то,  что  составляетъ  идейное  и вообще  основное 
содержаніе  книги.  Вниманіе  критика  направляется  на  разныя, 
не  имѣющія  значенія,  мелочи,  обыкновенно  тогда,  когда  онъ 
оказывается  не  въ  силахъ  овладѣть  дѣйствительно  интересными 
и важными  сторонами  разбираемаго  изслѣдованія. 

Еще  одно  предварительное  замѣчаніе.  Въ  дальнѣйшемъ 
разборѣ  я остановлюсь  преимущественно  на  томъ,  что  состав- 
ляетъ непосредственный  предметъ  изслѣдованія,  т.  е.  именно  на 
исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи.  Введеніе  же  въ  изслѣ- 
дованіе, посвященное  другимъ  вопросамъ,  оставлю  въ  общемъ 
въ  сторонѣ.  Причемъ  слѣдуетъ  имѣть  въ  виду,  что  главное 
вниманіе  г.  ТимоФеевъ,  какъ  и слѣдовало  ожидать,  удѣляетъ 
не  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ  древней  Руси,  дающей  мало 
интереснаго  матеріала,  а исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ  опоху 
наибольшаго  ихъ  развитія,  т.  е.,  въ  XVII  и XVIII  вв.,  а также 
исторіи  ихъ  постепеннаго  вымиранія. 


*)  Тамъ  же,  стр.  685. 

*)  Тамѣ  же,  стр.  685. 
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Научное  и практическое  значеніе  изслѣдованія. 

Что  касается  выбора  темы,  то  нельзя  не  признать,  что 
г.  ТимоФеевъ  взялъ  предметомъ  своего  изслѣдованія  одно  изъ 
самыхъ  темныхъ  явленій  нашего  уголовнаго  правового  прош- 
лаго. Можетъ  быть,  по  мнѣнію  нѣкоторыхъ,  лучше  было  бы 
предать  его  забвенію,  не  поминать  того,  что  было,  чего  уже 
нѣтъ.  Но,  какъ  удачно  замѣтилъ  одинъ  изъ  критиковъ  г.  Тимо- 
феева проФ.  Л.,  «для  историка  нѣтъ  ни  хорошихъ,  ни  худыхъ 
темъ  *,  онъ  повѣстствуетъ  къ  свѣдѣнію  настоящаго  и будущихъ 
поколѣній.  Пусть  поучаются  и пусть  повѣсть  о печальномъ  и 
унизительномъ  прошедшемъ  навсегда  укоренитъ  сознаніе,  что 
съ  человѣкомъ  слѣдуетъ  обращаться  по  человѣчески,  какъ  бы 
онъ  преступенъ  ни  былъ»  1J.  Дѣйствительно,  для  науки  и для 
такой  общественной  науки,  какъ  уголовное  право,  не  можетъ 
быть  вопросовъ  недостойныхъ  ея  вниманія,  разъ  эти  вопросы 
относятся  къ  области  отношеній  между  людьми.  Ея  цѣлью  можетъ 
быть  только  одно— истина,  такъ  какъ  только  она  одна  обладаетъ 
всеисцѣляющей  и животворящей  силой.  Врядъ  ли  нужно  гово- 
рить, что  наше  прошлое  должно  быть  такъ  же  внимательно  ос- 
вѣщено наукой,  какъ  и настоящее. 

Со  всѣхъ  остальныхъ  точекъ  зрѣнія  тема  изслѣдованія 
выбрана  г.  ТимоФеевымъ  безусловно  удачно.  «Исторія  тѣлес- 
ныхъ наказаній  въ  Россіи»,  говоритъ  проФ.  Кистяковскій, 
«представляетъ  первостепенный  интересъ  для  криминалиста, 
предлагая  ему  многія  данныя  для  разрѣшенія  капитальныхъ 
вопросовъ,  касающихся  вообще  наказаній»  2).  «Классической 
страной  тѣлесныхъ  наказаній»,  пишетъ  проФ.  Фойницкій,  «было 
наше  отечество».  3).  Вопросъ  интересенъ  въ  особенности  потому, 
что,  какъ  замѣчаетъ  самъ  авторъ  г.  ТимоФеевъ  (стр.  3),  этотъ 
институтъ  заканчиваетъ  уже  свое  существованіе  и мы  можемъ 
прослѣдить  всю  его  исторію,  прослѣдить  всѣ  тѣ  условія,  среди 
которыхъ  онъ  зародился,  развивался  и вымиралъ,  всѣ  тѣ  Фор- 
мы, въ  которыхъ  онъ  исторически  выражался,  все  содержаніе, 
которое  исторически  въ  него  вкладывалось. 


Міровые  отголоски,  1897  г.,  № 283. 

*)  Учебникъ  общаго  уголовнаго  права,  2-е  изд.  Кіевъ,  1882  г.  Стр.  810. 
*)  Ученіе  о наказаніи.  1889  г.  Стр.  158. 
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Далѣе,  не  надо  упускать  изъ  виду,  что  въ  моментъ  появ- 
ленія не  только  перваго,  но  и втораго  изданія  книги  г.  Тимо- 
феева, вопросъ  о судьбѣ  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи  далеко 
еще  не  получилъ  своего  окончательнаго  рѣшенія.  Послѣднее  мы 
находимъ  лишь  въ  достопамятномъ  манифестѣ  11  августа  1904  г. 
Книга  г.  Тимофеева  должна  была  немало  посодѣйствовать  под- 
рыву вѣры  въ  наказанія  этого  рода.  Во  всякомъ  случаѣ  въ 
исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  мы  открываемъ г интересную  и 
важную  страницу  налнего  столь  недавняго  прошлаго,  что  оно 
досель  еще  кажется  намъ  настоящимъ.  И оно  дѣйствительно 
еще  существуетъ  въ  воззрѣніяхъ,  вкусахъ  и привычкахъ  мно- 
гихъ и многихъ.  Слѣды  его  не  скоро  исчезнутъ  изъ  нашихъ 
нравовъ.  Манифестъ  Государя  Императора  Николая  II  объ  окон- 
чательной отмѣнѣ  у насъ  тѣлесныхъ  наказаній,  несомнѣнно, 
является  прогрессивнымъ  актомъ  по  сравненію  съ  широко  рас- 
пространенными обыкновеніями  и поползновеніями. 

Вспомнимъ,  далѣе,  что  тѣлесныя  наказанія  существуютъ 
еще  во  многихъ  государствахъ.  Такъ  1893  г.  въ  одной  Англіи 
безъ  колоній  было  наказано  тѣлесно  3056  ч. 1).  Причемъ  число 
тѣлесно  наказанныхъ  въ  этой  странѣ  съ  каждымъ  годомъ  уве- 
личивается. Дѣлаются  попытки  возстановить  тѣлесныя  наказа- 
нія и въ  нѣкоторыхъ  изъ  странъ,  гдѣ  они  были  ранѣе  уничто- 
жены, наир.,  въ  Даніи.  На  нашихъ  глазахъ  одинъ  изъ  выдаю- 
щихся государственныхъ  людей  XX  вѣка  президентъ  Сѣверо- 
американскихъ Соединенныхъ-Штатовъ  Рузевельтъ  въ  посла, 
ніи  къ  Сенату  высказалъ  мысль  о необходимости  установить 
тѣлесное  наказаніе  для  мужей,  дурно  обращающихся  со  своими 
женами.  Впрочемъ  въ  различныхъ  штатахъ  тѣлесныя  наказанія 
существуютъ  и теперь  еще.  По  отношенію  же  въ  инородцамъ 
они  примѣняются  нерѣдко  во  внѣевропейскихъ  владѣніяхъ 
даже  передовыхъ  государствъ.  Въ  то  же  время,  за  послѣд- 
ніе годы,  цѣлыя  группы  криминалистовъ  выступаютъ  въ  за- 
щиту тѣлесныхъ  наказаній,  именно  въ  особенности  одна  изъ 
новѣйшихъ  школъ — антропологическая.  Есть  сторонники  ихъ  и 
среди  представителей  другихъ  уголовноправовыхъ  теченій. 
Даже  такой  весьма  чуткій  къ  популярности  изслѣдователь,  какъ 


Таганцевъ,  Русское  Уголовное  Право,  Т.  II,  стр.  1137. 
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Фр.  Листъ  не  отрицаетъ  ихъ,  по  крайней  мѣрѣ,  въ  нѣкоторыхъ 
случаяхъ.  *).  Особенное  вниманіе  привлекаетъ  къ  себѣ  движеніе 
въ  пользу  тѣлесныхъ  наказаній,  начавшееся  въ  Германіи  въ 
концѣ  семидесятыхъ  годовъ  и имѣющее  представителей  вплоть 
до  настоящаго  времени,  даже  въ  лицѣ  членовъ  судебнаго  вѣдом- 
ства. Въ  этомъ  случаѣ  г.  ТимоФеевъ  указываетъ  на  обширную 
монографію  д-ра  Краусе,  отнюдь  однако  не  изображая  его  пред- 
ставителемъ воззрѣній,  господствующихъ  среди  германскаго 
судебнаго  вѣдомства. 

Такимъ  образомъ,  рядомъ  съ  научнымъ  значеніемъ  темы 
г.  Тимофеева,  нельзя  отрицать  за  ней  и значенія  обществен- 
наго. Съ  этой  точки  зрѣнія  весьма  справедливы  слѣдующія 
слова  его:  «Въ  виду  связаннаго  съ  ними  (т.  е.  съ  тѣлесными 
наказаніями),  позорящаго  элемента  значеніе  ихъ  остается  весьма 
большимъ,  и примѣненіе  ихъ  существенно  затрогиваетъ  какъ 
общество,  такъ  и государство».  «Слѣдуетъ  замѣтить,  что  позор- 
ность  тѣлесныхъ  наказаній  въ  этомъ  смыслѣ  падаетъ  не  только 
на  подлежащихъ  имъ,  но  на  всѣхъ  вообще:  для  первыхъ— это 
непосредственное  безчестіе,  для  другихъ — косвенное  страданіе, 
вызываемое  въ  человѣкѣ  совершаемой  на  его  глазахъ  неспра- 
ведливостью, идущей  въ  разрѣзъ  съ  его  понятіями  объ  обще- 
ственныхъ и правовыхъ  отношеніяхъ»  (стр.  4). 

Наконецъ,  оцѣнивая  значеніе  предмета,  на  которомъ  оста- 
новился г.  ТимоФеевъ,  не  слѣдуетъ  упускать  изъ  виду,  что 
исторія  тѣлесныхъ  наказаній  не  только  въ  Россіи,  но  и вообще 
мало  разработана.  Привѣтствуя  появленіе  книги  г.  Тимофеева, 
проф.  Розинъ  указываетъ,  что  работа  его  относится  къ  отдѣлу 
уголовнаго  права,  который  называется  ученіемъ  о наказаніи  и 
почти  не  имѣетъ  у насъ  спеціально  посвященныхъ  ему  тру- 
довъ. «Эта  новая  для  русской  публики  область  науки  уголов 
наго  права,  выдѣленная  въ  нѣкоторыхъ  университетахъ  въ  осо- 
бую каѳедру,  въ  силу  самой  новизны  своей  не  представляетъ 
еще  достаточнаго  количества  работъ,  изслѣдующихъ  исторію 
родного  права.  За  исключеніемъ  немногихъ  заслужившихъ 
общее  вниманіе  и уваженіе  спеціальныхъ  монографій,  какъ 


*)  Lehrbuch  d.  deutschen  Strafrechts.  Berlin,  1891,  4 Aufl.  S.  258. 
См.  ТимоФеевъ,  2 изд.,  стр.  45. 


821 


«Изслѣдованіе  о смертной  казни»  Кистяковскаго,  «Наказаніе  въ 
русскомъ  правѣ  XVII  вѣка»  Сергѣевскаго  и талантливо  напи- 
саннаго  учебника  Фойнидкаго,  русская  литература  даетъ  лишь 
небольшой  рядъ  разсѣянныхъ  въ  повременныхъ  изданіяхъ,  жур- 
нальныхъ и газетныхъ  статей».  1).  Еще  болѣе  бѣдна  литература 
спеціально  того  вопроса,  которымъ  занимается  авторъ.  Точнѣе, 
она  почти  вовсе  отсутствуетъ. 

Единственная  книга,  имѣющая  ту  же  тему,  что  и изслѣ* 
дованіе  г.  Тимофеева,  это-сочиненіе  3.  М.  Ступина  «Исторія 
тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи  отъ  судебниковъ  до  настоящаго 
времени».  Владикавказъ  1887  г.  Работа  эта  является,  какъ 
свидѣтельствуетъ  прОФ.  Владимірскій-Будановъ,  студенческимъ 
сочиненіемъ.  2).  Въ  ней  на  140  свободно  напечатанныхъ  стра- 
ницъ всего  около  40  страницъ  текста  автора,  остальное—  сплош- 
ныя перепечатки  законовъ  и т.  п.  Напр.,  стр.  49,  50,  66,  71, 
74 — 77,  79—83,  84 — 94,  107  и сл.  Литературныя  указанія  бѣд- 
ны. Въ  изложеніи  вопроса  встрѣчаются  большіе  пробѣлы  и 
ошибки.  Въ  предисловіи  къ  своей  брошюрѣ  г.  Ступинъ  самъ 
говоритъ,  что,  печатая  ее  въ  провинціальномъ  городѣ,  онъ  не 
могъ  пополнить  имѣвшихся  въ  ней  пробѣловъ  и недостатковъ. 
Работа  эта  въ  настоящее  время  устарѣла,  а по  вышеприведен- 
ному мнѣнію  проФ.  Латкина  и никогда  не  имѣла  научнаго  зна- 
ченія. 

Кромѣ  того  свѣдѣнія  по  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ 
Россіи  мы  находимъ  въ  слѣдующихъ  2-хъ  работахъ ; Н.  Сер- 
гѣевскій, Наказаніе  въ  русскомъ  правѣ  XVII  вѣка.  СПб.  1897  г. 
и А.  Филипповъ,  О наказаніи  по  законодательству  Петра  Вели- 
каго въ  связи  съ  реформою.  М.  1891  г.3).  Работы  эти  стоятъ, 
конечно,  неизмѣримо  выше  труда  г.  Ступина,  но  профессора 
Сергѣевскій  и Филипповъ  писали  о наказаніяхъ  вообще  и лишь 
въ  извѣстный  періодъ  русской  исторіи.  Поэтому  они  касались 
только  слегда  вопроса,  изучавшагося  г.  ТимоФеевымъ  спеціально. 
Это  явствуетъ  хотя  бы  изъ  слѣдующаго  сопоставленія : Книга 


*)  Тамъ  же,  стр.  282. 

*)  Отзывъ  про®.  ВладимірскагО'Буданова,  см.  Университетскія  Записки. 
Кіевъ,  1888  г.,  январь. 

3)  Н.  Сергѣевскій,  Разборъ  изслѣдованія  А.  Филиппова.  СПб.  1894  г. 
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г.  Тимофеева  содержитъ  320  стр.  Отдѣлъ  о тѣлесныхъ  наказа- 
ніяхъ у нрОФ.  Сергѣевскаго — 40  стр.,  у про®.  Филиппова — 
11-|-2  стр.  всего ! 

Изъ  другихъ  изслѣдованій  упомянутая  выше  небольшая 
статья  г.  Джаншіева  носятъ  не  уголовноправовой,  а публици- 
стическій характеръ.  Это— не  ученое  и даже  собственно  не  юри- 
дическое изслѣдованіе,  а очеркъ  популярнаго  характера,  въ 
которомъ  главное  вниманіе  обращено  на  то  общественное  дви- 
женіе, подъ  вліяніемъ  котораго  былъ  изданъ  у насъ  знамени- 
тый законъ  17  апрѣля  1863  г , отмѣнившій  плети  и нѣкоторые 
другіе  тяжкіе  виды  тѣлесныхъ  наказаній  1). 

Наконецъ,  также  упомянутыя  уже  сочиненія  гг.  Яковенко 
и Жбанкова,  Ефимова  написаны  именно  по  разбираемому  из- 
слѣдованію г.  Тимофеева.  3). 


4)  Что  касается  свѣдѣній  собственно  по  исторіи  права  тѣлесныхъ  на- 
казаній, то  статья  г.  Джаншіева  не  лишена  крупныхъ  недостатковъ.  Въ  ней  мы 
читаемъ,  напр.,  слѣдующее:  «Различіе  между  Уложеніемъ  1649  года  и Уло- 
женіемъ 1845  г.  сводилось,  главнымъ  образомъ,  только  (?)  къ  постановкѣ 
института  смертной  казни  (!).  Тогда  какъ  первое  назначало  смертную  казнь 
въ  60  статьяхъ,  Уложеніе  1845  г.  ограничивало  примѣненіе  ея  тремя  и че- 
тырьмя случаями,  введя  при  втомъ  ее  впервые  въ  видѣ  общаго  правила  за 
важнѣйшія  политическія  преступленія». 

а)  Незначительныя  отрывочныя  свѣдѣнія  по  исторіи  тѣлесныхъ  нака- 
заній въ  Россіи  находимъ  мы  и въ  различныхъ  совершенно  устарѣвшихъ 
сочиненіяхъ  по  исторіи  наказаній  вообще,  именно:  Калачовъ,  Уголовное 
право  по  Судебнику  царя  Ивана  Васильевича.  Юридическія  Записки,  изд. 
Рѣдкинымъ,  М.  1842  г.  Т.  II,  стр.  327. — А.  Богдановскій.,  Развитіе  понятій 
о преступленіи  и наказаніи  въ  русскомъ  правѣ  до  Петра  Великаго.  М.  1857  г. 
— Д.  Мейчикъ.  Система  преступленій  и наказаній  по  договорамъ  Олега  и 
Игоря  и Правдѣ  Ярослава  (Юридическій  Вѣстникъ,  1875  г.,  январь,  Февраль, 
мартъ. 

Кромѣ  того  въ  разныхъ  изданіяхъ  были  помѣщаемы  публистическія 
статьи  противъ  тѣлесныхъ  наказаній  (Семевскій,  Необходимость  отмѣны  тѣ- 
лесныхъ наказаній.  Р.  М.  1896,  2 — 3.  И др.),  а въ  Юридическомъ  Вѣстникѣ 
1892  г.  были  опубликованы  г.  Бинштокомъ  нѣкоторые  матеріалы  для  исторіи 
отмѣны  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи. 

Наконецъ,  имѣется  еще  статья  г.  Шишкина  : «О  тѣлесныхъ  нака- 
заніяхъ въ  связи  съ  началомъ  наказанія  вообще»  (Юридическій  Вѣстникъ 
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Такимъ  образомъ  слѣдуетъ  заключить,  что  книга  г.  Тимо- 
феева дѣйствительно  — первый  спеціальный  научный  трудъ  о 
тѣлесныхъ  наказаніяхъ  въ  Россіи,  съ  древнѣйшаго  по  Гнастоя- 
щее  время.  Въ  дальнѣйшемъ  мною  будетъ  подробно  показано, 
что  новаго  далъ  онъ  русской  юридической  наукѣ.  Переходимъ 
теперь  къ  разсмотрѣнію  того,  какъ  авторъ  разрѣшилъ  свою 
задачу— изслѣдовать  исторію  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи. 

Источники  русскаго  законодательства. 

Въ  основаніе  своего  изслѣдованія  г.  ТимоФеевъ  положилъ 
широкое  изученіе  источниковъ  положительнаго  права.  Въ  этомъ 
отношеніи  продѣланный  имъ  трудъ  положительно  поражаетъ 
читателя  своею  громадностью.  Главнымъ  источникомъ  для  него 
было  Полное  Собраніе  Законовъ  Россійской  Имперіи.  Достаточно 
сказать,  что  онъ^извлекъ  изъ  этого  грандіознаго  сборника  около 
350  законодательныхъ  актовъ,  въ  число  которыхъ  входятъ  и 
цѣлые  кодексы  русскаго  уголовнаго  права ! Къ  сожалѣнію  я не 
могу  привести  здѣсь  указателя  этихъ  актовъ,  такъ  какъ  это 
заняло  бы  слишкомъ  много  мѣста,  именно  около  3 страницъ, 
если  даже  печатать  указатель  въ  2 столбца. 

Что  касается  времени  до  1649  г.  и вообще  стараго  рус- 
скаго права,  авторъ  пользовался  слѣдующими  извѣстными  изда- 
ніями и сборниками : 1)  Полное  собраніе  русскихъ  лѣтописей, 
2)  Акты,  собранные  въ  библіотекахъ  и архивахъ  Россійской 
Имперіи  археографической  экспедиціей  Императорской  академіи 
наукъ,  3)  Акты  историческіе,  собранные  и изданные  археогра- 
фической коммиссіей,  и Дополненія  къ  нимъ,  4)  Русская  истори- 
ческая библіотека,  издаваемая  археографической  коммиссіей, 
5)  Доклады  и приговоры,  состоявшіеся  въ  царствованіе  Петра 
Великаго,  изданные  Императорской  академіей  наукъ,  6)  Акты, 
относящіеся  до  юридическаго  быта  древней  Руси,  изданные 
археографической  коммиссіей,  7)  Собраніе  государственныхъ 
грамотъ  и договоровъ,  хранящихся  въ  государственной  коммис- 
сіи иностранныхъ  дѣлъ,  и другими. 


1860—61  гг.  Выпуски  X и XI.  Въ  общемъ  58  стр.).  Но  она  разсматриваетъ 
значеніе  тѣлесныхъ  наказаній  вообще.  По  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ 
Россіи  свѣдѣній  не  содержится  въ  ней  вовсе. 
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Особое  вниманіе  авторъ  обратилъ,  конечно,  на  основные 
памятники  нашего  уголовнаго  права.  Кодексы  русскаго  уголов- 
наго права  и даже  проекты  новыхъ  кодексовъ  подробно  изучены 
имъ.  Изъ  Русской  Правды  авторъ  извлекъ  все,  что  только  было 
возможно.  Содержаніе  судебниковъ  1497  и 1557  гг.  все- 
цѣло исчерпано  (стр.  223,  224).  Въ  частности  изъ  Царскаго 
Судебника  авторъ  указываетъ  14  статей.  Уставныя  и губныя 
грамоты  XV  вѣка  также  использованы  имъ  весьма  широко. 
Уставной  книги  разбойнаго  приказа,  первая  редакція  которой 
(XVI  в.)  была  главнымъ  источникомъ  уголовной  части  Уложе- 
нія Царя  Алексѣя  Михайловича,  авторъ  не  разсматриваетъ, 
надо  думать,  потому,  что  она  не  вноситъ  ничего  существенно 
новаго  по  данному  вопросу  по  сравненію  съ  тѣмъ  же  Уложені- 
емъ. Но  онъ,  все  же,  имѣлъ  въ  виду  и ее,  что  доказывается 
упоминаніемъ  о ней  и ссылкой  на  стр.  231.  Въ  отношеніи  Уло- 
женія 1649  г.  г.  ТпмоФеевъ  имѣлъ  выдающагося  предшествен- 
ника въ  лицѣ  проФ.  Сергѣевскаго,  къ  выводамъ  котораго  и при- 
соединяется. Но  въ  то  же  время  авторъ  и самъ  подвергаетъ 
внимательному  изученію  этотъ  великій  памятникъ  русскаго 
права,  указывая  изъ  него  36  статей. 

Проекты  уголовнаго  уложенія  XVIII  и начала  XIX  вѣка 
привлекаютъ  самое  серьезное  вниманіе  г.  Тимофеева.  Изъ  про- 
екта уголовнаго  Уложенія  1754 — 66  гг.  онъ  указываетъ  90  ста- 
тей, изъ  проекта  1813 — 51  статью. 

Но  особое  вниманіе  обращено  было  имъ,  конечно,  на  ко- 
дексы, дѣйствовавшіе  въ  XIX  столѣтіи.  Изъ  XV  тома  Свода 
законовъ  изданія  1833  г.  г.  ТпмоФеевъ  цитируетъ  70  статей, 
изъ  XV  тома  Свода  законовъ  1842  г.  также  70.  Достаточно 
использовано  имъ  и Уложеніе  о наказаніяхъ  уголовныхъ  и ис- 
правительныхъ 1885  г.  со  всѣми  послѣдующими  въ  немъ  из- 
мѣненіями. 

Наконецъ,  авторомъ  привлечены  къ  изслѣдованію  еще  слѣ- 
дующіе сборники : 1)  Статутъ  Великаго  княжества  Литовскаго, 
1811  г.,  2)  Сводъ  военныхъ  постановленій,  1839  г.  Уставъ  во- 
енно-уголовный, 3)  Уставъ  о ссыльныхъ,  изд.  1857  г.,  4)  Сводъ 
учрежденій  и уставовъ  для  ссыльныхъ,  изд.  1890  г.,  5)  Воин- 
скій уставъ  о наказаніяхъ,  изд.  3,  1900  г.,  6)  Положеніе  о 
сельскомъ  состояніи.  Особое  приложеніе  къ  IX  т.  Свода  зако- 
новъ, изд.  1876  г.,  7)  Временныя  правила  о волостномъ  судѣ, 
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8)  Проектъ  уложенія  о наказаніяхъ  уголовныхъ  и исправителѣ 
ныхъ  1844  г.,  9)  Уставъ  о содержащихся  подъ  стражею,  изд. 
1890  г (Т.  XIV)  и другіе. 

Особую  цѣнность  имѣетъ  то,  что  г.  ТимоФеевъ  нерѣдко 
работалъ  по  архивнымъ  матеріаламъ,  частью  не  обнародован- 
нымъ и даже  не  напечатаннымъ.  Въ  особенности  это  слѣдуетъ 
сказать  относительно  свѣдѣній,  почерпнутыхъ  г.  ТимоФеевымъ 
изъ  дѣлъ  II  отдѣленія  Собственной  Е.  В.  Канцеляріи  и изъ 
Архива  Государственнаго  Совѣта,  именно  за  время  до  50  годовъ 
XIX  столѣтія.  Что  касается  сенатскихъ  дѣлъ  1853 — 63  гг.,  то 
они  были  въ  свое  время,  конечно,  напечатаны,  но  не  были  обра- 
щены въ  книжную  торговлю.  Г.  ТимоФеевъ  ссылается  на  нихъ 
впервые.  Вообще,  къ  числу  архивныхъ  данныхъ  относятся : 

1)  Сужденія  Комитета  1817  г.  (Стр.  122 — 125  втораго 
изданія,  какъ  и всюду  въ  другихъ  случаяхъ,  гдѣ  нѣтъ  никакой 
оговорки). 

2)  Сужденіе  Государственнаго  Совѣта  1824  г.  Протоколы 
Общихъ  Собраній  1824  г.  Ха  3.  (Стр.  129). 

3)  Освобожденіе  женщинъ,  кормящихъ  дѣтей.  Дѣло  1822  г. 
Ха  25.  (Стр.  126). 

4)  Обсужденіе  въ  Государственномъ  Совѣтѣ  вопроса  объ 
изъятіяхъ  по  образованію.  Дѣло  II  Отдѣленія  Канцеляріи  Е.  В. 
1847  г.  Ха  50  (Стр.  133—135). 

5)  Разъясненіе  М.  Ю.,  что  малолѣтніе  и несовершенно- 
лѣтніе  пользуются  смягченіемъ  тѣлесныхъ  наказаній  и при  ре- 
цидивѣ. Дѣла  II  отд.  1847  г.  Ха  100  (Стр.  138). 

6)  Обсужденіе  въ  Государственномъ  Совѣтѣ  смягченій  по 
болѣзни.  Дѣла  Департамента  законовъ  1833  г.  46/49.  (Стр.  139)- 

7)  Отмѣна  кнута.  Дѣло  объ  Уложеніи  1845  г.  I— III.  (Стр. 
142 — 153). 

8)  Замѣна  заключенія  тѣлеснымъ  наказаніемъ.  Дѣло  объ 
Уложеніи  1845  г.  I.  Дѣла  II  отд.  1852  г.  № 118.  (Стр.  155). 

9)  Отмѣна  тѣлесныхъ  наказаній  въ  1863  г.  (Стр.  166 — 170). 

10)  Изъятіе  ссыльныхъ  женщинъ.  Дѣло  Ха  101,  1869  г* 
(Стр.  180). 

11)  Отмѣна  плетей  для  ссыльныхъ.  Дѣло  Гражданскаго 
департамента  Ха  188,  1894  г.  (Стр.  162). 

12)  Отмѣна  наказанія  преступниковъ  въ  разныхъ  мѣстахъ. 
Дѣло  Департамента  законовъ  1818  г.  Ха  6, 1819  г.  Ха  25  (Стр.  233). 
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13)  Примѣрность  наказаніи  штицрутенами.  Дѣло  объ  Уло- 
женіи 1845  г.  Ч.  III.  (Стр.  284). 

14)  Наказаніе  наррутенами.  Дѣло  Департамента  законовъ 
1850  г.  Ж 2665.  Дѣло  II  отд.  1842  г.,  Ж 104  (Стр.  294). 

15)  Опредѣленіе  числа  ударовъ  плетьми  и розгами.  Се- 
натскія дѣла  1853 — 63  гг.  (Стр.  276  и 296). 

16)  Примѣненіе  цѣпей  помѣщиками.  Сенатскія  дѣла  1853  г. 
Ж 242.  (Стр.  313). 

Итого  мною  перечислено  16  случаевъ,  въ  которыхъ  г.  Ти- 
моФеевъ  опирается  на  архивный  матеріалъ.  Не  надо  однако 
забывать,  что  сюда  вошли  также  крупныя  въ  исторіи  вопроса 
дѣла,  обнимающія  или  продолжительную  переписку  по  тому  или 
другому  случаю,  или  обсужденіе  разныхъ  важныхъ  и сложныхъ 
вопросовъ  въ  государственныхъ  учрежденіяхъ,  или  цѣлый  рядъ 
случаевъ  въ  судебной  практикѣ.  Если  мы  возьмемъ,  напр.,  ар- 
хивныя дѣла,  указанныя  на  стр.  276  и 296,  то  увидимъ,  что 
ссылка  на  нихъ  г.  Тимофеева  состоитъ  изъ  множества  цифръ, 
а за  каждой  изъ  этихъ  цифръ  стоитъ  особое  судебное  дѣло, 
просмотрѣнное  авторомъ. 

Все  это,  вмѣстѣ  взятое,  представляетъ  такой  обширный 
положительный  матеріалъ,  что  только  настоящій  юристъ  можетъ 
оцѣнить  обширную  работу,  продѣланную  авторомъ.  Такимъ 
образомъ,  самое  меньшее,  что  можно  сказать — это,  что  г.  Тимо- 
Феевъ  привлекъ  болѣе,  чѣмъ  достаточно,  данныхъ  положитель- 
наго права  для  изученія  занимавшаго  его  вопроса  въ  томъ 
объемѣ  изслѣдованія,  въ  какомъ  оно  является  передъ  нами. 
При  всемъ  томъ  г.  ТимоФеевъ  иногда  не  указываетъ  всѣхъ 
источниковъ  положительнаго  законодательства,  которые  приво- 
дятся другими  изслѣдователями,  но  ставить  ему  этого  въ  вину 
конечно  нельзя,  особенно  въ  виду  того,  что  онъ  постоянно  при- 
влекаетъ въ  свое  изслѣдованіе  новыя  данныя,  оставшіяся  неиз- 
вѣстными его  предшественникамъ.  Переходимъ  къ  обозрѣнію 
литературныхъ  источниковъ  вопроса. 

Литературныя  пособія. 

Авторъ  не  даетъ  общаго  обозрѣнія  научной  обработки 
изучаемаго  имъ  вопроса  до  появленія  его  книги.  Объ  этомъ 
нельзя  не  пожалѣть,  хотя  г.  ТимоФеевъ  можетъ  оправдаться 
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тѣмъ,  что  спеціальная  литература  очень  незначительна.  Во  вся- 
комъ случаѣ,  знакомясь  съ  книгой  г.  Тимофеева,  легко  убѣж- 
даешься, что  имъ  совершенно  использованы  труды  немногихъ 
предшественниковъ,  именно,  что  касается  развиваемыхъ  въ 
нихъ  взглядовъ.  Такъ,  онъ  ссылается  на  проФ.  Сергѣевскаго 
(разныя  работы)  на  страницахъ:  4,  50, { 64,  91,  186,  188,  189, 
200,  202,  203,  204,  215,  221,  231,  234,  243,  254,  265,  266,  на 
проФ.  Филиппова  на  стр.  82,  89,  201,  267,  280,  на  г.  Стунина 
на  стр.  50.  Что  же  касается  сообщаемыхъ  этими  изслѣдовате- 
лями положительныхъ  данныхъ  по  исторіи  русскаго  права,  то 
г.  ТимоФеевъ,  въ  общемъ,  не  просто  повторяетъ  ихъ,  но  про- 
вѣряетъ ихъ  по  первоисточникамъ,  дополняетъ  новыми,  не- 
рѣдко даетъ  ранѣе  извѣстному  матеріалу  иное  освѣщеніе,  а 
иногда  и опускаетъ  то,  что  кажется  ему  не  имѣющимъ 
значенія.  Дѣйствительно,  сопоставимъ  книгу  г.  Тимофеева  съ 
выше  указанными  трудами.  Начну  съ  сравненія  книги  г.  Ти- 
мофеева съ  соотвѣтствующимъ  отдѣломъ  книги  г.  Сергѣевскаго. 

Книга  про®.  Сергѣевскаго  является  однимъ  изъ  выдаю- 
щихся ученыхъ  произведеній,  хотя  и навлекла  на  себя  въ  свое 
время  рѣзкія  нападки  съ  нѣкоторыхъ  сторонъ.  Вопросъ  о тѣлес- 
ныхъ наказаніяхъ  въ  XVII  вѣкѣ,  особенно  по  Уложенію  царя 
Алексѣя  Михайловича,  разработанъ  въ  ней  превосходно.  Здѣсь 
въ  особенности  можно  было  бы  ожидать  прямаго  заим- 
ствованія со  стороны  г.  Тимофеева.  Но  этого  нѣтъ.  Такъ  отно- 
сительно источниковъ  положительнаго  права,  которыми  пользо- 
вался тотъ  и другой,  мы  видимъ  слѣдующее.  Подчеркнуты  ис- 
точники, встрѣчаемые  у обоихъ  цитируемыхъ  авторовъ. 


Изъ  Полнаго  Собранія  Законовъ  Россійской  Имперіи 


проФ.  Сергѣевскій  указываетъ 
ѢѢ:  123 — 1654  г..  1693—1699 
г,,  1062—1684  г.,  1362 — 1689 
г.,  734— 1678  г.,  1192— 1686  г., 
561-1613  г.,  233—1658  г., 
1110  — 1685  г.,  728  — 1678  г., 
351  — 1663  г.,  1545  — 1696  г., 
954—1682  г.,  3-1649  г.,  1387 
—1690  г.,  1612— 1697  г.,  105- 
1653  г.,  441  - 1669  г.,  510  — 


г.  ТимоФеевъ  указываетъ  ; 
128-1654  г. (стр.93), 541— 1655г. 
(стр.  93),  255—1659  г.  (стр.222), 
1064—1684  г.  (стр.  222),  1362— 
1689  г.  (стр.  225),  561  — 1673  г. 
(стр.  242), 105-1653  г.(стр.201), 
297-1661  г.(стр.255),  351-1663 
г.  (стр.  256),  3, 29,  62,  74-1649, 
1652  г.  (стр.  86),  441 — 1669  г. 
(стр.  74),  334—1663  г.  (стр 


828 


1672  г.,  334—1663  г., 383-1666 
г.,  772- 1619  г ,843,  846-1680 
г.,970— 1682  г.,  1449-1692  г., 

203—1657  г.,  1004—1683  г., 

362—1664  г.,  1349—1689  г., 

1570—1697  г.,  1404-1691  г., 

1413—1691  г.,  1430-1692  г., 

299  — 1661  г.,  992  - 1683  г., 

1037  — 1683  г.,  1424—1692  г., 

1489—1691  г.,  1181  — 1686  г., 

1315—1688  г.,  1684—1699  г. 

Относительно  новоуказныхъ  статей  и другихъ  Оффиці- 
альныхъ актовъ  XVII  вѣка  сопоставленіе  даетъ  слѣдующіе 
результаты : Изъ  актовъ  историческихъ,  собранныхъ  и издан- 
ныхъ археографической  экспедиціей 


202),  383—1666  г.  (стр.  202), 
846—1680  г.  (стр.  96),  970— 
1682  г.  (стр.  201),  203—1657 
г.  (стр.  204),  1004  — 1683  г. 
(стр.  204),  362 — 1664  г.  (стр. 
197),  1404—1691  г.  (стр.  96 1, 
1413—1691  г.  (стр.  96),  1430 
—1692  г.  (стр.  211). 


проФ.  Сергѣевскій  указываетъ  : 
т.  IV  Ns  158,  т.  IV  № 19,  т.  V 
Ns  280,  т.  IV  Ns  29,  т.  IV  Ns  166, 
т.  Ill  Ns  92,  т.  Ill  Ns  135,  т.  IV 
Ns  10,  т.  V Ns  119,  т.  IV  Ns  178, 
т.  V Ns  236,  т.  IV  Ns  182,  т. 
V Ns  253,  т.  HI  Ns  223,  т.  IV 
Ns  248,  т.  VIII  Ns  69,  т.  V 
Ns  271. 

Изъ  Дополненій  къ  актамъ 
про®.  Сергѣевскій  указываетъ  : 
т.  IV  Ns  73,  т.  VIII  Ns  73,  т. 
XII  NsNs  64,  56,  т.  XII  Ns  17, 
т.  Ill  NsNs  10,  23,  39,  т.  VII 
Ns  61,  т.  XI  Ns  7,  т.  IV  Ns  147, 
т.  VII  №Ns  3,  61,  т.  XI  NsNs  11, 
38,  71,  т.  XII  Ns  59,  т.  IV  Ns 
146,  т.  Ill  Ns  5,  т.  VIII  Ns  30, 
т.  X Ns  107,  т.  II  Ns  56,  т.  VII 
Ns  75,  т.  XI  Ns  17,  т.  Ill  Ns 
117,  т.  VIII  NsNs  50,  51,  т.  VI 
Ns  2,  т.  XII  Ns  86,  т.  XI  NsNs 
74,  10,  11,  т.  II  Ns  47. 


г.  ТимоФеевъ  указываетъ : 
т.  IV  Ns  158,  т.  Ill  Ns  167, 
т.  Ill  № 251,  т.  I Ns  105,  т.  V 

Ns  236,  т.  Ill  Ns  92,  т.  V 
Ns  280. 


историческимъ 
г.  ТимоФеевъ  указываетъ ; 
т.  Ill  Ns  88,  т.  VI  Ns  7,  т.  IX 
Ns  59,  т.  XII  Ns  64,  т.  XII  Ns 
56,  т.  Ill  Ns  52,  т.  II  Ns  47, 
т.  V Ns  34,  т.  X J6  107,  т.  X 
Ns  11,  т III  Ns  68,  т.  XI  Ns  71, 
т.  XII  Ns  59. 


Изъ  Актовъ,  собранныхъ  въ  библіотекахъ  и архивахъ 
Россійской  Имперіи  археографической  экспедиціей  Академіи 
наукъ 

проФ.  Сергѣевскій  указываетъ:  г.  ТимоФеевъ  указываетъ: 

т.  IV  Ш 100,  т.  Ill  № 146,  т.  т.  IV  Ѣ 51,  т.  I Ш 224,  т.  II 
III  № 177,  т.  IV  Ѣ 51.  № 225,  т.  III  Ѣ 266,  т.  IV  № 

284,  т.  III  № 36,  т.  I №№  187, 
192,  194,  т.  III  Ші  40,  132, 
т.  III  Ѣ 313,  т.  IV  Ш*  143, 
164,  165. 

Изъ  Актовъ,  относящихся  до  юридическаго  быта  древней 
Россіи,  изд.  археографической  коммиссіей 

проФ.  Сергѣевскій  указываетъ  : г.  ТимоФеевъ  указываетъ  : 

т II  № 245,  т.  I Ѣ 779,  т.  I т.  I 288,  289,  т.  I ШѢ  55, 
Ѣ 55,  т.  I Шй  61,  69,  1 9.  69,  70. 

Если  мы  обратимся  къ  сопоставленію  литературныхъ  по- 
собій, которыми  пользовались  оба  указанныхъ  автора,  мы  снова 
получимъ  убѣдительныя  данныя : 1)  Сочиненіе  Корба — у г.  Ти- 
мофеева въ  другомъ  изданіи,  въ  Чтеніяхъ  (2  изд.,  стр.  215  и 
др.),  2)  тоже  самое  повидимому  и сочиненіе  Коллинса  (2  изд. 
стр.  196),  3)  изъ  Желябужскаго  г.  ТимоФеевымъ  взяты  стр. 

70,  78,  96,  97,  98  (стр.  257,  268 — 2 изд.),  совпадаютъ  съ  г.  Сер- 
гѣевскимъ лишь  стр.  78,  97,  4)  изъ  князя  Щербатова  у 
г.  Тимофеева  упомянуты  стр.  67  — 68,  у г.  Сергѣевскаго— 67 
(стр.  233,  2 изд.),  5)  кромѣ  того  у г.  Тимофеева  цитируется 
Щербатова  <0  порокахъ  Петра  I»,  стр.  15 — 16,  не  упомина- 
емое г.  Сергѣевскимъ  (стр.  107—2  изд.). 

Наконецъ  у г.  Тимофеева  есть  цѣлый  рядъ  данныхъ,  ко- 
торыхъ нѣтъ  у г.  Сергѣевскаго,  хотя  онъ  и спеціально  изу- 
чалъ XVII  вѣкъ.  Такъ — отмѣтимъ  главное  и второстепенное 
въ  порядкѣ  страницъ  книги  г.  Тимофеева:  1)  На  стр.  86  мы 
находимъ  у г.  Тимофеева  выводы  по  поводу  членовредитель- 
ныхъ  наказаній,  которыхъ  нѣтъ  у проФ.  Сергѣевскаго;  2)  на 
стр.  86—87  примѣры  распространенія  тѣлесныхъ  наказаній  и 
вопросъ  объ  ихъ  позорности,  чего  также  нѣтъ  у проФ.  Сергѣ- 
евскаго • 3)  на  стр.  88 — новые  примѣры,  ранѣе  не  встрѣчавші- 
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еся ; 4)  на  стр.  205  у г.  Тимофеева  приведена  другая  часть 
указа  1637  г.,  чѣмъ  у г.  Сергѣевскаго  на  стр.  145;  5)  на  стр. 
214  полемика  съ  Яневичемъ,  каковой  нѣтъ  у проФ.  Сергѣев- 
скаго; 6)  на  стр.  221  приведено  примѣчаніе  Калмыкова,  на 
каковое  проФ.  Сергѣевскій  только  ссылается  (стр.  151  у проФ. 
Сергѣевскаго) ; 7)  на  стр.  222 — 223  разсматривается  примѣне- 
ніе кнута,  какъ  самостоятельнаго  и добавочнаго  наказанія,  такой 
постановки  вопроса  у проФ.  Сергѣевскаго  нѣтъ ; 8)  на  стр.  224 — 
225  у г.  Тимофеева  свои  примѣры ; 9)  на  стр.  232  по  поводу 
мѣстъ  наказанія  приведено  больше  статей  Уложенія,  чѣмъ  у 
г.  Сергѣевскаго  на  стр.  292,  163,  164;  10)  въ  вопросѣ  о пле- 
тяхъ подробно  разобрано  примѣненіе  ихъ  въ  XVII  в.  среди 
духовенства  (у  проФ.  Сергѣевскаго  стр.  169  ; г.  ТимоФеевъ — 
стр.  263 — 264);  11)  на  стр.  277 — 78  разсмотрѣно  примѣненіе 
шелеповъ  болѣе  подробно,  чѣмъ  у про®.  Сергѣевскаго  (стр.  288); 
12)  на  стр.  313  разсмотрѣно  посаженье  на  цѣпь,  у про®.  Сер- 
гѣевскаго нѣтъ  этого  въ  отдѣлѣ  тѣлесныхъ  наказаній ; 13)  про- 
пуски, которые  иногда  встрѣчаются  у проФ.  Сергѣевскаго  (напр. 
на  стр.  138  въ  ссылкѣ  на  главу  XXI  Уложенія  пропущена 
ст.  63,  на  стр.  167  въ  главѣ  X Уложенія  пропущены  статьи 
119,  146,  154,  на  стр.  292  пропущены  IX,  5 и XXI,  15,  63) 
отсутствуютъ  у г.  Тимофеева  (стр.  204  и другія). 

Тѣ  же  результаты  даетъ  сопоставленіе  труда  г.  Тимофеева 
съ  работой  проФ.  Филиппова.  Начнемъ  съ  источниковъ. 

Изъ  докладовъ  и приговоровъ 
Изъ  Полнаго  Собранія  Законовъ  (только  XVIII  в.  съ  1700  г.) 


г.  Филипповъ 

г.  ТимоФеевъ 

г.  Филипповъ 

г.  ТимоФеевъ 

указыв. 

указыв.  XsXs : 

указываетъ : 

указываетъ  : 

1893, 

1893  (стр.  215), 

т.  I NsNs  14, 

т.ІЖ№81,  186, 

1924, 

1887  (стр.  227), 

90,  168,  336, 

193,  534  (стр. 

1957, 

1957  (стр.  215), 

344,  т.  И,  ѢѢ 

81),  237  (стр. 

2026, 

2026  (стр.  205), 

61,  153,  911, 

280);  т.  II  ѢѢ 

2635, 

2019  (стр.  83), 

419,  902,  607, 

305,  911  (стр. 

2704, 

2031  (стр.  83), 

667;  т.  III  ѢѢ 

225),  т.  III  ѢѢ 

2716, 

2062  (стр.  83), 

241,  373,  555, 

767  (стр.  208), 

2823, 

2078  (стр.  83), 

565,  263,923, 

22  (етр.  261), 

2885, 

2068  (стр.  83), 

959, 1096, 1010, 

923  (стр.  261), 

2895, 

2900  (стр.  83), 

574, 1124,1177, 

т.  IV  ѢѢ  538, 
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2915, 

2716  (етр.  208), 

61,  517,  752, 

(стр.  261),  611 

2965, 

2755  (стр.  84), 

668, 1254;  т.  IV 

(стр.  261),  702 

2932, 

2859  (стр.  84), 

XsXs  284,  535, 

(стр.  26 1),  т.  V 

3005, 

2467  (стр.  211), 

528. 

Ха  Ха  530  (стр. 

3057, 

2871  (стр.  93), 

261),  570  ('стр. 

3210, 

2343  (стр.  207), 

261). 

3213, 

2704  (стр.  207), 

3039, 

2532  (стр.  280), 

3294, 

2756  (стр.  227), 

3346, 

2157  (стр.  255), 

3509, 

3586  (стр.  226), 

3633, 

3847  (стр.  226), 

3755, 

3212  (стр.  227), 

3477, 

3950  (стр.  261), 

3223, 

3633  (етр.  278), 

3984, 

3134  (стр.  84), 

3760, 

3136  (стр.  83), 

3971, 

3445  (стр.  84), 

3743, 

3859  (стр.  84), 

3534, 

3760  (стр.  94), 

3922, 

3382  (стр.  207), 

3754, 

3203  (стр.  207), 

4047, 

3490  (стр.  207), 

4578, 

3509  (стр.  207), 

4343, 

3515  (стр.  208), 

4311, 

3149  (стр.  209), 

4012, 

3477  (стр.  232), 

4181, 

4047  (стр.  207), 

6069, 

4147  (стр.  92), 

4585, 

4652  (стр.  84), 

4578, 

4520  (стр.  94), 

4633, 

4417  (стр.  205), 

4157, 

4109  (стр.  222), 

4417. 

4130  (стр.  257), 
4190  (стр.  261), 
4634  (стр.  278). 

• 

То  же  самое  мы  видимъ,  сравнивая  содержаніе  обѣихъ 
работъ,  именно  у г.  Тимофеева  мы  встрѣчаемъ  слѣдующія  дан- 
ныя, которыхъ  нѣтъ  у г.  Филиппова : начало  исчезновенія 
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чденовредительныхъ  наказаній  (стр.  95—97),  зависимость  на- 
казанія отъ  ранга  (стр.  108 — 109),  вырѣзаніе  ноздрей  для  раз- 
личенія преступниковъ  (стр.  203  — 208),  способы  клейменія 
(стр.  211,  214,  215),  битье  плетьми  (стр.  267  — 69,  279),  битье 
кошками,  линьками,  лозами  (стр.  278,  279,  293,  311),  объемъ 
примѣненія  шпицрутеновъ,  число  ударовъ  (стр.  285,  287,  288, 
289).  Кромѣ  того  г.  ТимоФеевъ  исправляетъ  ошибку  г.  Филип- 
пова, считающаго,  что  наказаніе  плетьми  было  тяжелѣе  наказа- 
нія кнутомъ  (проФ.  Филипповъ,  стр.  335,  г.  ТимоФеевъ,  стр.  267 
— 8).  Наконецъ,  не  надо  упускать  изъ  виду,  что  проФ.  Филип- 
повъ посвящаетъ  тѣлеснымъ  наказаніямъ  въ  эпоху  Петра  всего 
13  стр.,  а г.  ТимоФеевъ  тому  же  вопросу — 36  стр.  текста.  Объ 
эпохѣ  Петра  Великаго  говорится  у него  на  стр.  88,  92,  93,  94 
—96,  97,  99,  108,  201,  202,  205,  206,  207,  214,  215,  226,  227, 
231,  232,  256,  257,  261,  267,  268,  269,  278,  279,  280,  285,287, 
288,  289,  293,  311,  314. 

Что  касается  г.  Ступина  и г.  Джаншіева,  то  различіе  въ 
количествѣ  законодательнаго  матеріала,  положеннаго  тѣмъ  и 
другимъ  въ  основаніе  ихъ  работъ,  настолько  явно  незначительно 
по  сравненію  съ  работой  г.  Тимофеева,  что  въ  этихъ  случа- 
яхъ нѣтъ  основанія  дѣлать  подробныя  сопоставленія ; что  же 
касается  содержанія  указанныхъ  работъ,  то  сравненіе  ихъ  съ 
соотвѣтствующими  мѣстами  книги  г.  Тимофеева  даетъ  слѣду- 
ющее. 

Сопоставить  книгу  г.  Ступина  съ  книгой  г.  Тимофеева 
очень  трудно,  такъ  какъ  послѣдняя  въ  нѣсколько  разъ  богаче 
содержаніемъ,  чѣмъ  первая.  Не  надо  забывать,  что  изслѣдова- 
ніе г.  Тимофеева  на  200  стр.  обширнѣе  изслѣдованіи  г.  Сту- 
пина. Въ  то  же  время  послѣдній  наполняетъ  большую  часть 
своей  работы  перепечаткой  статей  разныхъ  законодательныхъ 
памятниковъ  и пр.,  чего  почти  не  встрѣчается  у г.  Тимофеева,  кото- 
рый довольствуется  обыкновенно  краткимъ  Формулированіемъ 
въ  нѣсколькихъ  словахъ  содержанія  ихъ.  Если  бы  онъ  слѣдо- 
валъ способу  изложенія  г.  Ступина,  книга  его  достигла  бы  гро- 
мадныхъ размѣровъ. 

Слѣдуя  порядку  страницъ  книги  г.  Тимофеева,  мы  видимъ, 
что  у него  Русская  Правда  разработана  подробнѣе,  чѣмъ  у г. 
Ступина  (стр.  66  и др.).  Засимъ  указано  значеніе  византизма 
(стр.  65),  татарскаго  ига  (стр.  63 — 4,  [69 — 70),  рабства  (стр. 


833 


65 — 66),  сдѣлано  указаніе  на  Литовскій  Статутъ  (стр.  67),  чего 
нѣтъ  у г.  Ступина  (сравн.  у г.  Тимофеева  63 — 70  стр.  и у г* 
Ступина— 11 — 12).  Весь  отдѣлъ  о XVII  ст.  изложенъ  у г.  Ти- 
мофеева полнѣе  (см.  стр.  195 — 97,  199,  200 — 204,  211,  223,  226, 
227,  231,  232,  234,  243,  245,  254,  256,  259  — 261,  263,  264, 
277).  Гораздо  подробнѣе  разсмотрѣны  общія  условія  развитія 
тѣлесныхъ  наказаній  въ  это  время  (у  г.  Ступина  стр.  14,  15, 
у г.  Тимофеева  стр.  80  — 84).  Указано  сокращеніе  примѣненія 
членовредительныхъ  наказаній  (стр.  86),  а также  примѣненіе 
плетей  и шелеповъ  (стр.  263,  277\  чего  у г.  Ступина  нѣтъ. 
Въ  эпоху  Петра  Великаго^;  новымъ  сравнительно  съ  г.  Ступи- 
нымъ является  вопросъ  о членовредительныхъ  наказаніяхъ 
(стр.  94,  97),  о плетяхъ  (стр.  267,  268)  и вообще  весь  отдѣлъ 
развитъ  и изложенъ  гораздо  полнѣе  (у  г.  Ступина  стр.  22 — 36, 
у г.  ТимоФеева-88— 97,199,  201,  202,  204,  204,  205,  207,  278, 
279,  287—289,  215,  226,  255,  261,  263,  311,  314).  Эпоха  Ели- 
саветы Петровны  занимаетъ  у г.  Ступина  лишь  39 — 40  стр.,  у 
него  не  говорится  о смягченіи  наказаній  по  возрасту  (у  г.  Ти- 
мофеева стр.  91—92),  объ  исчезновеніи  членовредительныхъ  на- 
казаній (стр.  95,  97,  98,  199),  о проектахъ  1754 — 1766  гг.  и о 
примѣненіи  отдѣльныхъ  наказаній:  о кнутѣ  (стр.  227 — 229), 
рваньѣ  ноздрей  (стр.  109),  плетяхъ  (стр.  271—272),  батогахъ 
(стр.  257),  о позорности  тѣлесныхъ  наказаній  (стр.  109),  не  сказа- 
но объ  отмѣнѣ  рванья  ноздрей  у женщинъ,  и лишь  упомянуто  клей- 
меніе (г.  ТимоФеевъ,  стр.  92)  и вообще  не  упомянуто  о рваньѣ 
ноздрей  при  ссылкѣ  въ  каторгу  (г.  Ступинъ,  стр.  40).  Въ  эпоху 
Екатерины  II  г.  Ступинымъ  (стр.  40 — 50)  не  затронуто  разви- 
тіе представленія  о позорнОсти  тѣлесныхъ  наказаній  (г.  Тимо* 
Феевъ,  стр.  105—107)  и привилегій  (стр.  407 — 110),  не  затро- 
нуты коммиссія  1762  г.  и проекты  1754—66  гг.  (стр.  110 — 111) 
не  упомянуто  Фактическаго  непримѣненія  тѣлесныхъ  наказаній 
до  1785  г.  къ  дворянамъ  (стр.  112),  а также  отношеніе  Ека- 
терины II  къ  тѣлеснымъ  наказаніямъ  (стр.  115 — 116),  не  ука- 
заны способы  клейменія  (стр.  212  — 213)  и примѣненія  наказа- 
ній (стр.  271,  276,  295,305).  Въ  эпоху  Павла  І-го  (г.  Ступинъ, 
стр.  51 — 53)  не  указывается  на  попытку  освободить  духовен- 
ство отъ  тѣлесныхъ  наказаній  (г.  ТимоФеевъ,  стр.  118)  и не- 
вѣрно объясняется  указъ  1799  г.  о наказаніяхъ  за  кражу  (стр. 
53),  такъ  какъ  публичное  наказаніе  плетьми  и ссылка  примѣ- 
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нялись  уже  раньше  (г.  ТимоФеевъ,  стр.  270).  Въ  эпохѣ  Алек- 
сандра I (г.  Ступинъ,  стр.  54  — 56)  у г.  Ступина  не  говорится 
объ  изъятіяхъ  (г.  ТимоФеевъ,  стр.  121),  о Комитетѣ  1817  г. 
(стр  121 — 125,  206),  о проектахъ  отмѣны  кнута  (стр.  125 — 
129),  о проектѣ  1813  г.  (стр.  229,  273),  о наказаніи  кнутомъ 
(стр.  233 — 234).  Въ  эпоху  Николая  I у г.  Ступина  изложенъ 
Сводъ  Законовъ  (стр.  59—71)  Уложеніе  1845  г.  (стр.  72—94), 
Уставъ  о ссыльныхъ  (стр.  95 — 104)  и указъ  1853  г.  Ни  оцѣнки, 
ни  характеристики  эпохи  нѣтъ  (у  г.  Тимофеева,  стр.  129 — 
132),  нѣтъ  далѣе  свѣдѣній  о развитіи  привилегій  (стр.  133 — 
135),  неполно  указаны  причины  смягченій  тѣлесныхъ  наказа- 
ній (стр.  138 — 141),  нѣтъ  исторіи  отмѣны  кнута  (стр.  141  — 
154),  наконецъ  имѣются  и другіе  пробѣлы  (ср.  у г.  Тимофеева 
стр.  241,  219,  217,  218,  295,  296,  313-316).  Въ  эпохѣ  Алек- 
сандра  II  у г.  Ступина  (стр.  107 — 132)  перепечатаны  и ча- 
стью изложены  безъ  поясненій  записка  кн.  Орлова,  журналъ 
Комитета,  записка  Филарета,  Указъ  1863  г.,  Уложеніе  о нака- 
заніяхъ изд.  1866  г.  и Военно-Уголовные  Уставы  1859  и 1869  г. 
У г.  Тимофеева — краткое  изложеніе  содержанія  отдѣльныхъ  ак- 
товъ этого  времени,  причемъ  дается  гораздо  больше  свѣдѣній 
(стр.  156—159,  169—161).  Время  отъ  1863  г.  до  1904  г.  не 
разсмотрѣно  г.  Ступинымъ,  который  заключаетъ  1869  годомъ 
и то  лишь,  что  касается  Военнаго  устава.  Наконецъ,  свѣдѣній 
о выполненіи  тѣлесныхъ  наказаній,  весьма  подробныхъ  у г. 
Тимофеева  (стр.  208 — 211,  220,  236,  237—253,  257  и ел.,  276, 
281—287,  295—319)  у г.  Ступина  вовсе  не  сообщается. 

Что  касается  небольшой  публицистической  статьи  г.  Джан- 
шіева,  излагающей  идеи,  подъ  вліяніемъ  которыхъ  былъ  изданъ 
законъ  1863  г.,  то  результаты  сравненія  ея  съ  соотвѣтствую- 
щими мѣстами  книги  г.  Тимофеева  таковы:  О смягченіи  нака- 
ній  (стр.  138—140)  у г.  Тимофеева  гораздо  полнѣе  по  архив- 
нымъ даннымъ.  У г.  Тимофеева  на  стр.  157  выписка  изъ  Свода 
мнѣній,  у г.  Джаншіева  изложеніе  ихъ  содержанія.  На  стр.  158  у г. 
Тимофеева  указываются  законы,  которыхъ  нѣтъ  у г.  Джанші- 
ева. Сохраненіе  тѣлесныхъ  наказаній  въ  положеніи  1861  г.  у 
г.  Джаншіева  изложено  подробнѣе,  чѣмъ  у г.  Тимофеева  (стр. 
159,  2 изд.),  тоже  записки  кн.  Орлова  (стр.  160 — 161,  2 изд.) 
и митрополита  Филарета  (168  стр.,  2 изд.).  Мнѣніе  В.  К.  Кон- 
стантина Николаевича~"(стр.  162 — 3,  2 изд.)  у^г.- ТимоФеева^из- 
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ложено  самостоятельно ; мнѣніе  Валуева  подробнѣе,  чѣмъ  у г. 
Джаншіева  (стр.  163—165).  Мнѣніе  Буцковскаго  подробнѣе  из- 
ложено у г.  Джаншіева  (165  стр  2 изд  ).  Дополнительныхъ  за- 
мѣчаній кн.  Орлова  у Джаншіева  нѣтъ  (стр.  166),  Мнѣніе  Аннен- 
кова у него  подробнѣе  (стр.  166),  также  и мнѣніе  гр.  Нанина 
(167  стр.).  Заключенія  Комитета  у г.  Тимофеева  изложены  под- 
робнѣе и,  какъ  и предыдущее,  на  основаніи  архивныхъ  дан- 
ныкъ,  тоже  и разсмотрѣніе  проекта  въ  департаментѣ  (169  стр. 
2 изд.),  у г.  Джаншіева  нѣтъ  указаній  на  это.  Свѣдѣній  объ 
издан.  1866  г.  Уложенія  о наказаніяхъ  (стр.  171 — 172)  у г. 
Джаншіева  опять  таки  нѣтъ. 

Заключеніе  можетъ  быть  одно,  именно  что  работа  г.  Тимо- 
феева является  самостоя іельнымъ  изслѣдованіемъ,  оставляющимъ 
позади  себя  все,  что  было  сдѣлано  раньше.  Но  г.  ТимоФеевъ 
исчерпалъ  не  только  всю  спеціальную  литературу  вопроса; 
онъ  широко  ознакомился  если  не  со  всѣми,  то  съ  очень  мно 
гими  работами,  которыя  имѣли  какое  либо  отношеніе  къ  нему. 
Такихъ  работъ,  что  касается  основныхъ  двухъ  отдѣловъ  его 
работы,  я насчиталъ  около  200 ! Къ  сожалѣнію  я не  могу  при- 
вести здѣсь  еписка  ихъ,  такъ  какъ  онъ  занялъ  бы  слишкомъ 
много  мѣсто.  Въ  большинствѣ  случаевъ  это  сочиненія  по  уго- 
ловному праву,  историческіе  труды  и записки  и воспоминанія 
современниковъ. 

Обозрѣвая  громадный  литературный  матеріалъ,  который 
г.  ТимоФеевъ  имѣлъ  въ  своемъ  распоряженіи,  я не  могу  не 
сказать,  что  имъ  сдѣлано  и въ  этомъ  отношеніи  по  меньшей 
мѣрѣ  все,  что  можно  требовать  отъ  магистерской  диссертаціи. 
Само  собою  разумѣется,  литературныя  указанія  автора  не  ли- 
шены разныхъ  погрѣшностей.  Такъ,  пособіе  къ  лекціямъ  по 
русскому  уголовному  праву  Н Д.  Сергѣевскаго  указывается 
по  изданію  1890  г.  Съ  тѣхъ  поръ  были  изданія  1900  и 1904  гг. 
Если  послѣднимъ  авторъ  не  могъ  воспользоваться,  то  изданіе 
1900  г.  онъ  все  же  могъ  бы  указать.  Извиненіе  можетъ  быть 
лишь  въ  томъ,  что  оно  является  по  данному  вопросу  просто 
перепечаткой  перваго.  Далѣе  указанное  раньше  примѣчаніе 
проФ.  Владимірскаго- Буданова  (на  стр.  319  Обзора,  3 изд.) 
осталось  повидимому  неизвѣстно  г.  Тимофееву,  который  и во 
2 изданіи  своей  книги  ссылается  на  1 изданіе  Обзора  г.  Бу- 
данова Это  также  слѣдуетъ  поставить  ему  въ  вину,  хотя 
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и очень  небольшую,  такъ  какъ  обширный  Обзоръ  удѣляетъ 
тѣлеснымъ  наказаніямъ  всего  нѣсколько  строкъ  *). 

Таковы  тѣ  законодательные  и литературные  матеріалы, 
которыми  располагалъ  авторъ.  Прежде,  чѣмъ  говорить  о за- 
ключеніяхъ, къ  какимъ  привело  его  изслѣдованіе,  посмотримъ 
на  пріемы  его  работы. 

Пріемы  научнаго  изслѣдованія  и изложенія  въ  диссер- 
таціи г.  Тимофеева. 

Работа  г.  Тимофеева  носитъ  историческій  и притомъ  пре- 
имущественно описательный  характеръ.  Авторъ  главнымъ  об- 
разомъ излагаетъ  исторію  каждаго  изъ  видовъ  тѣлесныхъ  на- 
казаній, которые  исторически  примѣнялись  у насъ,  и общій 
ходъ  ихъ  появленія,  развитія  и вымиранія  въ  русскомъ  правѣ. 
Описательнымъ  характеромъ  отличаются  и другія  изслѣдова- 
нія поданному  вопросу:  гг.  Ступина, Филиппова,  Сергѣевскаго. 
И это  совершенно  естественно.  Прежде  всего  слѣдуетъ  собрать 
данныя  по  изучаемому  историческому  вопросу  и установить 
относящіеся  къ  нему  Факты.  Во  всякомъ  случаѣ  надо  помнить, 
что  криминалистъ  не  можетъ  замыкаться  въ  одну  догму.  Онъ 
долженъ  быть  также  и историкомъ.  Криминалистъ  исключитель- 
ный догматикъ  не  болѣе  какъ  половина  настоящаго  ученаго 
юриста,  а можетъ  быть  и того  менѣе.  Таково  основное  содер- 
жаніе книги  г.  Тимофеева.  Но  онъ  этимъ  не  ограничивается. 

Прежде  всего  авторъ  значительно  расширяетъ  область 
своего  изслѣдованія.  «Въ  виду  широкаго  значенія  тѣлесныхъ 
наказаній,  какъ  дисциплинарной  мѣры,  я »,  говоритъ  онъ,  «счелъ 
нужнымъ  указывать  въ  соотвѣтствующихъ  мѣстахъ  и ихъ  при- 
мѣненіе въ  дисциплинарномъ  порядкѣ,  иногда  представляюще- 
еся не  менѣе  важнымъ  и характернымъ,  чѣмъ  'примѣненіе  по 
суду»  (стр.  IV).  Въ  то  же  время  онъ  говоритъ  и объ  актахъ 
политической  мести,  которые  нерѣдко  близко  стояли  къ  нака- 
заніямъ древности. 


1)  3 изд.,  стр.  318,  350  и 363. 
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Дѣйствительно,  въ  прежнее  время  при  отсутствіи  или  не- 
достаточной кодификаціи  дѣйствовавшаго  права  граница  между 
судебными  дѣйствіями  властей  и чисто  Фактическими  далеко  не 
была  столь  опредѣленной,  какъ  теперь.  Здѣсь  не  мѣшаетъ  вспом- 
нйть  слова  проФ.  Владимірскаго-Буданова : «Въ  болѣе  раннюю 
эпоху,  ири  господствѣ  обычнаго  права,  можно  признать  право- 
мѣрными и нѣкоторые  виды  наказаній,  не  упомянутые  въ  за- 
конѣ» М.  Не  надо  упускать  изъ  виду  также  того  обстоятельства ? 
что  уголовный  законъ  далеко  не  имѣлъ  въ  прошломъ  той  силы, 
которую  онъ  нынѣ  имѣетъ.  Постоянное,  напр.,  явленіе  состав- 
ляло назначеніе  судомъ  пли  вообще  властью  не  того  наказанія, 
которое  указывалось  въ  законѣ.  Наконецъ,  акты  политической  ме- 
сти и произвола  нерѣдко  проявлялись  въ  тѣхъ  же  самыхъ  Фор- 
махъ, какъ  и наказанія  въ  собственномъ  смыслѣ  слова.  Во 
всякомъ  случаѣ,  политическія  злодѣянія  служили  однимъ  изъ 
лучшихъ  показателей  нравственнаго  и юридическаго  состоянія 
общества.  Поэтому  остановиться  на  нихъ  было  весьма  по- 
лезно 2). 

Нельзя  не  пожалѣть  о томъ,  что  г.  ТимоФеевъ  этимъ  огра- 
ничился, въ  особенности,  что  онъ  не  привлекъ  въ  достаточной 


*)  Университетскія  Записка.  Кіевъ.  1887.  Стр.  25. 

*)  Про* *.  Дебольскій  ставитъ  въ  упрекъ  г.  Тимофееву  то  обстоятель- 
ство, что  онъ  «при  изученіи,  въ  исторической  послѣдовательности  тблеснаго 
наказанія  не  различаетъ  случаевъ  примѣненія  тѣлеснаго  наказанія  въ  тѣс- 
номъ смыслѣ*  отъ  членовредительства  или  причиняющаго  боль  и позоръ 
дѣйствія,  вызваннаго  произволомъ,  или  своеобразно  понятыми  политическими 
цѣлями»  (тамъ  же,  стр.  5).  Но  во  второмъ  изданіи  книги  г.  Тимофеева  ника- 
кого смѣшенія  явленій  разной  юридической  природы,  которое  вмѣлъ  въ  виду 
г.  Дебольскій,  нѣтъ.  Хотя,  если  бы  оно  и было,  вт  за  автора  была  бы  не  ве- 
лика... Смѣшеніе  наказанія  и политической  мести  находимъ  мы  и у про®.  Бог' 
дановскаго,  тамъ  же,  стр.  61.  Трудность  отдѣлить  юридическія  отношенія 
отъ  чисто  Фактическихъ  усматривается  и въ  трудѣ  про®.  Сергѣевскаго.  Нака- 
заніе въ  русскомъ  правѣ  ЛУИ  в.  Спб.  1887  г.  (проФ.  Владимірскій-Буда- 
новъ.  Университетскія  Записки.  Кіевъ.  1889.  Стр.  99)  — Такі,  на  стр.  196 
г.  ТимоФеевъ  указываетъ  на  ослѣпленіе  кн.  Василько,  но  опредѣленно  оговари- 
вается, что  этотъ  случай  относится  къ  примѣрамъ  ослѣаленія  изъ  нолити  . 
ческихъ  видовъ  или  мести  и пр. 
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мѣрѣ  въ  свое  изслѣдованіе  русскаго  военнаго  законодательства 
и церковнаго  права.  Развиваясь  подъ  подавляющимъ  вліяніемъ 
иностраннаго  арава,  то  п другое  все  же  были  связаны  и съ 
русскимъ  уголовнымъ  закономъ,  были  русскимъ  правомъ. 

Установивъ  такимъ  образомъ  область  подлежавшихъ  его 
изслѣдованію  явленій,  авторъ  пытается  засимъ  дать  имъ  поли- 
тико-соціальное освѣщеніе.  Онъ  разсматриваетъ  общія  условія 
русской  жизни,  народной  и государственной,  вліявшія  на  по- 
явленіе, развитіе  и постепенное  вымираніе  у насъ  тѣлесныхъ 
наказаній,  становится,  такъ  сказать,  отчасти  философомъ  рус- 
ской исторіи.  «Разсматривая  исторію  тѣлесныхъ  наказаній,  я»,  го- 
воритъ г.  ТимоФеевъ,  «счелъ  необходиыимъ  коснуться  важнѣйшихъ 
правовыхъ,  соціальныхъ  и политическихъ  условій,  благопріят- 
ныхъ или  неблагопріятныхъ  для  тѣлесныхъ  наказаній»  (стр.  IV). 
При  этомъ  ему  приходилось,  конечно,  постоянно  выходить  изъ 
области  собственно  юридическихъ  отношеній  и углубляться  въ 
бытовую  исторію  нашего  прошлаго.  Конечно,  это  значительно 
поднимаетъ  научный  интересъ  и общественное  значеніе  работы, 
хотя  въ  этомъ  отношеніи  авторъ  лишь  шелъ  по  стопамъ  сво- 
ихъ предшественниковъ  1). 

Дѣйствительно,  только  записки  современниковъ  и сочине- 
нія по  русской  исторіи  могутъ  дать  необходимыя  свѣдѣнія  для 
возстановленія  дѣйствительнаго  значенія  разныхъ  тѣлесныхъ 
наказаній  стараго  времени,  особенно  свѣдѣнія  о выполненіи  на- 
казаній на  дѣлѣ.  Въ  наше  время,  кажется,  является  уже  аксіо- 
мой, что  изучать  право  можно  только  въ  связи  со  всей  той 
жизненной  обстановкой,  среди  которой  оно  дѣйствуетъ.  Безъ 
этого  самый  интересный  и важный  юридическій  трудъ,  особенно 
посвященный  прошлому,  можетъ  превратиться  въ  мертвенное, 
безплодное  упражненіе. 

Опять  таки  къ  сожалѣнію,  этимъ  авторъ  и ограничиваетъ 
научное  освѣщеніе  собраннаго  имъ  богатаго  историческаго 
матеріала. ^Въ  этомъ  отношеніи  въ  особенности  онъ  не  сдѣлалъ 
всего,  что  можно  было  бы  желать.  Начать  съ  того,  что  догмати- 


*)  У про*.  Сергѣевскаго,  напр.,  въ  отдѣлѣ  о кнутѣ  (стр.  150—164) 
юридическимъ  матеріаломъ  занята  всего  одна  150  страница. 
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чрскій  методъ  не  былъ  примѣненъ  г,  Тимофеевы мъ  въ  доста- 
точной степени.  Положимъ,  какъ  я выразился  въ  другомъ  мѣ- 
стѣ* 1): «Право,  прежде  всего,  ~ историческое  явленіе,  а затѣмъ 
только  — логическое  построеніе».  Но  юристъ,  думается,  наобо- 
ротъ, прежде.  всего— догматикъ,  а потомъ  уже — историкъ2).  Ав- 
торъ не  даетъ  намъ  полной  лѣстницы  тѣлесныхъ  наказаній  въ 
ту  или  другую  пору  и ограничивается  перечисленіемъ  и опи- 
саніемъ различныхъ  видовъ  ихъ.  Онъ  не  сопоставляетъ  тѣлес- 
ныя наказанія  съ  другими,  примѣнявшимися  одновременно  съ 
ними,  и оставляетъ  въ  сторонѣ  систематическое  изученіе  тѣхъ 
преступленій,  за  которыя  полагалось  тѣлесное  наказаніе,  огра- 
ничиваясь приведеніемъ  примѣровъ  подобныхъ  преступленій  и 
тѣмъ,  несомнѣнно,  лишая  себя  возможности  сдѣлать  разныя 
важныя  обобщенія  3). 

Вторымъ  пробѣломъ  работы  является  недостаточное  при- 
мѣненіе историко-сравнительнаго  метода.  Пробѣлъ  этотъ  впро- 
чемъ отчасти  восполняется  очеркомъ  исторіи  тѣлесныхъ  нака- 
саній  въ  западно-европейскихъ  государствахъ.  Очеркъ  этотъ 
занимаетъ  47  страницъ,  такъ  что  является  сравнительно  со 
всѣмъ  объемомъ  изслѣдованія  (320  стр.)  достаточно  обширнымъ. 


*)  См.  разборъ  диссертаціи  про®.  И.  Гурлянда.  Ж.  М.  Н.  lip.  СССХХІѴ. 
1899.  8,  отд.  2,  стр.  516  533. 

1)  Въ  этомъ  отношеніи  я не  могу  согласиться  съ  прОФ.  Дебольскимъ, 
который  говоритъ  въ  защиту  точки  зрѣнія,  на  которой  стоитъ  г.  ТимоФеевъ: 
іВопросъ  не  допускалъ  догматическаго  изученія.  Живя  въ  то  время,  когда 
тѣлесныя  наказанія  отходятъ  мало  по  малу  въ  область  преданій,  авторъ, 
безъ  сомнѣнія  и не  могъ  отнестись  къ  нимъ  иначе,  какъ  къ  историческому 
матеріалу  (тамъ  же,  стр.  5).  Не  могу  согласиться  хотя  бы  потому,  что  исто- 
рія права  есть  именно  его  движущаяся  догма. 

•)  Положимъ,  въ  общемъ  и его  предшественники  шли  тѣмъ  же  самымъ 
путемъ.  У г.  Сергѣевскаго  также  нѣтъ  перечня  статей,  напр.,  о кнутѣ  *,  на 
стр.  150  просто  говорится  о 140  статьяхъ,  въ  которыхъ  онъ  упоминается. 
Но  въ  2 — 3 случаяхъ  они  шли  дальше.  У г.  Ступина  имѣется  подробное  пе- 
речисленіе статей  Судебниковъ  (13,  14  стр.),  перечисленіе  наказаній  и пре- 
ступленій по  Воинскому  уставу  (стр.  26 — 36).  Съ  своей  стороны  г.  Сергѣев- 
скій даетъ  на  стр.  292  указатель  статей  Уложенія,  въ  которыхъ  устанавли- 

ваются тѣлесныя  наказанія. 
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Касается  онъ  всѣхъ  главныхъ  моментовъ  исторіи  тѣлес- 
ныхъ наказаній:  Возникновеніе  тѣлеснымъ  наказаній.  Тѣлесныя 
наказанія  въ  Греціи  и Римѣ.  Тѣлесныя  наказанія  у герман- 
скихъ народовъ,  т.  е.  въ  средневѣковой  Европѣ.  Тѣлесныя  на- 
казанія во  Франціи.  Тѣлесныя  наказанія  въ  Германіи.  Кромѣ 
того,  хотя  въ  болѣе  или  менѣе  общихъ  замѣчаніяхъ,  г Тимо- 
Феевъ  останавливается  на  тѣхъ  иноземныхъ  вліяніяхъ,  которыя 
всегда  были  сильны  въ  русскомъ  правѣ.  Онъ  говоритъ  о влія- 
ніи византійскаго  (стр.  65,  73  —75)  и татарскаго  права  на 
наше  древнее  право,  о вліяніи  западно-европейскаго  права  на 
законодательство  Петра,  но  совсѣмъ  не  говоритъ  о литовскомъ 
вліяніи  на  Уложеніе  царя  Алексѣя  Михайловича.  Между  тѣмъ 
глава  XXII  Уложенія  написана  именно  по  Литовскому  Стату- 
ту 0»  Кромѣ  того  многіе  склоняются  къ  возрѣнію,  что  Литов- 
скій Статутъ  есть  также  памятникъ  русскаго  права.  Крайне 
важное  и интересное  съ  національной  точки  зрѣнія  утвержде- 
ніе! (См.  Обзоръ  про®.  Владимірскаго  Буданова,  стр  242).  По- 
этому, быть  можетъ,  слѣдовало  бы  остановиться  на  Статутѣ 
болѣе  подробно,  чѣмъ  это  сдѣлано  г.  ТимоФеевымъ  на  стр. 
68-69. 

Извиненіемъ  г.  Тимофееву  можетъ  служить  однако  то,  что 
Статутъ  еще  не  вполнѣ  вошелъ  въ  систему  изслѣдованій  по 
исторіи  русскаго  права.  Въ  подтвержденіе  напомню,  что  у 
проФ.  Сергѣевскаго  въ  работѣ,  которая  посвящена,  главнымъ 
образомъ.  Уложенію  царя  Алексѣя  Михайловича,  Литовскій 
Статутъ  только  упоминается.  Очень  немного  говорится  о Ста- 
тутѣ въ  Обзорѣ  г.  Владимірскаго-Буданова.  У г.  Демченко  «На- 
казаніе по  Литовскому  Статуту».  Кіевъ.  О тѣлесныхъ  нака- 
заніяхъ говорится  меньше,  чѣмъ  на  одной  страницѣ.  У г.  Сту- 
пина Статутъ  вовсе  не  разсматривается. 

Говоря  о взглядѣ  г.  Тимофеева  на  значеніе  татарскаго  ига 
для  исторіи  развитія  у насъ  тѣлесныхъ  наказаній,  проФ.  Лат- 
кинъ  пишетъ  : «Съ  такою  постановкою  вопроса  и съ  такимъ  его 
разрѣшеніемъ  вполнѣ  можно  согласиться»* 2).  Нѣсколько  дальше 


*)  ПроФ.  Владимірскій-Вудановъ,  тамъ  же,  стр.  243. 

2)  Тамъ  же,  стр.  684, 
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у того  же  авторитетнаго  критика  мы  читаемъ1:  «Византійскому 
вліянію  авторъ  придаетъ  большое  значеніе,  справедливо  замѣ" 
чая,  что  проводниками  его  являлись  духовенство  и его  прак- 
тика къ  церковныхъ  судахъ.  . . На  нашъ  взглядъ  имъ  сказано 
все,  что  что  можно  было  сказать  при  современномъ  состояніи 
науки»  *).  Съ  этими  замѣчаніями  про®.  Латкина  невозможно  не 
согласиться. 

Заканчивая  мои  замѣчанія  относительно  постановки  из- 
слѣдованія, не  могу  не  сказать,  что  у автора  имѣется  готовый 
уже  отвѣтъ  на  тѣ  упреки,  которые  я сдѣлалъ,  именно : без* 
спорное  право  каждаго  изслѣдователя  ставить  свою  задачу  ^же 
или  шире,  сообразно  со  своими  научными  вкусами.  Критика 
призвана  оцѣнить  прежде  всего  и главнымъ  образомъ  то,  на- 
сколько удачно  выполнена  авторомъ  поставленная  имъ  самимъ 
себѣ  задача.  Свою  же  задачу  г.  ТимоФеевъ  выполнялъ  удачно 
и съ  пользой  для  науки. 

Разсматривая  вопросъ  о постановкѣ  даннаго  изслѣдованія 
нельзя,  наконецъ,  не  остановиться  на  упрекѣ,  который  былъ 
сдѣланъ  автору  однимъ  критикомъ  перваго  изданія  его  книги. 
ПроФ.  Розинъ  ставилъ  въ  вину  ему  то  обстоятельство,  что  онъ 
«не  позаботился  о томъ,  чтобы  освѣтить  читателямъ  свою  лич- 
ность, какъ  ученаго».  «Разбросанныя  въ  разныхъ  частяхъ  книги 
замѣчанія  автора  не  позволяютъ  причислить  его  къ  той  или 
иной  школѣ  изъ  господствующихъ  нынѣ  уголовно-юридическихъ 
теченій,  а слѣдовательно,  не  выясняютъ  и взглядовъ  его  на 
сущность  и цѣли  наказанія.  Въ  силу  отсутствія  такой  отчет- 
ливости авторъ  теряетъ  прочную  почву  при  обсужденіи  досто- 
инствъ и недостатковъ  тѣлесныхъ  наказаній  и эти  стороны 
вопроса  блѣднѣютъ  въ  общей  ссылкѣ  на  «общественные  взгляды», 
на  то,  что  «исчезновеніе  это  (тѣлеснаго  наказанія)  обуслов- 
лено не  преобладаніемъ  политическаго  либерализма,  но  глубоко 
связано  съ  положеніемъ  личности  въ  государствѣ»,  «на  пріобрѣ- 
теніе цивилизаціи»  и пр.»  2). 


*)  Тамъ  же,  стр.  685. 
4)  Тамъ  же,  стр.  284. 
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Нѣсколько  далѣе  проФ.  Розинъ  объясняетъ  такую  поста- 
новку изслѣдованія  особенностями  самой  темы.  «Впрочемъ»,  го- 
воритъ онъ,  «этотъ  недостатокъ  диссертаціи  является  не  столько 
плодомъ  неумѣнія  или  нежеланія  автора  бросить  индивидуальныя, 
специфическія,  живыя  краски  на  предлагаемый  имъ  трудъ, — 
краски,  безъ  которыхъ  трудъ  этотъ  является  блѣднымъ, — сколько 
плодомъ  выбора  самой  темы.  Добросовѣстно  исполненная  авто- 
ромъ задача  вполнѣ  подъ  силу  всякому  историку  ; тема  диссер- 
таціи, какъ  бы  ни  было  современно  и желательно  появленіе  по- 
слѣдней, не  есть  тема  уголовно-юридическая.  Связь  ея  съ  уго- 
ловнымъ правомъ  чисто  внѣшняя,  Формальная,  заключающаяся 
въ  одномъ  словѣ  «наказаніе».  Роль  науки  уголовнаго  права  кон- 
чается съ  опредѣленіемъ  сущности  наказанія  ; Формы  послѣдняго 
даются  самой  жизнью,  и,  какъ  таковыя,  носятъ  въ  исторіи  пре- 
ходящій, чисто  эпизодическій  характеръ,  вполнѣ  зависимый  отъ 
конкретныхъ  общественныхъ  я государственныхъ  условій.  Фор- 
мы эти  не  могутъ  быть  предметомъ  чисто  юридической  науки, 
и ихъ  изученіе  можетъ  быть  достояніемъ  всякаго  бытописателя. 
Криминалистъ  долженъ  касаться  этихъ  Формъ  лишь  какъ  про- 
явленія той  пли  другой  сущности  наказанія,  но  этого  именно  и 
не  сдѣлалъ,  да,  въ  силу  поставленной  имъ  узкой  задачи,  и не 
могъ  сдѣлать  авторъ»1). 

По  поводу  всего  этого,  прежде  всего  нельзя  не  согласиться 
съ  тѣмъ,  что  сама  тема  не  давала  возможности  углубляться  въ 
теоретическія  разсужденія.  Поскольку  однако  возможно,  авторъ 
не  оставилъ  въ  сторонѣ  и теоріи  уголовнаго  права,  разсмотрѣвъ 
недостатки  и достоинства  тѣлесныхъ  наказаній  вообще.  Число 
страницъ,  посвященныхъ  этому  вопросу  во  2 изданіи,  увеличи- 
лось, какъ  мы  видѣли  раньше,  почти  вдвое  по  сравненію  съ 
первымъ.  Во  всякомъ  случаѣ  отнюдь  не  слѣдуетъ  придавать  чрез- 
мѣрнаго значенія  вліянію  разныхъ  теоретическихъ  взглядовъ  на 
исторію  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи.  Къ  сожалѣнію,  не  тѣ 
плп  другія  ученія  криминалистическихъ  школъ,  а неотложныя 
потребности  общественной  и государственной  жизни  направ- 
ляютъ дѣятельность  государствъ,  п что  касается  борьбы  съ 
преступностью.  Съ  этой  точки  зрѣнія  г.  ТимоФеевъ  былъ  совер- 


\)  Тамъ  же,  етр.  284. 
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іиенно  правъ,  когда  удѣлилъ  главное  вниманіе  не  ученымъ  тео- 
ріямъ, а измѣненіямъ  въ  общемъ  укладѣ  русской  народной  и 
государственной  жизни. 

Но  съ  чѣмъ  нельзя  согласиться  въ  вышеприведенныхъ 
словахъ  г.  Розина,  такъ  это  съ  тѣмъ,  что  тема  автора  не  есть 
тема  уголовно-юридическая,  что  наука  уголовнаго  права  инте- 
ресуется  только  опредѣленіемъ  сущности  наказанія,  а не  Фор- 
мами, въ  которыя  оно  выливается.  По  этому  поводу  слѣдуетъ 
напомнить,  что  наука  права  вообще  есть  именно  наука  о тѣхъ, 
Формахъ,  въ  которыя  принудительно  укладывается  обществен- 
ная и частная  жизнь.  Понятіе  права  есть  именно  Формальное 
понятіе.  Его  философскія,  психологическія,  политическія  и об- 
щественныя основанія  не  могутъ  не  быть  интересны  и важны 
дли  изслѣдователя-юрпета,  но  вопросы  этого  рода  отступаютъ 
на  второй  планъ  по  сравненію  съ  основной  задачей  юридиче- 
скаго изслѣдованія— выяснить  внѣшне-обязательныя  Формы  жизни: 
въ  настоящій  моментъ — догма  права,  въ  историческомъ  ихъ  раз 
витіи — исторія  права.  Сообразно  съ  этимъ,  и первая  задача  из- 
слѣдователи-криминалиста въ  ученіи  о наказаніи —изученіе  тѣхъ 
видовъ  карательнаго  воздѣйствія,  которые  устанавливаетъ  или 
устанавливало  право  за  тѣ  или  другія  нарушенія  его  предпи- 
саній или  запрещеній.  Такова  первая  задача  изсдѣдоватедя- 
юриста,  но,  конечно,  не  единственная.  Все  должное  исполнитъ, 
конечно,  лишь  тотъ  ученый  криминалистъ,  который  изучитъ 
явленія  наказанія  не  только  догматически  и исторически,  но  и 
философски,  въ  томъ  числѣ  психологически,  и политически,  и 
соціально.  При  этомъ  выяснится  и сущность  наказанія,  какъ 
оно  понималось  въ  то  или  другое  время. 

Воззрѣніямъ  высказаннымъ  въ  этомъ  случаѣ  г.  Розиномъ 
противорѣчи гъ  каждая  спеціальная  книга,  посвященная  ученію 
о наказаніи,-  догмѣ  или  исторіи  все  равно,  - каждый  общій  учеб- 
никъ уголовнаго  права.  Въ  нихъ  всегда  удѣляется  вниманіе  и 
Формамъ  наказанія,  а въ  томъ  числѣ  и тѣлеснымъ  наказаніямъ 

Совершенно  напрасно  было  бы  также  утверждать,  что  книга 
г.  Тимофеева  относится  не  къ  наукѣ  русскаго  уголовнаго  права, 
а къ  наукѣ  исторіи  русскаго  права.  Наука  уголовнаго  права, 
если  только  она  является  дѣйствительно  наукой,  должна  вклю- 
чать въ  себя  и исторію  уголовнаго  права.  Что  же  касается  исто 
ріи  русскаго  права,  то  она  расаадается  именно  на  исторію  рус- 
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скаго  государственнаго  права,  русскаго  уголовнаго  нрава,  рус- 
скаго гражданскаго  права  и пр.  Такъ  что,  если  уголовноправо- 
вой вопросъ  относится  въ  исторіи  русскаго  права,  онъ  тѣмъ 
самымъ  относится  и къ  русскому  уголовному  праву.  Различіе 
между  изслѣдованіями,  притязающими  на  значеніе  работъ  по 
исторіи  русскаго  права,  и тѣми,  которыя  относятся  къ  уго- 
ловному праву,  можетъ  быть  лишь  въ  постановкѣ  ихъг  то  бо- 
лѣе широкой  и общей,  то  болѣе  узкой  и спеціальной. 

Что  касается  пріемовъ,  которымъ  авторъ  слѣдовалъ  при 
изложеніи  результатовъ  своего  изслѣдованія,  то  они  заслужи- 
ваютъ полнаго  одобренія.  «Система  и общій  характеръ  труда 
автора»,  говоритъ  г.  Розинъ,  «является  послѣдовательнымъ  раз- 
витіемъ взгляда  Кистяковскаго.  «Спрашивайте, — говорилъ  по- 
слѣдній,— не  меня,  мнѣніе  котораго,  какъ  всякое  единичное  мнѣ- 
ніе, не  можетъ  имѣть  силы  и значенія,  а выслушайте  болѣе 
полновѣсное  и имѣющее  болѣе  права  на  вниманіе  мнѣніе  на- 
родовъ». Примѣненіе  этой  мысли  прошло  красной  нитью  сквозь 
все  сочиненіе.  Личность  автора  постоянно  отступаетъ  на  зад- 
ній планъ.  Передъ  нами  все  время  Факты  законодательства, 
историческія  свидѣтельства  разныхъ  лицъ.  Въ  общемъ  изложе- 
ніе получаетъ  несомнѣнный  отпечатокъ  силы,  безпристрастія  и 
убѣдительности. 

Этому  немало  способствуетъ  также  принятое  авторомъ 
обыкновеніе  подтверждать  каждое  свое  положеніе  подробными 
ссылками.  Почти  каждая  страница  книги  снабжена  сносками, 
нерѣдко  многочисленными , хотя  авторъ  отнюдь  не  задавался 
цѣлью  загромоздить  свое  изслѣдованіе  ссылками  на  литературу 
и памятники  русскаго  права.  Принятый  имъ,  такъ  сказать, 
скромный  способъ  дѣлать  сноски  сразу  къ  цѣлымъ  абзацамъ  и 
частямъ  ихъ,  а не  къ  отдѣльнымъ  предложеніямъ  и словамъ, 
значительно  скрадываетъ  ту  массу  источниковъ  и литератруныхъ 
пособій,  которыми  онъ  пользовался.  Почти  каждая  сноска  со- 
держитъ при  этомъ  способѣ  цѣлый  рядъ  разнообразныхъ  ука- 
заній. Нерѣдко  сноски  состоятъ  изъ  однѣхъ  цифръ,  за  каждой 
изъ  которыхъ  скрывается  особый  указъ,  особое  узаконеніе  или 
статья  русскихъ  законовъ.  Даже  и тамъ,  гдѣ  сносокъ  нѣтъ,  за- 
мѣтно непосредственное  изученіе  источниковъ  права1). 


1)  Такъ,  положимъ,  на  етр.  4 г.  ТимоФеевъ  говоритъ  : «Понятію  тѣ- 
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Внѣшняя  обработка  изложенія  совершенно  удовлетвори- 
тельна. Хорошее  впечатлѣніе  производитъ  весьма  сдержанный, 
всегда  чрезвычайно  обдуманный  способъ  автора  излагать  свои 
мысли.  Въ  книгѣ  нѣтъ  ни  одного  случая,  въ  которомъ  бы  онъ 
измѣнилъ  строго  научнымъ  пріемамъ  изложенія1).  Написана 
книга  хорошимъ  русскимъ  языкомъ,  что  не  всегда  встрѣчается 
въ  современныхъ  ученыхъ  работахъ  Но  сжатости  же  изложе- 
нія она  представляетъ  собою  образецъ,  истинно  достойный  под 
ражанія.  Чрезвычайно  умѣло  содержаніе  цѣлыхъ  указовъ  и ста- 
тей постоянно  передается  въ  нѣсколькихъ  словахъ.  Впрочемъ, 
благодаря  этому,  книга  г.  Тимофеева  вообще  читается  не  легко, 
требуетъ  внимательнаго  изученія. 

Въ  заключеніе  нельзя  однако  не  сдѣлать  серьезнаго  упрека 
автору.  Опечатки  въ  его  книгѣ,  именно  въ  примѣчаніяхъ,  слиш- 
комъ многочисленны.  Опечатки  эти  касаются  почти  безъ  исклю- 
ченія цифръ.  Много  ошибокъ  въ  римскихъ  цифрахъ  при  ссыл- 
кахъ на  Уложенія  1649  г.  Повидимому,  наборщики  ихъ  плохо 
читали.  Немало  однако  невѣрныхъ  указаній  и на  П.  С.  3.  Ко- 
нечно, суть  не  въ  опечаткахъ,  но  г.  ТимоФеевъ,  какъ  старый 
уже  работникъ  на  поприщѣ  науки,  долженъ  былъ  бы  знать,  что 
бываютъ  случаи,  когда  имъ  придается  особое  значеніе.  Какъ 
бы  то  ни  было,  нельзя  не  указать  на  особое  обиліе  ошибокъ 
при  ссылкахъ  на  Литовскій  Статутъ  (стр.  67),  или  на  совер- 


лесныхъ  наказаній  придается  иногда  слишкомъ  широкое  значеніе,  подъ  это 
названіе  подводятъ  весьма  различныя  карательныя  мѣры,  включая  сюда  даже 
и лишеніе  свободы».  Утверждая  это,  г.  Тимоѳеевъ  не  указываетъ,  кто  именно 
держится  подобныхъ,  казалось  бы,  довольно  строчныхъ  воззрѣній.  Между 
тѣмъ  подобное  толкованіе  понятія  тѣлесныхъ  наказаній  основывается  на 
статьяхъ  Французскаго  уголовнаго  кодекса  (см.  Лекціи  по  русскому  уголов- 
ному праву  Н.  С.  Таганцева,  т.  IV,  1892  г.,  стр.  1451.  Ср.  его  же  Русское 
уголовное  право,  т.  II,  1902  г.,  стр.  34). 

г)  ПрОФ.  Розинъ  упрекаетъ  автора  за  то,  что  онъ  сталъ  (въ  первомъ 
изданіи  его  книги)  «но.  излишне  тенденціозную,  для  ученаго  труда  непригод- 
ную полемическую  почву,  указывая,  наир.,  что  защита  тѣлесныхъ  наказа- 
ній въ  современной  намъ  литературѣ  есть  отстаиванія  принципа  битья  низ- 
шихъ классовъ»  (стр.  123),  или  : «недалекъ  тотъ  день...  когда  исчезнетъ  раз- 
дѣленіе русскихъ  людей  на  тѣхъ,  кого  можно  бить,  и кого  бить  нельзя» 
(тамъ  же,  стр.  283).  Но  указанныхъ  про®.  Роэнномъ  мѣетъ  во  второмъ  из- 
даніи книги  г.  Тимофеева  уже  нѣтъ. 
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шенно  искаженное  цитированіе  на  стр.  224  Сборника  Законовъ 
В.  Кн.  Іоанна  и внука  его  Царя  Іоанна  Васильевича.  М.  1878  г. 
Въ  извиненіе  автора  можно  однако  привести  не  одно  обстоятель- 
ство. Ссылокъ  въ  книгѣ  около  1200,  а отдѣльныхъ  указаній,  пре- 
имущественно цифровыхъ,  въ  этихъ  ссылкахъ  дается  прямо 
громадное  количество.  Далѣе,  въ  тѣхъ  случаяхъ,  когда  ошибка 
состоитъ  въ  неправильномъ  указаніи  номера  статьи  законода- 
тельнаго памятника  иля  т.  и.,  содержаніе  тѣхъ  мѣстъ,  на  ко- 
торыя дѣлается  ссылка,  безъ  исключенія  передается  вѣрно,  а 
это,  конечно,  самое  главное.  Наконецъ,  большая  часть  ссылки 
всегда  вѣрна,  ошибка  же  заключается  обыкновенно  въ  искаже- 
ніи какой  нибудь  отдѣльной  цифры.  Такимъ  образомъ  требуется 
обыкновенно  очень  небольшая  начитанность  въ  источникахъ 
русскаго  нрава  для  исправленія  всѣхъ  этихъ  отпечатокъ. 

Встрѣчаются  и другія  ороявленія  небрежности  въ  отдѣлкѣ 
работы.  Двинская  грамота  въ  двухъ  разныхъ  мѣстахъ  приво- 
дится подъ  разными  годами  безъ  оговорки,  что  оба  года  вѣрны. 
Авторъ  пишетъ  то  Русская  Правда,  то  русская  правда  (стр. 
66  — 67).  Сочиненіе  г.  Шишкина  авторъ  помѣщаетъ  на  стр.  51 
въ  Ж.  М.Ю.  1861  г.,  тогда  какъ  въ  другихъ  случаяхъ  правильно 
указываетъ  Ю.  В.  1861  г.  И т.  д.  Перейдемъ  теперь  къ  раз- 
смотрѣнію заключеній,  къ  которымъ  пришелъ  г.  ТимоФеевъ  въ 
интересующемъ  насъ  изслѣдованіи. 

Основные  выводы  я новыя  данныя  разсматриваемаго 

изслѣдованія. 

Изслѣдованіе  г.  Тимофеева  распадается  на  три  отдѣла. 
Первый  посвященъ  опредѣленію  тѣлесныхъ  наказаній,  ихъ  исто- 
ріи въ  западно-европейскихъ  государствахъ  и теоретической 
оцѣнкѣ  (стр.  1 — 58).  Второй — исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ 
Россіи  вообще  (стр.  59—191),  Третій— видамъ  тѣлесныхъ  на- 
казаній въ  русскомъ  правѣ  (стр.  193 — 320).  Два  вторые  соста- 
вляютъ основное  содержаніе  всей  работы  и имъ  то,  какъ  было 
уже  замѣчено,  преимущественно  посвященъ  мой  отзывъ.  Къ 
первому  нельзя  предъявлять  особыхъ  требованій,  такъ  какъ  онъ 
къ  темѣ  работы  собственно  не  относится ; самъ  авторъ  указы- 
ваетъ на  то,  что  этотъ  отдѣлъ  служитъ  лишь  введеніемъ  въ  из- 
слѣдованіе и написанъ  лишь  отчасти  по  первоисточникамъ  (стр.  III 
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— IV).  Введеніе  это  во  волкомъ  случаѣ  показываетъ,  какъ  много 
общаго  и въ  отношеніи  тѣлесныхъ  наказаній  въ  исторіи  раз- 
ныхъ народовъ. 

Подъ  тѣлесными  наказаніями  авторъ  понимаетъ  исключи- 
тельно карательныя  мѣры,  направляемыя  непосредственно  на 
причиненіе  Физическаго  страданія  (стр.  4).  Причемъ  дѣлитъ  ихъ 
на  членовредительныя,  болѣзненныя  и оерамительныя  (стр.  5). 
Все  это  совершенно  вѣрно,  ясно  и,  конечно,  не  ново. 

Авторъ  -рѣшительный  противникъ  тѣлесныхъ  наказаній. 
Онъ  подробно  останавливается  (стр.  56  — 57)  на  доводахъ  со- 
временныхъ сторонниковъ  тѣлесныхъ  наказаній  и въ  общемъ 
удачно  опровергаетъ  ихъ.  Приводимыя  имъ  соображенія  про- 
тивъ наказаній  этого  рода  повидимому  неопровержимы  (стр.  55 

— 56).  Вообше,  одна  глубоко  симпатичная  мысль  лежитъ  въ  ос- 
нованіи всего  изслѣдованія  Съ  точки  зрѣнія  уголовноправовой 

— тѣлесное  наказаніе  не  достигаетъ  тѣхъ  цѣлей,  которыя  ста- 
витъ себѣ  современная  карательная  дѣятельность  государства. 
Съ  точки  зрѣнія  политической —оно  идетъ  въ  разрѣзъ  съ  ува- 
женіемъ къ  человѣческой  личности,  которое  должно  лежать  въ 
основѣ  современнаго  государственнаго  и общественнаго  строя 

Тѣлесное  наказаніе  г.  ТимоФеевъ  объясняетъ  вообще  гос- 
подствомъ Физической  силы  въ  разныхъ  малокультурныхъ  об- 
щественныхъ образованіяхъ  прошлаго  (стр.  6 — 7),  а членовре- 
дительныя кромѣ  того  — идеей  таліона,  который  въ  прошломъ 
понимался  иногда  весьма  своеобразно  (стр.  7—9).  «Соотноше- 
ніе тѣлесныхъ  наказаній  съ  состояніемъ  культуры  выражается 
въ  томъ,  что  малокультурность  даннаго  общества,  грубость  его 
нравовъ  даетъ  просторъ  для  проявленія  жестокости  въ  наказа- 
ніяхъ, а слѣдовательно  и примѣненія  тѣлесныхъ  наказаній. 
Вмѣстѣ  съ  тѣмъ  при  грубости  нравовъ  цѣли  наказанія  сводятся, 
главнымъ  образомъ,  къ  устрашенію  и возмездію,  что  еще  болѣе 
укрѣпляетъ  примѣненіе  тѣлесныхъ  наказаній»  (стр,  48). 

Одна  изъ  основныхъ  мыслей  г.  Тимофеева,  что  тѣлесное 
наказаніе — необходимый  спутникъ  рабства,  закрѣпощенія  одной 
части  населенія  въ  пользу  другой,  всякаго  безправія.  Это  дѣй- 
ствительно — poena  servilis.  «Тѣлесныя  наказаніи,  съ  момента 
ихъ  появленія,  были  какъ  бы  признакомъ  подчиненія  и сла- 
бости» (стр.  9).  По  отношенію  къ  рабамъ  или  по  отношенію 
къ  подданнымъ  деспотическихъ  государствъ  собственникъ  или 
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властитель  должны  были  дѣйствовать  страхомъ  и силой1).  По- 
этому въ  первоначальныхъ  свободныхъ  политическихъ  союзахъ 
не  было  тѣлесныхъ  наказаній.  Они  появляются  и развиваются 
по  мѣрѣ  укрѣпленія  абсолютизма.  Съ  установленіемъ  болѣе  сво- 
бодныхъ отношеній  — тѣлесныя  наказанія  смягчаются  и выми- 
раютъ. « Когда  государство  окончательно  складывается  и насе- 
леніе получаетъ  возможность  направить  своп  силы  на  внутрен- 
нее развитіе,  съ  увеличеніемъ  экономическаго  благосостоянія  и 
развитіемъ  образованія  въ  среднихъ  и низшихъ  классахъ,  на- 
чинается процессъ  вымиранія  тѣлесныхъ  наказаній,  вызывае- 
мый стремленіемъ  всѣхъ  классовъ  населенія  пріобрѣсти  граж- 
данскую равноправность»  (стр.  43).  «Такъ,  во  Франціи  тѣлес- 
ныя наказанія  были  уничтожены  во  время  революціи,  въ  Гер- 
маніи и другихъ  государствахъ  съ  установленіемъ  конститу- 
ціоннаго режима,  а эти  перемѣны  въ  общественномъ  и госу- 
дарственномъ строѣ  въ  свою  очередь  основывались  на  измѣнив_ 
иіихся  культурныхъ  и экономическихъ  условіяхъ  жизни  наро- 
довъ > (стр.  49).  Чрезвычайно  убѣдительный  примѣръ  предста- 
вляетъ въ  этомъ  отношеніи  исторія  Рима.  «Въ  Римѣ  распростра- 
неніе тѣлесныхъ  наказаній  находилось  въ  прямой  зависимости 
отъ  развитія  и псчезновенія  гражданской  свободы»  (стр.  48). 

Что  касается  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи,  то 
основное  заключеніе  г.  Тимофеева  отнюдь  нельзя  признать  утѣ- 
шительнымъ. «Тѣлесныя  наказанія  въ  русскомъ  правѣ  нѣсколько 
столѣтій  были  центромъ  системы,  на  которомъ  зиждилась  мощь 
уголовной  юстиціи,  охрана  порядка  и государственнаго  благо- 
состоянія» (стр.  61).  Они  были  всеобъемлющи:  распространя- 
лись на  всѣхъ  подданныхъ  государства,  назначались  за  всевозмож- 
ныя правонарушенія  « Витье  являлось  почти  неизбѣжнымъ  спут- 
никомъ всякаго  значительнаго  наказанія,  не  говоря  уже  о много- 
численныхъ случаяхъ,  въ  которыхъ  оно  примѣнялось  самостоя- 
тельно... Начиналъ  рѣже  употребляться  кнутъ,  его  замѣняли 
плети  и шпицрутены,  начинало  сокращаться  примѣненіе  по- 


М Мысль  о томъ,  что  тѣлесныя  наказанія  возникли  подъ  вліяніемъ  не- 
признанія правъ  личвости  и еословныхъ  различій,  конечно,  не  нова  (См. 
Фойницкій,  тамъ  же,  етр.  154).  Про®.  Фойницкій  упускаетъ  только  изъ  виду 
устрашительное  значеніе  тѣлесныхъ  наказаній  (стр.  153—154). 
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слѣднихъ,  взамѣнъ  ихъ  пріобрѣтали  тѣмъ  большее  значеніе 
розги»  (стр.  218-  219). 

При  этомъ  особо  поучительное  значеніе  имѣетъ  то,  что 
противъ  тѣлесныхъ  наказаній  долго  не  поднималось  никакого 
протеста.  «Равнодушпо-снокойное  отношеніе  къ  тѣлеснымъ  на- 
казаніямъ», говоритъ  г.  ТимоФеевъ,  «немало  послужило  ихъ 
распространенію  и сохраненію  въ  широкихъ  размѣрахъ  на  дол- 
гое время,  дѣлая  ихъ  какъ  бы  незамѣтными»  (стр.  62).  Этимъ 
же  объясняется,  вѣроятно,  и то,  что  тѣлесныя  наказанія  обли- 
чались у насъ  простотой : въ  нихъ  не  было  ни  изысканной  же- 
стокости, ни  особаго  церемоніала,  которые  сопровождали  эти 
наказанія  на  западѣ. 

Исторію  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи  г.  ТимоФеевъ  дѣ- 
литъ на  двѣ  части  : на  время  ихъ  развитія  и процвѣтанія  и на 
время  ихъ  постепеннаго  вымиранія.  Поворотнымъ  пунктомъ  яв- 
ляется царствованіе  Екатерины  II,  въ  которое  проявляется  уже 
нѣкоторое  движеніе  противъ  тѣлесныхъ  наказаній  (стр.  62 — 63). 
Дѣленіе  изложенія,  такимъ  образомъ,  самое  естественное  и наи- 
болѣе принятое  — хронологическое  (см.  оглавленіе  II  отдѣла  и 
текстъ,  стр.  59  -191)1). 

При  такомъ  подробномъ  изученіи  вопроса,  который  пред- 
ставляетъ намъ  книга  г.  Тимофеева,  совершенно  основательно 
онъ  даетъ  сначала  общій  очеркъ  развитія,  господства  и посте- 
пеннаго вымиранія  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи,  а послѣ 
уже  подробно  разсматриваетъ  исторію  каждаго  изъ  видовъ  ихъ. 
Только  при  этомъ  распредѣленіи  матеріала  возможно  было  съ 


*)  По  мнѣнію  проФ.  Дебольскаго  «автору  слѣдовало  бы  представить 
схему  развитія  тѣлеснаго  наказанія  въ  такомъ  видѣ : время  до  монгольскаго 
нашествія  — время  слабаго,  сравнительно,  примѣненія  тѣлесныхъ  наказаній 
(кромѣ  случаевъ(?)  духовнаго  вѣдомства,  по  примѣру  Византіи).  Время  мон- 
гольское— время  огрубѣлости  и введенія  въ  систему  наказаній  битья  бато- 
гами и кнутомъ.  Московская  эпоха— эпоха  усиленія  произвола  и увеличенія 
случаевъ  примѣненія  тѣлесныхъ  наказаній.  Время  ХУ  III  в.  и XIX  вѣка  до 
1862  г. — время  полнаго  разгула  произвола  и тѣлесныхъ  наказаній » (стр.  5). 
Думается,  однако,  что  врядъ  ли  можно  согласиться  съ  отнесеніемъ  XIX  ст. 
до  1862  г.  ко  времени  полнаго  разгула  произвола  и тѣлесныхъ  наказаній. 
Вѣдь,  именно  въ  теченіи  XIX  вѣка  тѣлесныя  наказанія  у насъ  постепенно 
вымирали  и наконецъ  вымерли. 
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ОДНОЙ  стороны  выяснить  общія  условія,  среди  которыхъ  дѣй 
ствовало  данное  установленіе  русскаго  уголовнаго  нрава,  а съ 
другой  — показать  на  примѣрѣ  отдѣльныхъ  наказаній  значеніе 
общихъ  взглядовъ  автора  на  вопросъ.  Особое  значеніе  имѣетъ, 
конечно,  общее  обозрѣніе  исторіи  возникновенія,  развитія  и ис- 
чезновенія тѣлесныхъ  наказаній  въ  русскомъ  правѣ.  Но  ори- 
гинальную, у другихъ  изслѣдователей  не  встрѣчающуюся  часть 
работы  г.  Тимофеева  составляетъ,  употребляя  слова  про®.  Лат- 
кина,  «весьма  живо  написанный  очеркъ  исторіи  отдѣльныхъ 
видовъ  тѣлесныхъ  наказаній»1). 

«Наибольшаго  значенія  тѣлесныя  наказанія  достигли  въ 
Россіи  въ  XVII  и XVIII  вѣкахъ»  (стр  62).  Это  время  и изучено 
акторомъ  весьма  подробно.  Засимъ  особо  интересно  и важно 
также  время  постепеннаго  вымиранія  ихъ.  Оно  также  съ  пол- 
нымъ вниманіемъ  разсмотрѣно  г.  ТимоФеевымъ.  Такимъ  обра- 
зомъ вопросъ  освѣщенъ  исчерпывающимъ  образомъ.  Относи- 
тельно отдѣльныхъ  эпохъ  русской  исторіи  г.  ТимоФеевъ  сооб- 
щаетъ слѣдующее. 

«Въ  эпоху  выкуповъ...  тѣлесныя  наказанія  считались  по- 
зорными, свойственными  рабамъ».  «Новгородцы  при  заключеніи 
договора  съ  Любекомъ  отказались  наказывать  за  воровство  роз- 
гами и клейменіемъ  и замѣнили  ихъ  выкупами»  (стр.  68)  Но 
въ  Руси  XI  и XII  вѣковъ  имѣются  уже  всѣ  тѣ  условія,  при 
которыхъ  развились  тѣлесныя  наказанія  и на  Западѣ : мало- 
культурность  общества,  рабство,  сильная  государственная  власть, 
исчезновеніе  мести  и неудовлетворительность  системы  выкуповъ 
(стр.  64).  Г.  ТимоФеевъ  присоединяетъ  сюда  еще  византійское 
вліяніе.  «Духовенство,  проникнутое  греко  римскими  воззрѣніями 
на  наказанія,  вліяло  на  измѣненіе  прежнихъ  порядковъ,  какъ 
и на  западѣ,  перенесеніемъ  на  русскую  почву  византійскихъ 
правовыхъ  началъ»  (стр.  6S).  Разными  мѣстами  изъ  Русской 
Правды  авторъ  дѣйствительно  показываетъ,  что  тѣлесныя  на- 
казанія существовали  уже  въ  то  время 

Съ  своей  стороны  однако  и татарское  иго  «содѣйствовало 
развитію  Факторовъэ  обусловившихъ  пышный  расцвѣтъ  тѣлес- 
ныхъ  наказаній,  образцы  которыхъ  давала  татарская  юстиція». 


*)  Тамъ  же,  стр.  684. 
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Именно  с подъ  вліяніемъ  татарскаго  ига  начался  быстрый  про- 
цессъ закрѣпощенія  всѣхъ  классовъ  населенія,  рука  объ  руку 
съ  которымъ  развивались  и тѣлесныя  наказанія»  (стр.  70). 
«Татары  безпощадно  раззорили  край,  наиболѣе  богатое  и влія- 
тельное населеніе,  изъ  котораго  составлялись  вѣча  и на  кото- 
рое опирались  разныя  партіи,  которое  могло  имѣть  свое  мнѣніе 
и заставить  прислушаться  къ  нему  князей,  было  истреблено 
или  лишено  всего  имущества  ; изъ  свободныхъ  русскіе  сдѣла- 
лись рабами  татаръ,  обязанными  данью,  князья  оказались  на- 
мѣстниками могущественныхъ  государей,  власть  ихъ  зависѣла 
отъ  хана,  противиться  которому  не  могла  ни  одна  русская  во- 
лость. Въ  свою  очередь,  высшій  служилый  классъ  въ  виду  пол- 
ной потери  значенія  народныхъ  массъ,  сталъ  въ  зависимость 
отъ  власти  князя,  что  еще  болѣе  усилило  послѣднюю : въ  под- 
держаніи ея  былъ  и личный  интересъ  бояръ,  имѣвшихъ  кормле- 
ніе» (стр.  70).  Наконецъ,  татарское  иго  содѣйствовало  паденію 
народной  нравственности,  всеобщему  огрубенію  нравовъ 1). 

Мрачную,  въ  общемъ,  конечно,  и ранѣе  извѣстную,  картину 
внутренняго  состоянія  русскаго  общества  въ  XIV — XVII  вв. 
рисуетъ  г.  ТимоФеевъ,  опираясь  на  показанія  современниковъ 
(стр.  76 — 77)  «Жесточь,  говоритъ  онъ,  была  принципомъ  вся- 
каго, и частнаго  и государственнаго  порядка»  (стр.  81).  «Слова 
жестоко,  нещадно,  безъ  пощады  и всякаго  милосердія  встрѣ- 
чаются на  каждомъ  шагу  въ  памятникахъ,  становятся  обычнымъ 
выраженіемъ  оффиціальныхъ  документовъ»  (стр.  81).  «Во  всемъ 
свѣтѣ,  пишетъ  Крижаничъ,  нѣтъ  такого  крутаго  правительства, 
какъ  въ  Россіи». 

«Неудивительно,  что  тѣ  же  взгляды  русскіе  люди  прово- 
дили и въ  наказанія,  которыя  были  тогда  однимъ  изъ  надежнѣй- 
шихъ средствъ  для  поддержанія  порядка  и охраненія  престижа 
государства»  (стр.  80).  Битье  всякаго  рода  считалось  главнымъ 
основаніемъ  порядка.  «Книжники  XVII  в называли  жезлъ  «наса- 
дителемъ добродѣтели»,  «его  же  потребу  самъ  Богъ  всемогущій 
образно  показалъ  есть»;  въ  честь  розги  писались  умилительныя 
стихотворенія,  напр.,  воспитателемъ  дѣтей  Алексѣя  Михайловича. 

«Вліяніе  духовенства  и византійскихъ  воззрѣній  продол- 
жало усиливаться  и послѣ  татарскаго  ига:  представители  церкви 

1)  О татарскомъ  вліяніи  г.  ТимоФеевъ  говоритъ  въ  разныхъ  мѣстахъ, 
что  нѣсколько  мѣшаетъ  удобству  усвоенія  его  взглядовъ. 
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пользуются  полнымъ  содѣйствіемъ  свѣтской  власти,  что  касается 
преслѣдованія  еретиковъ,  въ  XVII  в.  патріархъ  является  сопра- 
вителемъ царя,  юрисдикція  духовныхъ  судовъ  простирается  не 
только  на  лицъ  духовныхъ,  но  и на  подвластныхъ  духовенству, 
крестьянъ  (за  исключеніемъ  нѣкоторыхъ  тяжкихъ  преступленій) 
и на  нѣкоторыя  преступленія  частныхъ  липъ,  особенно  противъ 
нравственности.  Въ  уложеніи  1649  г.,  въ  новоуказныхъ  статьяхъ 
1669  г.,  въ  грамотахъ  второй  половины  XVII  вѣка  дѣлается 
ссылка  на  градскіе  законы  (стр.  73  — 74).  Духовенство  уси- 
ленно примѣняло  тѣлесныя  наказанія. 

Наковѳцъ,  < закрѣпощеніе  всѣхъ  классовъ  населенія  госу- 
дарствомъ привело  къ  тому,  что  тѣлееныя  наказанія  пріобрѣли 
всеобъемлющее  значеніе : нпкакое  положеніе  не  спасало  отъ 

нихъ>  (стр.  86)».  Положеніе  высшихъ  и низшихъ  классовъ  въ 
Москвѣ,  отсутствіе  уваженія  къ  правамъ  личности  совершенно 
уничтожали  позорящее  значеніе  тѣлесныхъ  наказаній».  «Великій 
князь,  говоритъ  Барберини  (1565  г.)  приказываетъ  сѣчь,  растя- 
нувъ на  землѣ,  знатнѣйшихъ  бояръ».  «Нѣтъ  почти  ни  одного 
не  высѣченнаго  чиновника,  но  они  не  гонятся  за  честью  п 
больше  чувствуютъ  побои,  чѣмъ  знаютъ,  что  такое  стыдъ», 
(стр.  87).  Высшіе  служилые  классы  стремились  къ  одному  — 
сбавить  себѣ  тяжести  наказанія.  «Волѣе  снисходительное  битье 
являлось»,  говоритъ  г.  ТпмоФеевъ,  «какъ  бы  привилегіей  выс- 
шихъ классовъ»  (стр.  86) 

«Уложеніе.. . назначая  кнутъ  въ  140  статьяхъ,  не  исчерпы- 
вало всѣхъ  случаевъ  его  примѣненія.  Практика  шла  дальше», 
(стр.  85).  Число  ударовъ  обыкновенно  не  опредѣлялось.  «Битье 
плетьми  такъ  же,  какъ  и кнутомъ  и батогами  подраздѣлялось 
на  простое  и нещадное»  (стр.  271).  То  же  самое  было  относи- 
тельно шелеповъ  (стр.  278)  и проч.  «Практика»,  говоритъ  прОФ. 
Филипповъ,  «вѣроятно,  установила  здѣсь  какія  либо  нормы,  и 
какъ  судьи,  такъ  и исполнители  наказанія  знали,  что  надо  было 
понимать  подъ  указанными  видами  кнута  или  батогами»1). 

По  мнѣнію  г.  Тимофеева  обычное  наказаніе  было  30 — 40 
ударовъ  кнута.  Въ  подтвержденіе  онъ  ссылается  на  Котошпхпна, 
который  свидѣтельствуетъ : «Въ  часъ  боевой  бываетъ  ударовъ 


*)  Тамъ-же,  стр.  355,  356. 
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тридцать  или  сорокъ».  И на  одну  грамоту  1664  г.,  въ  кото- 
рой 50  ударовъ  назывались  уже  нещаднымъ  битьемъ1 2).  Дѣйстви- 
тельно отъ  50  ударовъ  кнута  обыкновенно  умирали  (стр.  247)  *). 

Царствованіе  Петра  Великаго  и его  первыхъ  преемниковъ 
дѣлало  попытки  воспользоваться  все  тѣмъ  же  правительствен- 
нымъ средствомъ— устрашеніемъ,  жесточью — еще  шире,  чѣмъ  это 
дѣлалось  въ  прежнее  время.  Въ  серединѣ  XVII  ст.  «одному 
крестьянину,  вольноторговцу,  взявшему  за  5 Фунт,  соли  5 коп. 
вмѣсто  4‘/2  съ  1/8  коп.,  за  3/8  копейки  учинено  было  наказаніе 
кнутомъ  и имѣніе  отписано»  (стр.  90) 3). 

Въ  это  время  встрѣчаются  совершенно  новыя,  нерѣдко 
курьезныя  правонарушенія,  за  которыя  грозили  жестокимъ  на- 
казаніемъ, напр.  ловця  соловьевъ  въ  Петербургѣ  (стр.  89). 


*)  Сергѣевскій,  тамъже,  стр.  161. 

2)  Выраженіе  «часъ  боевой » построено  въ  данномъ  мѣстѣ  по  типу  дру- 
гихъ русскихъ  выраженій:  «часъ  смертный,  часъ  ночной*  и пр.  и значитъ, 
конечно,  во  время  тѣлеснаго  наказанія.  Такъ  его  и понимаетъ  г.  Тимо®еевъ, 
когда  пишетъ  (стр.  243),  что  обычное  наказаніе  въ  ХУІІ  в.  не  превышало 
30  — 40  ударовъ.  Ссылка  на  Котошихина  впрочемъ  несовсѣмъ  вѣрна.  Г.  Ти- 
мОФеевъ  говоритъ,  будто  Котошихинъ  утверждаетъ,  что  обычное  наказаніе 
въ  XVII  в.  не  превышало  30-40  ударовъ  и указываетъ  работу  про®.  Сер- 
гѣевскаго, стр.  159.  Между  тѣмъ  на  этой  страницѣ  про®.  Сергѣевскій  гово- 
ритъ только  о томъ,  что  наказаніе  совершалось  весьма  медленно,  причемъ 
ссылается  на  указанныя  слова  Котошихина.  Однако  съ  своей  стороны,  и 
про®.  Сергѣевскій  дѣлаетъ  ошибку.  Дѣйствительно,  отыскавъ  соотвѣтствую- 
щее мѣсто  у Котошихина  (О  Россіи  въ  царствованіе  Алексѣя  Михайловича. 
Спб.  1840,  стр.  91),  мы  видимъ,  что  Котошихинъ  говорилъ  здѣсь  вовсе  не  о 
наказаніяхъ,  а о пыткѣ. 

3)  Про®.  Дебольскій  указываетъ,  что  авторъ  «не  оттѣняетъ  въ  исторіи 
Россіи  того  обстоятельства,  что  съ  расшатываніемъ  основъ  политическаго 
строя,  усиливается  строгость  наказанія  и увеличивается  произволъ*.  «Если 
онъ  пристально  сравнитъ  московскую  эпоху  съ  ХѴШ  вѣк.,  онъ  увидитъ, 
что  вмѣстѣ  съ  паденіемъ  стараго  строя,  съ  неуваженіемъ  къ  обычаю  пред- 
ковъ, съ  отчужденіемъ  высшихъ  отъ  низшихъ  вводится  рядъ  незнакомыхъ 
древней  Руси  видовъ  наказаній  (напр.  шпицрутены),  примѣняются  они  ®op„ 
мально  строго,  обыкновенно,  какъ  на  манекенахъ  *,  вмѣстѣ  съ  тѣмъ...  невѣ- 
роятно усиливается  произволъ  при  примѣненіи  политическихъ  казней,  почти 
неизвѣстныхъ  древней  Руси»  (стр.  5 — 6).  Въ  этомъ  замѣчаніи,  несомнѣнно, 
немало  правды. 
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При  Петрѣ  Великомъ  явились  шпицрутены,  кошки,  линька, 
стали  примѣняться  въ  свѣтскихъ  судахъ  плети,  впервые  въ 
законѣ  было  упомянуто  сѣченіе  лозами  (стр.  88  — 89)  и проч. 
«Жестокость  тѣлесныхъ  наказаній  по  взглядамъ  тѣхъ  эпохъ 
содѣйствовала  устрашенію»;  въ  то  же  время  «тѣлесныя  нака- 
занія были  очень  просты  и почти  ничего  не  стоили»  (стр.  85). 

Эпоха  Петра  I и его  ближайшихъ  преемниковъ  знаме- 
нуетъ собою  кульминаціонный  пунктъ  въ  развитіи  тѣлесныхъ 
наказаній  у насъ.  Съ  этого  времени  начинается  уже  смягченіе 
ихъ.  «Симптомомъ,  показывающимъ  наступленіе  новаго  пово- 
рота въ  воззрѣніяхъ  общества  на  тѣлесныя  наказанія,  является 
начавшееся  еще  въ  царствованіе  Петра  Великаго  исчезновеніе 
членовредительныхъ  наказаній»  (стр.  95).  «Являясь  грубымъ 
проявленіемъ  чувства  мести,  выражавшейся  въ  идеѣ  таліона, 
членовредительныя  наказаніи  держались  лишь  до  тѣхъ  поръ, 
пока  культура  общества  не  достигла  нѣкоторой  высоты,  тогда 
ихъ  недостатки  и безполезная  жестокость  такъ  рѣзко  бросались 
въ  глаза,  что  для  уничтоженія  ихъ  не  требовалось  особенныхъ 
усилій».  Они  и замѣняются  болѣзненными,  область  дѣйствія  по- 
слѣднихъ расширяется  (стр.  96). 

«Мысль  о пользѣ  преобладала  въ  эпоху,  ког/ф,  только  что 
стало  замѣчаться  критическое  отношеніе  въ  тѣлеснымъ  нака- 
заніямъ ; впослѣдствіи  смягченіе  ихъ  вызывалось  по  большей 
части  соображеніямм  человѣчности,  противорѣчіемъ  тѣлесныхъ 
наказаній  съ  установившимися  въ  обществѣ  воззрѣніями  и вы- 
зываемаго ими  болѣе  снисходительнаго  отношенія  къ  преступ- 
нику» (стр.  137).  «Вымираніе  тѣлесныхъ  наказаній  шло...  подъ 
вліяніемъ. . . . признанія  правъ  личности,  развитія  культуры, 
расширенія  цѣлей,  преслѣдуемыхъ  наказаніемъ,  путемъ  призна- 
нія ихъ  позорными  и образованія  вслѣдствіе  этого  привилегіи 
изъятія  для  высшихъ  классовъ  и,  наконецъ,  путемъ  ослабленія 
тѣлесныхъ  наказаній  на  почвѣ  общаго  смягченія  нравовъ  и 
распространенія  просвѣщенія»  (стр.  100)  *). 

При  этомъ  дѣло  отмѣны  у насъ  тѣлесныхъ  наказаній  осо- 
бенно обязано  личному  почину  государей  Екатерины  II,  Алек- 
сандра I,  Николая  I,  Александра  II,  который  встрѣчалъ  нерѣдко 


*)  Причины  вымиранія  тѣлесныхъ  наказаній  указывались  конечно,  и 
ранѣе  г.  Тимофеева,  см.,  напр.,  про®.  Фойницкій,  тамъ-же,  етр.  155 — 56. 
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явное  несочувствіе  и даже  противодѣйствіе  въ  высшихъ  сослов- 
ныхъ и служилыхъ  кругахъ  и органахъ  Имперіи.  Такъ,  въ  то 
время,  какъ  Екатерина  II  ставитъ  въ  Наказѣ  цѣлью  наказаній 
не  страхъ,  но  стыдъ  (стр.  114)  и утверждаетъ,  что  жестокость 
наказаній  заимствована  русскими  (стр.  115),  дворянскіе  наказы 
въ  коммиссія  1767  г.  говорятъ,  что  съ  преступниками  слѣдуетъ 
поступать  «по  всей  строгости  прежнихъ  законовъ»,  и по  преж- 
нимъ строгимъ  государственнымъ  узаконеніямъ»  и т.  д.  Такъ, 
далѣе,  когда  въ  1817  г.  былъ  образованъ  Комитетъ  для  сужде- 
нія объ  отмѣнѣ  наказанія  кнутомъ  и вырыванія  ноздрей,  Алек- 
сандръ I заранѣе  предрѣшилъ  судьбу  этихъ  наказаній  и пред- 
писалъ комитету  лишь  обсудить,  какъ  замѣнить  ихъ  другими. 
Комитетъ  же  нашелъ  возможнымъ  отмѣнить  тотчасъ  лишь 
рваніе  ноздрей,  а отмѣна  сѣченія  кнутомъ  была  найдена  имъ 
неблаговременной  (стр.  122 — 125).  Заключеніе  комитета  1817  г. 
было  внесено  засимъ  въ  Государственный  Совѣтъ,  но  и здѣсь 
рѣшенія  вопроса  не  послѣдовало,  не  смотря  на  знаменитую 
записку  адмирала  Мордвинова  о кнутѣ.  Только  повелѣніе  Госу- 
даря Николая  I отъ  3 мая  1845  г.  рѣшило  окончательно  вопросъ 
объ  отмѣнѣ  кнута  (стр.  153).  Именно  въ  виду  того,  что  въ 
Государственномъ  Совѣтѣ,  обсуждавшемъ  проектъ  Уложенія 
1845  г.,  пренія  по  поводу  примѣненія  кнута  не  приводили  ни 
къ  какимъ  опредѣленнымъ  результатамъ,  Государь  Николай  I 
повелѣлъ  «считать  сей  вопросъ  окончательно  разрѣшеннымъ 
и ни  въ  какія  новыя  сужденія  объ  ономъ  не  входить». 

«Отмѣна  кнута»,  говоритъ  г*  ТимоФеевъ,  сдаетъ  ясное  поня- 
тіе о томъ,  какъ  мало  въ  то  время  извѣстная  часть  бюрократіи 
была  расположена  считаться  съ  необходимостью  реформъ,  дик- 
туемыхъ элементарными  правилами  справедливости  и благора- 
зумной политики  и вся  исторія  отмѣны  кнута  съ  1817  г.  сви- 
дѣтельствуетъ о томъ,  сколько  усилій  требовалось,  чтобы  поко- 
лебать уже  несомнѣнно  устарѣвшее  и отжившее»  (стр.  154). 
Но  начинанія  русскихъ  государей  находили  себѣ,  конечно,  и 
сочувствіе.  Записка  адмирала  Мордвинова  о кнутѣ,  представлен- 
ная въ  Государственный  Совѣтъ  въ  1824  г.,  мнѣніе  кн.  Гага- 
рина по  тому  же  вопросу,  представленное  въ  Государственный 
Совѣтъ  въ  1845  г.,  и записка  кн.  Орлова  о тѣлесныхъ  наказа- 
ніяхъ, представленная  имъ  въ  1861  г.  въ  Комитетъ  для  пере- 
смотра военно-уголовныхъ  законовъ,  останутся  памятниками 
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того,  какъ  благородные  умы  боролись  въ  этомъ  дѣлѣ  за  лучшіе 
порядки. 

Смягченіе  тѣлесныхъ  наказаній  началось  съ  того,  что  въ 
XVIII  в.  правительство  старалось  взять  въ  свои  руки  контроль 
надъ  примѣненіемъ,  по  крайней  мѣрѣ,  строжайшихъ  наказаній 
(стр.  90).  «Къ  концу  этого  періода  встрѣчаются  и непосред- 
ственныя смягченія  наказаній,  назначенныхъ  по  буквѣ  закона 
(стр.  90),  т.  е.  судъ  (обыкновенно  Сенатъ)  назначаетъ  винов- 
ному не  то  наказаніе,  которое  указано  въ  уголовномъ  законѣ». 
«Вмѣстѣ  съ  симъ  начинаютъ  постепенно  отмѣнять  различные 
виды  тѣлесныхъ  наказаній  и освобождать  различные  разряды 
лицъ  отъ  тѣлесныхъ  наказаній  вообще  или  извѣстныхъ  только 
въ  частности. 

Во  вторую  половину  царствованія  Петра  кнутъ  считается 
уже  позорящимъ  наказаніемъ.  Относительно  лицъ,  наказанныхъ 
кнутомъ,  Петръ  Великій  говорилъ:  «за  такимъ  порокомъ,  что 
были  въ  катскихъ  рукахъ,  невозможно  ихъ  въ  прежнюю  службу 
употреблять».  Поэтому  примѣненіе  кнута  было  въ  нѣкоторыхъ 
отношеніяхъ  ограничено,  чтобы  сохранить  преступника  отъ 
безчестія,  дѣлавшаго  его  негоднымъ  для  военной  службы» 
(стр.  136-137). 

Затѣмъ  при  Елисаветѣ  были  смягчены  ваказія,  налагав- 
шіяся на  малолѣтнихъ  (стр.  91),  а рваніе  ноздрей  и клейменіе 
для  женщинъ  вовсе  отмѣнены  (стр.  92).  «Царствованіе  Екате- 
рины имѣетъ  . . . громадное  значеніе,  какъ  эпоха,  въ  которую 
впервые  положены  начала  изъятій,  благодаря  чему  законода- 
тельство получило  рѣшительный  толчекъ,  двинувшій  его  по 
пути  уничтоженія  тѣлесныхъ  наказаній»  (стр.  117).  «Желаніе 
дворянства  получило  осуществленіе  съ  изданіемъ  жалованной 
грамоты  дворянству  (1785  г.),  въ  которой  привилегія  изъятія 
отъ  тѣлесныхъ  наказаній  Формулирована  въ  извѣстномъ  выра- 
женіи: «тѣлесное  наказаніе  да  не  коснется  благороднаго»  (стр.  172). 
Не  останавливаясь  на  отдѣльныхъ  успѣхахъ,  которые  дѣлала 
новая  идея,  отмѣчу  только  крупнѣйшіе  Факты. 

Въ  царствованіе  Александра  I зашла  рѣчь  объ  отмѣнѣ 
кнута,  причемъ  не  по  соображеніямъ  сословной  чести  въ  видѣ 
привилегіей,  а въ  виду  его  чрезмѣрной  жестокости  (стр.  121). 
Въ  то  же  время  введена  опредѣденноств  въ  назначеніи  наказа- 
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нія  кнутомъ  и плетьми  обозначеніемъ  числа  ударовъ ; исчезли 
въ  приговорахъ  устрашительныя  выраженія:  нещадно  и же- 
стоко. 

При  Николаѣ  I появляются  изъятія  изъ  тѣлесныхъ  нака- 
заній по  образованію ; въ  основаніи  ихъ  лежитъ  такимъ  обра- 
зомъ признаніе  чести  какъ  нравственнаго  достоинства  человѣка. 
Такимъ  образомъ  были  освобождены  не  только  лида,  окончив- 
шія высшія  и среднія  учебныя  заведенія,  но  и многіе  другіе 
разряды  лицъ.  При  Николаѣ  I отмѣненъ  кнутъ. 

При  Александрѣ  II  «съ  1861  г.  круто  измѣнилась  и по- 
становка вопроса  о тѣлесныхъ  наказаніяхъ».  «Съ  этого  момента 
былъ  поставленъ  вопросъ  о самомъ  существованіи  тѣлесныхъ 
наказаній».  «Какъ  и въ  Западной  Европѣ,  въ  Россіи  крупный 
шагъ  въ  освобожденіи  личности  оказался  естественно  связан- 
заннымъ  съ  вопросомъ  объ  отмѣнѣ  тѣлесныхъ  наказаній»  (стр. 
159).  Отмѣна  эта  совершилась  указомъ  17  апрѣля  1863  года. 
«Этимъ  указомъ  отмѣнялось  тѣлесное  наказаніе  розгами  и 
клейменіе.  Самостоятельное  наказаніе  розгами. . . замѣнялось 
тюрьмою.  Лица  женскаго  пола  объявлены  изъятыми  отъ  тѣлес- 
наго наказанія  (кромѣ  ссыльныхъ).  Замѣна  розгами  тюрьмы, 
смирительнаго  и рабочаго  домовъ  и ареста  оставлена  только 
при  явной  невозможности  исполнить  назначенное  наказаніе.  Въ 
этотъ  же  день  состоялись  указы  о совершенной  отмѣнѣ  для 
воинскихъ  нижнихъ  чиновъ  наказанія  шпицрутенами  и о суще- 
ственномъ измѣненіи  для  сихъ  чиновъ  всей  системы  тѣлесныхъ 
наказаній,  что  дѣлалось  въ  видахъ  возвышенія  нравственнаго 
духа  нижнихъ  чиновъ»  (стр.  170).  «Во  Флотѣ  шпицрутены  и 
кошки  были  замѣненны  розгами  до  устройства  мѣстъ  заключе- 
нія и отчасти  линьками».  Наконецъ  при  Александрѣ  II  «крупное 
измѣненіе  въ  системѣ  наказаній  вызвалъ  и пересмотръ  Уложе- 
нія, появившагося  новымъ  изданіемъ  въ  1866  г.  (стр.  171). 

«Въ  изданіи  Уложенія  о наказаніяхъ  уголовныхъ  и испра- 
вительныхъ 1885  г.  тѣлесное  наказаніе  упоминалось  въ  3 стать- 
яхъ... Въ  приложеніи,  какъ  и въ  изданіи  1866  г.;  тѣлесными 
наказаніями  считались  наказанія  розгами  и наложеніе  оковъ. 
Затѣмъ  оставались  тѣлесныя  наказанія  по  Положенію  о кресть- 
янахъ, тѣлесныя  наказанія  какъ  дисциплинарная  мѣра  въ  тюрь- 
махъ, тѣлесныя  наказанія  для  ссыльныхъ  и тѣлесныя  наказанія 
въ  войскахъ  (для  штрафованныхъ)  и въ  дисциплинарныхъ  ба- 
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таліонахъ.  Такимъ  образомъ  тѣлесныя  наказанія,  хотя  и очень 
медленно,  продолжали  убывать»  (стр.  173). 

Наконецъ,  послѣ  ряда  указовъ  по  частнымъ  вопросамъ  по- 
слѣдніе остатки  тѣлесныхъ  наказаній  въ  русскомъ  правѣ  отмѣ- 
нены закономъ  11  августа  1904  г.  Новое  Уголовное  уложеніе, 
опубликованное  въ  1903  г.,  о тѣлесныхъ  наказаніяхъ  совер- 
шенно не  упоминаетъ  (стр.  299).  Предсказаніе  автора,  что  «по- 
ложеніе  защитниковъ  тѣлесныхъ  наказаній  въ  настоящее  время 
безнадежно»  и что  «исходъ  борьбы  заранѣе  предрѣшенъ  исто- 
рическимъ процессомъ  развитія  и вымиранія  тѣлесныхъ  нака- 
заній», блестяще  оправдалось. 

Такова  общая  картина  исторіи  тѣлесныхъ  наказаній  въ 
Россіи.  Что  касается  исторіи  отдѣльныхъ  видовъ  ихъ,  то  оста- 
навливаться на  ней  я уже  не  могу.  Особенно  подробно  разсмот- 
рѣна г.  ТимоФеевымъ  исторія  кнута,  который  былъ  долгое  время 
въ  глазахъ  иностранцевъ  какъ  бы  эмблемой  русскаго  правосудія. 

Въ  общемъ  исторія  тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи  изло- 
жена авторомъ  съ  должной  полнотой  и безъ  ошибокъ.  Надо  ска- 
зать, однако,  что  имѣются  и погрѣшности  болѣе  или  менѣе  серь- 
езнаго значенія.  Такъ,  г.  ТимоФеевъ  говоритъ:  «Объ  отсѣче- 
ніи руки  впервые  упоминаютъ  Судебники  и губныя  грамоты» 
(стр.  198).  Между  тѣмъ  въ  Судебникахъ  ничего  подобнаго  нѣтъ1). 
Далѣе  пропущенъ  весьма  важный  указъ  1623  г.  «по  обышной 
винѣ  бить  батогами,  а по  большей  — бить  кнутомъ»2).  Далѣе, 
г.  ТпмоФеевъ  говоритъ  на  стр.  157:  «По  свидѣтельству  Коми- 
тета объ  отмѣнѣ  тѣлесныхъ  наказаній».  Между  тѣмъ  никакого 
комитета  съ  подобнымъ  названіемъ  не  было,  а былъ  Комитетъ 
для  пересмотра  военно-уголовныхъ  законовъ  и т.  д. 

При  этомъ  необходимо  отмѣтить,  что  цѣлый  рядъ  вопросовъ 
впервые  подробно  разсмотрѣнъ  въ  книгѣ  г.  Тимофеева.  Нѣко- 
торые же  даже  впервые  затронуты  этимъ  авторомъ.  Такъ  въ 
главѣ  I втораго  отдѣла  1)  подробно  разсмотрѣны  вопросы  о 
происхожденіи  тѣлесныхъ  наказаній,  о значеніи  рабства  (стр. 


*)  Въ  этомъ  отношеніи  болѣе  правъ  про®.  Богдановскій,  у котораго 
читаемъ : «Членовредительныхъ  наказаній  мы  не  видимъ  въ  Судебникахъ, 
но  въ  современныхъ  имъ  губныхъ  грамотахъ  и наказахъ  они  иногда  назна- 
чаются ѵ,  тамъ-же,  стр.  66. 

См.  Сергѣевскій,  тамъ-же,  стр.  164. — Филипповъ,  тамъ-же,  стр.  335. 
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63—66),  о значеніи  татарскаго  ига  (стр.  69)  Подробно  разсмо- 
трѣны условія,  содѣйствовавшія  развитію  тѣлесныхъ  наказаній  : 
а)  сильная  государственная  власть  (стр.  71 — 73),  б)  грубость 
нравовъ  (стр.  75—76),  в)  семейный  бытъ  (стр.  77 — 78),  г)  по- 
ложеніе низшихъ  классовъ  (стр.  78—79),  д)  значеніе  битья  и 
жестокости,  устрашенія  (стр.  80 — 85).  3)  Подробно  разсмотрѣнъ 
вопросъ  о распространенности  тѣлесныхъ  наказаній  и особенно 
объ  отношеніи  къ  нимъ  общества  въ  XVII  в.  (стр.  86—88). 
4)  Поднятъ  вопросъ  о позорности  тѣлесныхъ  наказаній  при 
Петрѣ  В.  (стр.  93—95).  5)  Приведены  данныя  относительно  со- 
кращенія и исчезновеніе  членовредительныхъ  наказаній  (стр. 
96—98). 

Въ  главѣ  II  того  же  отдѣла  подробно  разсмотрѣны  или 
вновь  затронуты:  6)  общія  условія,  вліявшія  на  тѣлесныя  нака- 
занія (стр.  99—105),  7)  позорность  тѣлесныхъ  наказаній  и со- 
кращеніе ихъ  примѣненія  (стр.  106 — 107),  8)  возникновеніе  при- 
вилегій до  жалованной  грамоты  1785  г.  (стр.  107  — 112),  9)  от- 
ношеніе Екатерины  II  къ  тѣлеснымъ  наказаніямъ ; двойствен- 
ность въ  ея  политикѣ  (стр.  114 — 116),  10)  подробности  отмѣны  тѣ- 
лесныхъ наказаній  для  духовенства  при  Павлѣ  (стр  188),  11) 
разсужденія  комитета  1817  г.  (стр.  122 — 125),  12)  смягченіе  на- 
казаній для  женщинъ  (стр.  125 — 126),  13)  разсужденія  о кнутѣ 
въ  1824  г.  (стр.  126,  129),  14)  отношеніе  Николая  I къ  тѣлес- 
нымъ наказаніямъ  (стр.  130),  15)  отношеніе  къ  тѣлеснымъ  на- 
казаніямъ общества,  выписка  изъ  Баршева  (стр.  131 — 132), 
16)  развитіе  привилегій  не  по  началамъ  сословности  (стр.  133 
— 135),  17)  подробности  смягченія  наказаній  по  болѣзни  (стр. 
138 — 140),  18)  подробности  отмѣны  кнута  (стр.  141 — 153)  и 
отношеніе  къ  ней  (стр.  154),  19)  общій  характеръ  примѣненія 
тѣлесныхъ  наказаній  при  Николаѣ  I (стр.  154 — 156),  20)  нѣ- 
которыя дополненія  къ  исторіи  отмѣны  тѣлесныхъ  наказаній  въ 
1863  г.,  21)  періодъ  1901-1904  гг.  (стр.  177-79,  181—85), 
22)  общіе  выводы  и оцѣнка  изъятій  высшихъ  сословій  (стр. 
185—191). 

Въ  отдѣлѣ  III,  глава  I,  новыми  являются : 23)  подробности 
вырѣзанія  ноздрей  (стр.  206,  209),  24)  клейменіе,  при  Екате- 
ринѣ II  (стр.  212 — 213),  25)  полемика  съ  Яневичемъ  (стр.  214), 
26)  подробности  наложенія  клеймъ  (стр.  217). 
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Въ  главѣ  II  того  же  отдѣла  : 27)  сопоставленіе  тяжести 
болѣзненныхъ  наказаній  (стр.  219—220),  28)  подробности  при- 
мѣненія кнута  какъ  самостоятельнаго  и добавочнаго  наказанія 
(стр.  222 — 223),  29)  кнутъ  по  проектамъ  1754—1766  гг.  (стр. 
227 — 229),  по  проекту  1813  г.  (стр.  229),  30)  замѣна  кнута*въ 
остзейскомъ  краѣ  (стр.  230),  31)  отмѣна  наказанія  кнутомъ  въ 
нѣсколькихъ  мѣстахъ  (стр.  233—234),  32)  кнутъ  въ  XIX  в., 
кобыла  (стр.  236 — 237),  выполненіе  наказанія  кнутомъ  (стр. 
238 — 241),  33)  выясненіе  числа  ударовъ  кнутомъ  въ  XVIII  и 
XIX  вв.  (стр.  241 — 245),  34)  опасность  наказанія  кнутомъ  (стр. 
247,  248,  249,  250),  35)  подробности  наказаній  палками  (стр. 
257 — 259),  36)  подробности  наказаній  плетьми  среди  духовен- 
ства (стр.  263 — 265),  дисциплинарное  значеніе  плетей  (стр.  266), 
отношеніе  кнута  и плетей  (стр.  267),  замѣна  плетьми  кнута 
(стр.  269—271),  плети  по  проекту  1754 — 1766  гг.  (стр.  272), 
число  ударовъ  плетьми  (стр.  276 — 277),  37)  подробности  нака- 
занія шелепами  (стр.  277),  кошками  (стр.  278 — 219),  38)  опи- 
саніе шпицрутеновъ  и примѣры  наказанія  ими  (стр.  280,  281, 
283,  284),  число  ударовъ  (стр.  285 — 287),  причины  появленія 
шпицрутеновъ  (стр.  287 — 288),  шпицрутены — военное  наказаніе 
и переходъ  въ  гражданскій  бытъ  (стр.  289,  291),  шпицрутены 
при  Николаѣ  I (стр.  290—291),  39)  розги  по  проекту  1754  — 
1766  гг.  и мѣстнымъ  узаконеніямъ  (стр.  293—295),  40)  розги  въ 
XIX  в.  до  Уложенія  1845  г.  (стр.  295),  послѣ  Уложенія  1845  г. 
(стр.  297,  298,  299),  подробности  примѣненія  розги  какъ  дис- 
циплинарной и администратявной  мѣры  (стр.  303 — 310),  41) 
линьки,  колодки  (стр.  311,  312),  содержаніе  въ  цѣпяхъ  (стр. 
313—314),  43)  законъ  1903  г.  (стр.  317,  318). 

Итакъ,  цѣлый  рядъ  крупныхъ  и второстепенныхъ  вопро- 
совъ впервые  поднятъ  или  подробно  разсмотрѣнъ  у г.  Тимофе- 
ева. Наконецъ,  слѣдуетъ  указать,  что  очень  нерѣдко  г.  Тимо- 
Феевъ  исправляетъ  ранѣе  высказывавшіяся  учеными  изслѣдова- 
телями воззрѣнія*,  причемъ  съ  поправками  его  обыкновенно 
нельзя  не  согласиться. 

Такъ,  совершенно  справедливо  замѣчаніе  его,  что  про®. 
Таганцевъ  дѣлаетъ  ошибку,  относя  клейменіе  къ  членовреди- 
тельнымъ  наказаніямъ.  Скорѣе  слѣдуетъ  отнести  его  къ  тѣмъ 
тѣлеснымъ  наказаніямъ,  которыя  названный  выдающійся  кри- 
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миналистъ  характеризуетъ,  какъ  «разсчитанныя  не  столько  на 
Физическое  страданіе,  сколько  на  испытываемый  преступникомъ 
позоръ  и униженіе»  (стр.  5). 

Совершенно  вѣрно  также  возраженіе,  которое  дѣлаетъ  ав- 
торъ противъ  попытки  объяснить  идею  таліона,  этой  смягчен- 
ной мести,  существовавшаго  несомнѣнно  у всѣхъ  народовъ,  влі- 
яніемъ Моисеева  права  (стр.  8). 

Весьма  удачно  возражаетъ  г.  ТимоФеевъ  противъ  мнѣнія 
проФ.  Максимовича,  проФ.  Леонтовича  и Друг.,  что  тѣлесныя 
наказанія  появились  у насъ  подъ  вліяніемъ  татарскаго  ига 
(стр.  68—64)  *). 

Столь  же  удачно  г.  ТимоФеевъ  отвергаетъ  особое  якобы 
присущее  славянамъ  нерасположеніе  къ  тѣлеснымъ  наказаніямъ 
(стр.  68). 

Съ  полнымъ  основаніемъ  опровергаетъ  онъ,  далѣе,  мнѣніе 
г.  Деппа,  что  клейменіе  по  Двинской  грамотѣ  было  лишь  нрав- 
ственнымъ (стр.  210). 

Основательно  возражаетъ  авторъ  и противъ  ученія  Ка- 
лачова, что  византійское  вліяніе  на  развитіе  тѣлесныхъ  нака- 
заній въ  Россіи  имѣло  ббльшее  значеніе,  чѣмъ  татарское  иго 
(стр.  65). 

Совершенно  правильно  отвергаетъ  г.  ТимоФеевъ  также 
воззрѣніе  проФ.  Сергѣевскаго,  что  въ  русскомъ  правѣ  освобож- 
деніе отъ  тѣлесныхъ  наказаній  высшихъ  сословій  произошло 
по  инымъ  основаніямъ,  чѣмъ  на  Западѣ,  не  какъ  сословная 
привилегія,  а по  служебнымъ  соображеніямъ  (стр,  188 — 189). 

Наконецъ,  несомнѣнно  справедливы  и дѣлаемыя  авторомъ  : 
Поправка  мнѣнія  про®.  Филиппова,  что  плети  были  тяжелѣе 
кнута  (стр.  267). 

Поправка  мнѣнія  г.  Яневича-Яневскаго  о томъ,  что  клей- 
меніе было  принадлежностью  торговой  казни  (стр.  214). 

Поправка  мнѣнія  г.  Тобина,  что  кошки  существовали 
только  на  бумагѣ  (стр.  278). 


*)  Г.  Ступинъ  та*йе  совершенно  ошибочно  считаетъ  началомъ  появ- 
ленія тѣлесныхъ  наказаній  на  Руси  эпоху  Судебниковъ,  т.  е.  конецъ  ХУ  в. 
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Всѣ  эти  исправленія  ранѣе  высказывавшихся  въ  ученой 
литературѣ  взглядовъ  также  составляютъ  плюсъ  разбираемаго 
труда.  Каково  же  можетъ  быть  наше  заключеніе? 


Заключеніе. 

Предшествующее  изложеніе  не  установило  никакихъ  дан- 
ныхъ для  того,  чтобы  произнести  здѣсь  не  тотъ  приговоръ  о 
книгѣ  г.  Тимофеева,  который  уже  произнесенъ  единодушно  въ 
печати  признанными  представителями  русской  науки. 

Предметомъ  для  своего  изслѣдованія  г.  ТимоФеевъ  избралъ 
интересное  и важное  явленіе  исторіи  русскаго  права.  Для  раз- 
рѣшенія поставленной  имъ  себѣ  задачи  онъ  привлекъ  совер- 
шенно достаточное  количество  законодательнаго  и литератур- 
наго матеріала.  Своему  изслѣдованію  онъ  не  далъ  широкой 
научной  постановки,  но  въ  предѣлахъ,  поставленныхъ  имъ  себѣ, 
онъ  сдѣлалъ  все,  что  имѣлъ  въ  виду.  Опредѣленность  предмета 
изслѣдованія  и методовъ  его  немало,  конечно,  посодѣйствовала 
успѣшному  доведенію  до  конца  этой  работы. 

Диссертація  г.  Тимофеева  является  вполнѣ  серьезнымъ  на- 
учнымъ трудомъ.  Она  признана  уже  полезнымъ  вкладомъ  въ 
исторію  русскаго  уголовнаго  права.  Конечно,  и послѣ  нея  исто- 
рія тѣлесныхъ  наказаній  въ  Россіи  можетъ  быть  предметомъ 
для  научнаго  изслѣдованія ; въ  этомъ  не  должно  быть  ничего 
удивительнаго,  по  крайней  мѣрѣ  для  тѣхъ,  кому  извѣстно,  ка- 
кую, къ  сожалѣнію,  крупную  роль  играло  изучаемое  устано- 
вленіе въ  исторіи  русскаго  права.  Не  лишена  книга  г.  Тимофе- 
ева и разныхъ  недостатковъ,  частью  указанныхъ  выше,  какъ 
не  лишены  ихъ  обыкновенно  и выдающіеся  ученые  труды1). 
Но  въ  общемъ  изслѣдованіе  г.  Тимофеева  далеко  превышаетъ 


\)  Работы  по  древнему  праву  въ  особенности  не  могутъ  быть  безъ 
недостатковъ  *,  см.  хотя  бы  разборъ  книги  про®.  Сергѣевскаго  про®.  Влади- 
мірскимъ-Будановымъ  Университетскія  записки.  Кіевъ.  1888.  Стр.  18. 
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тѣ  требованія,  которыя  предъявляетъ  законъ  къ  магистерскимъ 
диссертаціямъ. 

Я считаю,  что  было  бы  явной  несправедливостью,  если  бы 
автору  было  отказано  въ  ученой  степени,  тѣмъ  болѣе,  что  Факуль- 
тетъ не  можетъ  не  принять  во  вниманіе  и предшествующей 
ученой  дѣятельности  г.  Тимофеева. 


/ 
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III.  Приложеніе 


Курсъ  Оогословскихъ  знаній  въ  его  основныхъ  положеніяхъ. 

Профессора  Богословія,  священника  А.  М.  Клитина. 


1)  Современное  состояніе  богословской  науки  и ея  задачи. 

Вопросъ  о сущности  и происхожденіи  религіи.  Понятіе  о 

религіи  вообще.  Значеніе  словъ—  «религія»  и «вѣра».  Основ- 
ные элементы  религіозной  вѣры:  вѣра  въ  личнаго  высшаго 
Духа — Бога  и въ  царство  духовъ*,  вѣра  въ  безсмертіе  духа 
человѣческаго  и въ  загробную  жизнь.  Производные  элементы : 
чувство  страха,  зависимости  и необходимости  умилостивленія 
духовъ  жертвами  и своей  жизнію. 

О первоначальной  Формѣ  религіи:  Фетишизмъ,  политеизмъ 
и монотеизмъ.  Племенная,  національная  и личная  стадіи  рели- 
гіи. Монотеизмъ,  какъ  изначальная  Форма  религіи 

2)  Всеобщность  религіи  и цѣнность  свидѣтельствъ  объ 
этомъ  историческомъ  Фактѣ.  Безбожіе  дикихъ  народовъ  и объяс- 
неніе этого  явленія.  Научный  атеизмъ  и его  психическія  осно- 
вы. Свидѣтельство  о немъ  Св.  Писанія. 

Объясненія  Факта  религіозной  вѣры  въ  человѣчествѣ.  Мнѣ 
нія  о происхожденіи  религіи  или  изъ  корыстныхъ  цѣлей  жре- 
цовъ, законодателей  и мудрецовъ  (политическая  гипотеза);  или 
изъ  чувства  страха  предъ  грозными  явленіями  природы  (натура- 
листическая гипотеза);  или  изъ  эгоистическаго  чувства,  при 
помощи  Фантазіи  идеализирующаго  свои  желанія  (Эвгемеръ 
IV  в.  до  Р.  X о мірѣ  героевъ.  Спенсеръ  : анимизмъ  или  вѣра 
въ  духовъ.  Фейербахъ  1804 — 1872:  идеализація  эгоизма). 

Б)  Бытіе  высшаго  Существа,  или  Бога.  О такъ  называе- 
мыхъ доказательствахъ  бытія  Божія.  Доказательство  космоло- 
гическое и возраженіе  Канта  противъ  этого  доказательства 
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(міръ  опытный  долженъ  пмѣть  п причину  опытную*,  вселенная 
можетъ  быть  и какъ  нѣчто  самостоятельное).  Телеологическое 
доказательство  и критика  его  прОФ  Паульсеномъ  ( с Введеніе  въ 
философію > стр.  164  и ел  ). 

4)  Онтологическое  доказательство  по  Анзельму  и Декарту. 
Значеніе  этого  доказательства.  Нравственное  доказательство. 
Сенека  и др.  указывали  на  бытіе  совѣсти,  какъ  голоса  Божія, 
поучающаго  насъ  обязанностямъ.  Кантъ  на  безусловную  не- 
обходимость высочайшаго  блага  (добродѣтель  и счастіе)  Значе- 
ніе этого  доказательства.  Историческое  доказательство  въ  явле- 
ніи Сына  Божія. 

5)  Пантеизмъ,  или  ученіе  о единой,  міровой  сущности, 
проявляющейся  въ  многообразныхъ  Формахъ  бытія.  Понятіе 
пантеизма  о Божествѣ  и о религіи.  Ученіе  Спинозы  о субстан- 
ціи. Доводы  Спенсера  и Паульсена  противъ  антропоморфиче- 
скаго представленія  Бога  въ  Формѣ  личности.  Несостоятельность 
этихъ  доводовъ:  опредѣленіе  не  есть  ограниченіе;  сущность  лич- 
ности- въ  самосознаніи  и свободѣ.  Абсолютная  самостоятельность 
Божественной  Личности.  Понятіе  пантеизма  о религіи.  Религія 
не  можетъ  быть  только  чувствомъ  зависимости  отъ  безконеч- 
наго, пли  только  чувствомъ  эстетическимъ,  пли  только  высшимъ 
знаніемъ,  какъ  результатомъ  развитія  идеи  абсолютнаго  до  само- 
сознанія въ  человѣкѣ.  Религія  обнимает^  всю  духовную  жизнь 
и направляется  къ  Личности,  а не  къ  безсознательной  силѣ. 

6)  Деизмъ,  какъ  направленіе,  отрицающее  Откровеніе  и 
Промышленіе  Божіе  въ  мірѣ.  Богъ,  какъ  высочайшій  Разумъ,  и 
ограниченіе  Его  неизмѣнностію  законовъ  природы.  Религія, 
какъ  произведеніе  человѣческаго  духа  и ея  содержаніе,  опре- 
дѣляемое истинами  бытія  Божія  и безсмертія  души.  Неправиль- 
ность такого  представленія.  Откровеніе  и чудеса.  Отношеніе 
чудесъ  къ  законамъ  природы.  Теизмъ  или  ученіе  о Личномъ, 
абсолютномъ  Духѣ.  Теистическое  представленіе  происхожденія 
религіи  Ученіе  Декарта.  Эмпирическая  теорія. 

7)  Духовный  міръ  и понятіе  о немъ.  Отрицательное  отноше- 
ніе къ  этому  міру  и основанія  такого  отношенія:  теоретическія 
и историческія.  Несомнѣнность  существованія  царства  духовъ. 
Духовность  души  и ея  безсмертіе.  Понятіе  о матеріализмѣ, 
какъ  о направленіи,  опредѣляющемъ  сущность  бытія  однимъ 
только  субстратомъ  — матеріей.  Разборъ  основного  положенія 
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матеріализма,  что  мысль  есть  свойство  организованной  матеріи, 
что  она  есть  Функція  мозга.  Связь  души  съ  тѣломъ  и взаимное 
ихъ  вліяніе  другъ  на  друга.  Эмпирическій  параллелизмъ.  Психо- 
физическій монизмъ,  предполагающій  тождество  психическаго  и 
матеріальнаго  міра.  Фактъ  особности  и независимости  духов- 
ной жизни  отъ  мозга.  Опыты  русскаго  ученаго  Малиновскаго 
и нѣмецкаго  Физіолога  Гольца  надъ  вырѣзываніемъ  мозговыхъ 
полушарій  у собаки  для  доказательства  недостаточной  обосно- 
ванности строгаго  разграниченія  мозговыхъ  Функцій.  (Про®. 
Челпановъ.  Мозгъ  и душа.  Стр.  286  -310).  Субстратъ  душев- 
ныхъ явленій  есть  самосознающая  духовная  личность.  Ученіе 
Іисуса  Христа  о душѣ  и Его  собственная  Личность. 

8)  Отличіе  души  человѣка  отъ  души  животныхъ  (ruach, — 
духъ  и ntfech  chaja,  живое  существо)  Неправильность  пред- 
ставленія о животныхъ,  какъ  объ  автоматахъ  (Декартъ).  О 
безсмертіи  животныхъ. 

Теорія  Дарвина  о происхожденіи  человѣка  отъ  нѣкоторой 
низшей  органической  Формы.  Общія  положенія.  Сходство  и 
различіе  человѣка  отъ  обезьянъ.  Анатомическое  и Физіологи- 
ческое сходство.  Недостаточность  естественнаго  подбора  (мнѣ- 
нія Уоллэса  и Вирхова).  Значеніе  теоріи  Дарвина  для  богослов- 
ской науки  (въ  разрѣшеніи  вопроса  о единствѣ  рода  человѣ- 
ческаго). Теорія  эволюціи  и ея  отношеніе  къ  дедуктивному 
методу  мышленія. 

9)  Безсмертіе  души  человѣка.  Всеобщность  вѣры  въ  без- 
смертіе души  и въ  загробную  жизнь.  Невозможность  объяснить 
происхожденіе  этой  вѣры  изъ  сновидѣній  или  только  изъ  чув- 
ства любви  къ  жизни  и скорби  по  умершимъ  (Спенсеръ).  Эво- 
люціонная теорія  безсмертія  (Ар.  Сабатье)  и значеніе  ея.  Тео- 
рія Ницше  о вѣчномъ  возвращеніи.  Историческое  безсмертіе. 
Извѣстныя  доказательства  безсмертія  души:  психологическое, 
телеологическое,  теологическое  п нравственное.  Христіанское 
понятіе  о безсмертіи  и вѣчной  жизни. 

10)  Религіозный  культъ  и жизнь  человѣка,  какъ  свидѣ 
тельство  о живости  и дѣйственности  отношеній  человѣка  къ 
Богу.  Гимны,  молитвы  и жертвы.  Личныя  и общественныя 
бѣдствія.  Всеобщее  убѣжденіе  въ  близости  Бога  къ  человѣку. 
Явленія  п воплощенія  Божества.  Богочеловѣчество  въ  представ- 
леніяхъ и чувствахъ  людей  всего  міра.  Стремленіе  воли  чело 
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вѣческой  къ  согласованію  съ  волей  Божественной.  Нравы,  обы- 
чаи и законы.  Государственный  строй  и государственная  рели- 
гія. Національное  божество.  Божество  всего  міра  и всѣхъ 
людей, 

11)  Исторія  религій  и ея  значеніе  въ  богословской  наукѣ. 
Связь  исторіи  религій  съ  исторіей  происхожденія  человѣка. 
Первая  историческая  Форма  религіозныхъ  вѣрованій.  Періодъ 
естественнаго  ея  искаженія.  Характеръ  послѣдующихъ  вѣро- 
ваній : натурализмъ,  полидемонизмъ  и сидеризмъ.  Общія  замѣ- 
чанія о религіозныхъ  вѣрованіяхъ  народовъ  Азіи,  Европы  и 
Амерпкп  до  образованія  въ  нихъ  государственной  жизни.  Вѣ- 
рованія славянъ,  шведовъ,  германскихъ,  африканскихъ,  амери- 
канскихъ и австралійскихъ  племенъ. 

12)  Религіи  Китая:  Ю,  Тао  и Фо.  Конфуцій  и его  лич- 
ность (550  г.  до  Р.  Хр.).  Священныя  книги  китайцевъ:  Шу- 
кингъ,  И-кингъ  и Ши-кингъ.  Ученіе  Конфуція  о небѣ  и землѣ. 
Шангъ-ти  (верховный  Правитель).  Молчаніе  Конфуція  о бо- 
жествѣ и загробной  жизни,  Почитаніе  душъ  умершихъ  пред- 
ковъ и душъ  стихій,  свѣтилъ  и пр.  Ученіе  Конфуція,  какъ  ко- 
дексъ политической  и общественной  нравственности.  Лаотзе  и 
его  ученіе.  Религія  Тао  (путь,  принципъ,  слово).  Тао  или  при- 
рода. Ученіе  о покорности  судьбѣ  и законамъ  природы.  Книга 
наградъ.  Отшельничество,  суевѣріе  и чародѣйство.  Религія  Фо 
или  буддизмъ  въ  Китаѣ.  Согласованіе  буддизма  съ  основнымъ 
китайскимъ  міровоззрѣніемъ.  Буддійскія  секты  Неудовлетво- 
ренность религіознаго  сознанія.  Религія  Японіи  : «Ками»  (или 
камино  мици,  путь  боговъ),  или  «Синто*.  Священныя  книги : 
«Коджпки»  и «Нихонки»  (миѳологическій  періодъ  исторіи). 
Характеръ  японской  религіи.  Буддизмъ  въ  Японіи.  Механизмъ 
въ  молитвѣ  и отрицаніе  грѣха.  Пилигримство.  Общее  замѣча- 
ніе о религіозныхъ  вѣрованіяхъ  Японіи. 

13)  Религія  Индіи : браманизмъ  и буддизмъ.  Священныя 
книги : Веды  (Ригъ,  Яджуръ,  Сама  и Атарва).  Кнпги  закона 
Ману,  Веданты,  Рамайяны  иМагабараты.  Божества  Ведъ:  Индра, 
Варуну  и Агни.  Божества  закона  Ману:  Брама,  Вишну  и Шива, 
какъ  три  впда  бытія.  Тримутри.  А ватары  (или  воплощенія)  Вишну 
пли  Крпшиу.  Происхожденіе  міра  (Майя).  Ученіе  о человѣкѣ 
и происхожденіи  кастъ.  Понятіе  о нравственности  и добродѣ- 
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тели.  Все  пустота,  круженіе  и мѣна  Формъ,  и все  должно  воз- 
вратиться къ  Брамѣ. 

14)  Буддизмъ,  какъ  протестъ  противъ  браманизма.  Будда 
(или  Шакья  Муни,  Сиддарта,  Шраманъ-Готама)  и его  личность 
(600 — 520  до  Р.  X.).  Священныя  книги  буддистовъ:  Сутты, 
Винаи  и Абидармы.  Сущность  буддизма:  Мученіе,  сцѣпленіе, 
отверженіе  и путь.  Ничтожество  жизни.  Пять  добродѣтелей. 
Восьмикратный  путь.  Нирвана  и понятіе  о ней.  Карма,  или  уче- 
ніе о возмездіи,  основанное  на  послѣдовательномъ  обмѣнѣ  жизни 
между  существами.  Преобразованіе  буддизма  въ  послѣдующемъ 
развитіи.  Ученіе  о Буддѣ,  какъ  о божествѣ,  и о множествѣ 
буддъ.  Колесо  жизни.  Братство  бикшу  (нищихъ).  Монастыри 
(дацаны).  Культъ  богослуженія.  Сопоставленіе  буддизма  съ 
христіанствомъ. 

15)  Религія  Персовъ.  Источники  религіозныхъ  воззрѣній: 

Авеста,  слово  жизни  или  знанія  (Вен дидатъ,  Ясна,  Виспередъ), 
Гаты  (около  800  или  1200  г.  до  Р.  X.).  Толкованіе  на  Авесту: 
Бундагешъ  (о  началѣ  и концѣ  міра)  и Минокгиредъ  (небесный 
разумъ).  Зороастръ  или  Заратустра.  Неопредѣленность  свѣдѣ- 
ній о его  жизни.  Религіозныя  воззрѣнія.  Ормуздъ  и Ариманъ. 
Заруане-Акерене.  Духи:  Амшаспанды,  Яцаты;  дэвы,  пайрики. 
Сосіошъ—  избавитель.  Ученіе  о происхожденіи  міра  и человѣка. 
Задачи  человѣческой  дѣятельности.  Ученіе  о концѣ  міра  и за- 
гробной жизни.  Замѣчаніе  о культѣ  Митры  (первый  свѣточъ 
отъ  свѣта  Ормузда).  Митра  въ  видѣ  человѣка  съ  львиной  го- 
ловой и крыльями,  на  облакахъ  надъ  горой,  изъ  за  которой 
свѣтитъ  солнце.  Возлѣ — волъ  и человѣкъ,  поражающій  вола. 
Обряды : очищеніе  водой,  огнемъ  и пр.  Жертвоприношеніе 

вола.  Трапеза  братій.  Отзывъ  Тертулліана,  апологета  хри- 
стіанства. О сопоставленіи  персидской  религіи  съ  христіанской. 

16)  Ассиро-Вавилонская  религія.  Источники  для  сужденія 
объ  этой  религіи:  Библія,  отрывки  изъ  греческихъ  и латин- 
скихъ писателей  и клинообразныя  надписи.  Божество  Илу, 
какъ  отвлеченное  и умопостигаемое,  какъ  единый  міровой  духъ. 
Проявленія  божества  рядами  и въ  убывающемъ  порядкѣ.  Трі- 
ады: Any,  Бэлъ  (Мардукъ)  и Ба*,  Синъ  (Санъ),  Шамасъ  и Рам- 
манъ.  Пять  планетныхъ  боговъ  и боги  меньшіе.  Астральиый 
характеръ  боговъ.  Богиня  И старъ  и ея  нисхожденіе  въ  адъ. 
Почитаніе  множества  духовъ.  Ученіе  о происхожденіи  міра, 
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грѣхопаденіи,  потопѣ  и о загробной  жизни.  Культъ  Вавило- 
нянъ. Жертвы  растительныя  и животвыя.  Молитвы  покаянныя 
и хвалебныя.  «Обрати,  Боже,  грѣхи  въ  добродѣтели»  ! Общее 
замѣчаніе  о значеніи  религіозныхъ  вѣрованій  Вавилонянъ. 

17)  Религія  Финикіят.  Древнее  названіе  божества:  Елъ, 
Еліумъ.  Ваалъ  (владыка),  богъ  природы  и исторіи.  Молохъ 
(царь  боговъ),  богъ  огня.  Адонисъ,  богъ  солнца  и жизни.  Ино- 
земные боги  Финикіи.  Почитаніе  духовъ  и планетныхъ  свѣ- 
тилъ. Космогонія,  близкая  къ  библейской.  Нетвердость  нрав- 
ственныхъ принциповъ.  Ученіе  о загробной  жизни.  Религіоз- 
ныя вѣрованія  Сирійцевъ.  Боги:  Елъ,  Илю.  богиня  Илатъ,  Да- 
гонъ,  богъ  моря  (Еа).  Жертва  рыжаго  осла  или  тельца.  Фети- 
шизмъ, сидерпзмъ  и полидемонизмъ-  главныя  черты  сирійской 
религіи.  Несамостоятельность  этой  религіи,  такъ  какъ  Сирія 
была  проходной  страной.  Религія  Хеттеевъ  на  основаніи  до- 
говора съ  ними  Рамзеса  2 го  около  1300  г.  до  Р.  Хр.  Сутехъ, 
богъ  солнца.  Почитаніе  Астарты.  Почитаніе  животныхъ  и 
птицъ.  Культъ  орла  (изображеніе  двухглаваго  орла).  Почитаніе 
равносторонняго  треугольника  (Луврская  печать,  найденная  въ 
Малой  Азіи:  треугольникъ  съ  глазомъ  и рукой,  обращенной  къ 
нему  съ  мольбой).  Сближеніе  вѣрованій  Хеттеевъ  съ  религіей 
Евреевъ  на  основаніи  имени  Іегова.  Общее  сходство  съ  еврей- 
ской религіей.  Отсутствіе  подробныхъ  и точныхъ  данныхъ  о 
религіи  Хеттеевъ. 

18)  Египетская  религія.  Источники;  вторая  книга  Геро- 
дота, Діодоръ,  Плутархъ.  Древне- египетскіе  источники:  надпи- 
си на  храмахъ,  пирамидахъ,  гробницахъ  и обелискахъ.  Книга 
мертвыхъ,  по  терминологіи  Лепсіуса.  17  я глава,  какъ  теоло- 
гическая и космогоническая  система.  Царскія  гробницы  въ  Ѳи- 
вахъ (литаніи  въ  честь  солнца);  богослужебные  и магическіе 
тексты,  гимны  (наилучшіе  въ  15-й  главѣ  книги  мертвыхъ). 
Главныя  божества  : Ра,  Пта  и Амонъ,  и ихъ  воплощенія.  Ра, 
богъ  солнца,  и его  воплощевія  : быкъ  Мневисъ  и птица  Фе- 
никсъ Пта  (въ  Мемфисѣ),  богъ  откровенія ; его  воплощеніе  въ 
быкѣ  Аписѣ.  Амонъ  (скрытый,  вѣчный)  въ  Ѳивахъ,  въ  видѣ 
человѣка  съ  головой  быка  или  барана.  Соединеніе  божествъ; 
Амонъ-Pa  и т.  под.  Озирисъ  и Изида.  Богъ  Сетъ,  запирающій 
Озириса  въ  ящикѣ  Озирисъ  въ  загробномъ  мірп  — владыка  и 
судья  мертвыхъ.  Обширный  пантеонъ  боговъ.  Почитаніе  раз- 


ныхъ  духовъ — умершихъ  людей,  животныхъ  и неодушевленны хѣ 
предметовъ.  Ученіе  о происхожденіи  міра  и человѣка,  о послѣд- 
ней  судьбѣ  человѣка  и загробной  жизни.  Муміи  и ихъ  значе- 
ніе. Культъ  и его  сложность.  Гимны,  молитвы  и жертьы.  Об 
ряды : омовеніе  и обрѣзаніе.  Общее  заключеніе  о египетской 
религіи. 

19)  Религія  Грековъ.  Источники  для  сужденія  о греческой 
религіи:  Иліада,  Одиссея-,  Эсхилъ,  Софоклъ  и Эврипидъ.  Миѳо- 
логія Грековъ  и боги  ихъ.  Мойра.  Антропоморфизмъ  и чув- 
ственность въ  представленіяхъ  о божествѣ.  Идея  красоты. 
Отсутствіе  высшаго  принципа  (святости)  въ  понятіи  божествен 
ной  жизни.  Общій  характеръ  греческой  религіи. 

Религія  Римлянъ.  Ея  источники : книги  первосвященни- 

ковъ, авгуровъ,  священныя  книги  (libri  sacri,  indigitamenta), 
греческія  лѣтописи  и гимны.  Боги  Римлянъ  и подраздѣленія 
ихъ  на  классы  со  времени  Нумы.  Почитаніе  духовъ  (лары  и 
пенаты).  Политическій  характеръ  богопочитаиія.  Фатумъ  или 
Фортуна  Стройность  и цѣльность  ритуала. 

20)  Ветхозавѣтная  религія  Евреевъ.  Письменность  и со- 
ставъ ея.  Время  составленія  канона.  Греческій  (LXX),  славян- 
скій и русскій  переводы  книгъ  Ветхаго  завѣта.  Еогодухновен- 
ность  книгъ  и возраженія  со  стороны  текста,  канона  и самаго 
содержанія  (элементы  національные,  антропоморфическіе,  эро- 
тическіе, а также  и научныя  погрѣшности  разнаго  рода).  Осо- 
бенное значеніе  Пятокнижія  для  христіанской  религіи.  Краткое 
сужденіе  обд  общемъ  характерѣ  міровоззрѣнія.  Еврейскій  моно- 
теизмъ. Ученіе  о міротвореніи  и возможное  согласованіе  его  съ 
научными  положеніями.  Твореніе  человѣка  и грѣхопаденіе.  Про 
исхожденіе  зла  въ  мірѣ.  Учеиіе  о духахъ  добрыхъ  и злыхъ 
Сѣмя  жены.  Избранный  народъ.  Законодательство,  институтъ 
священства  и жертвы.  Религіозный  націонализмъ  и централи- 
зація богослуженія.  Пророки  и ихъ  отношеніе  къ  закону  Мои- 
сея и вѣрѣ  народа.  Главные  принципы  нравственной  дѣятель- 
ности но  ученію  Ветхаго  завѣта.  Ученіе  о загробной  жизни. 
Историческое  значеніе  Еврейской  религіи. 

21)  Новѣйшая  критика  Ветхозавѣтной  религіи.  Мнѣніе 
проФ.  Делича  и др.  критиковъ  о генетической  зависимости  ея 
отъ  религіи  Вавилонянъ.  Краткій  разборъ  положеній  Делича. 
Сравнительное  сопоставленіе  библейскаго  сказанія  и Вавилон 
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скихъ  миѳовъ  о сотвореніи  міра,  о грѣхопаденіи  и о потопѣ. 
Замѣчаніе  объ  общемъ  религіозномъ  преданіи  народовъ.  Несо- 
мнѣнность вліянія  культуры  Вавилонянъ  и другихъ  народовъ 
(Арабовъ,  Египтянъ)  на  Евреевъ. 

Примѣчаніе.  Отличительныя  особенности  въ  сказаніяхъ 
о твореніи  міра  слѣдующія  : 1)  Въ  Библіи  происхожденіе 
міра  изъ  ничего  по  слову  Божію  (Сравн.  съ  уч.  Нереид, 
рел.)*,  въ  Вавилонскомъ  миѳѣ —космогонія  есть  вмѣстѣ  съ 
тѣмъ  и теогонія.  2)  Въ  Вавилонскомъ  миѳѣ  опредѣленно 
указана  политическая  цѣль*,  въ  Библіи— только  религіоз- 
ная и 3)  дѣйствующія  при  твореніи  силы  въ  Вавилон- 
скомъ миѳѣ  — миѳологическіе  образы,  боги  и чудовища. 
Сказаніе  Библіи  о потопѣ  имѣетъ  большое  сходство  съ 
Вавилонскимъ,  но  въ  Библіи  совершенно  нѣтъ  такого  на- 
турализма и политеизма,  какъ  въ  Вавилонскомъ  миѳѣ.  Рису- 
нокъ грѣхопаденія  можетъ  быть  понимаемъ  и безъ  отно- 
шенія къ  этому  событію. 

22)  Новоіудейство.  Происхожденіе  Талмуда.  Мишна  и Ге- 

мара.  Галаха  и аггада,  какъ  два  направленія  въ  Талмудѣ.  Ва- 
вилонскій и Іерусалимскій  Талмудъ.  Теоретическое  и нравствен- 
ное ученіе  талмуда.  Попытки  къ  мистическому  и раціонально- 
ФилосоФСкому  объясненію  талмуда.  Ученіе  каббалистическое. 
Александрійская  философія  въ  системѣ  Филона.  Современное 
іудейство : талмудическое  и реформаторское.  Предполагаемыя 

задачи  еврейскаго  народа.  Идея  всемірнаго  господства.  Караи- 
мы (отъ  «кара»  — читать)  и ихъ  протестъ  противъ  талмуда 
( Ананъ-бенъ-Давидъ  въ  III  в.  по  Р.  Хр).  Ихъ  принципъ — для 
спасенія  необходимо  читать  только  одно  Св.  Писаніе  и придер- 
живаться его  буквальнаго  смысла. 

23)  Магометанство,  какъ  религія,  соединяющая  въ  себѣ 
элементы  іудейскіе  и христіанскіе.  Древнѣйшія  вѣрованія  ара- 
бовъ. Боги  древней  Аравіи— боги  Халдеи  (Илъ,  Билъ,  Синъ). 
Выше  всѣхъ  Аллахъ,  личное  существо.  Почитаніе  духовъ, 
или  джинновъ.  Мекка.  Кааба-храмъ,  идолы,  черный  камень,  ко- 
лодезь Зенземъ.  Съ  VI  в,  богопочитаніе  измѣняется  : въ  простомъ 
народѣ  — Фетишизмъ,  а въ  болѣе  развитыхъ  классахъ  разви- 
вается невѣріе.  Магометъ  (517  г.  по  Р.  Хр.)  и его  Коранъ. 
Сунна.  Ученіе  Корана  о Богѣ  и Его  отношеніи  къ  міру  и че- 
ловѣку. Четыре  главныя  обязанности  человѣка:  пятикратная 
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молитва  въ  день,  постъ  въ  мѣсяцъ  Рамаданъ,  отдача  десятины 
и пилигримство  въ  Мекку.  Отношеніе  къ  иновѣрцамъ.  Ученіе 
о загробной  жизни.  Общій  характеръ  религіозныхъ  воззрѣній 
магометанъ. 

24)  Христіанство , какъ  единственно-истинная  и богооткро- 
венная религія  въ  ряду  другихъ  религій  міра.  Ветхозавѣтная 
религія,  какъ  только  сѣнь  грядущихъ  благъ,  какъ  только  предъу- 
готовительная  ступень  лучшаго  свойства  къ  истинному  бого- 
псзнанію  и высшей  жизни,  открытыхъ  въ  христіанствѣ.  Свя- 
щенныя книги  Новаго  Завѣта.  Канонъ  и его  завершеніе  въ 
IV  в.  Текстъ  новозавѣтныхъ  книгъ  и незначительность  разно- 
чтеній. Манускрипты  - Александрійскій,  Ватиканскій  и Синай- 
скій. Евангелія  по  ихъ  содержанію  и значенію.  Гипотезы  отно- 
сительно Евангельской  исторіи : Паулюса,  Штрауса  и Ренана. 
Воскресеніе  Іисуса  Христа  изъ  мертвыхъ,  какъ  всемірно-исто- 
рическое событіе.  Критическія  мнѣнія  объ  этомъ  событіи : ги- 
потеза кражи  тѣла,  летаргическаго  сна  и гипотеза  видѣній 
(субъективныхъ  и объективныхъ).  Свидѣтельства  всѣхъ  уче- 
никовъ, особенно  Ап.  Ѳомы.  Ап.  Павелъ  о воскресеніи  Христа. 

25)  Ричліанская  школа  нѣмецкаго  богословія  о Новомъ  За- 
вѣтѣ. Мнѣніе  ПроФ.  Гарнака  объ  источникахъ  для  сужденія  о Лицѣ 
Іисуса  Христа  и Его  ученіи.  Признаніе  имъ  историческаго  зна- 
ченія только  за  синоптиками  (Мѳ.,  Мр.  и Лк.).  Невозможность 
чудесъ  по  Гарнаку.  Сущность  проповѣди  Спасителя,  по  мнѣнію 
Гарнака : ученіе  о Царствіи  Божіемъ,  о Богѣ  Отцѣ  и высокомъ 
достоинствѣ  души  человѣческой,  о высшей  правдѣ  и любви. 
Отрицаніе  Гарнакомъ  Богосыновства  въ  ученіи  и Личности 
Спасителя.  Образованіе  и развитіе  Церкви  Христовой  и іерар- 
хіи, по  представленію  Гарнака.  Опроверженіе  всѣхъ  этихъ  по- 
ложеній Гарнака  на  основаніи  свидѣтельствъ  Евангелій  и дру- 
гихъ апостольскихъ  писаній.  Значеніе  для  богословской  науки 
критическихъ  замѣчаній  Гарнака. 

26)  Христіанское  міровоззрѣніе  въ  основныхъ  его  поло- 
женіяхъ. Евангеліе  Іисуса  Христа,  Сына  Божія.  Ученіе  и дѣ- 
ло въ  Личности  Спасителя,  Откровеніе  безконечной  Божествен- 
ной любви  въ  ученіи  и дѣлѣ  Спасителя  міра. 

Истинное  богопознаніе.  Свидѣтельство  истины.  Откровеніе 
имени  Божія.  Ученіе  Спасителя  о Богѣ  Отцѣ,  какъ  личномъ 
и троичномъ  въ  лицахъ  Божествѣ.  Ученіе  о Самомъ  Себѣ,  какъ 
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Сынѣ  Божіемъ,  посланномъ  бъ  міръ  для  спасенія  людей.  Сяи-» 
дѣтельство  дѣлъ  Спасителя  о томъ,  что  Отецъ  послалъ  Его  въ 
міръ.  Свидѣтельство  Бога  Отца  о Богѣ  Сынѣ.  Ученіе  Спасите- 
ля о Богѣ  Духѣ  и Его  вѣчномъ  исхожденіи  отъ  Отца. 

27)  Богочеловѣческая  Личность  Іисуса  Христа.  Его  сверхъ- 
естественное рожденіе,  или  воплощеніе  Божества  въ  человѣкѣ. 
Сынъ  человѣческій.  Нравственный  характеръ  Іисуса  Христа. 
Его  безгрѣшность.  Дѣло  Спасителя  міра.  Искупленіе  человѣ- 
чества отъ  грѣха,  проклятія  и смерти.  Ученіе  Спасителя  о 
Себѣ,  какъ  о жертвѣ  за  грѣхи  всего  міра.  Страданія  Спасите- 
ля : Геѳсиманская  молитва,  предательство,  судъ,  оплеванія,  біе- 
нія, заушенія,  крестъ  и смерть.  Побѣдные  акты  спасенія  чело- 
вѣчества: воскресеніе  изъ  мертвыхъ,  вознесеніе  на  небо  и нис- 
посланіе Св.  Духа.  Возрожденіе,  обновленіе  и освященіе  чело- 
вѣческой^природы.  Откровеніе  Царствія  Божія  и вѣчной  жизни 
для  человѣка. 

23)  Христіанское  ученіе  о царствѣ  духовъ  въ  его  отно- 
шеніи къ  царствію  Божію.  Ученіе  Спасителя  о духахъ  доб- 
рыхъ и злыхъ  и объ  ихъ  участіи  въ  жизни  человѣческой.  Ис- 
кушеніе Спасителя  въ  пустынѣ  и въ  саду  Геѳсиманскомъ.  Из- 
гнаніе бѣсовъ  изъ  людей.  Князь  міра  сего  изгнанъ  вонъ.  Небо 
отверсто  и Ангелы  Божіи,  восходящіе  и нисходящіе  къ  Сыну 
человѣческому.  Ангелы-вѣстники,  ангелы  хранители  и ангелы- 
служебные  духи  въ  дѣлѣ  спасенія  людей.  Свободныя  отноше- 
нія человѣка  къ  дѣйствіямъ  духовъ.  Его  власть  надъ  нечисты- 
ми духами.  Христіанское  ученіе  о мірѣ  и человѣкѣ.  Міръ  и 
человѣкъ,  какъ  творенія  Божіи.  Любовь  Божія  къ  міру.  Чело 
вѣкъ,  какъ  предметъ  особеннаго  попеченія  Божія;  назначеніе 
человѣка  для  Царствія  Божія.  Ученіе  о Промыслѣ  Божіемъ. 

29)  Христіанское  ученіе  о смыслѣ  человѣческой  жизни  и 
о ея  цѣляхъ.  Душа  больше  тѣла.  Ученіе  Спасителя  о Царствіи 
Божіемъ  на  землѣ,  какъ  первомъ  предметѣ  человѣческихъ  стре- 
мленій. Остальное  все  приложится.  Воля  Отца  небеснаго  въ 
мірѣ  и въ  жизни  людей,  Вѣра  въ  Сына  Божія,  какъ  условіе 
спасенія  и счастія  человѣческаго.  Свободный  союзъ  любви 
всѣхъ  людей  въ  христіанскомъ  обществѣ.  Пріидите  ко  Мнѣ. 
Страданія  и радость  со  Христомъ.  Церковь  Христова,  какъ 
Царство  Божіе.  Церковь,  какъ  царство  духовное  и какъ  внѣшне- 
организованный  союзъ.  Духовныя  дарованія  Церкви,  возводя- 
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тія  человѣка  съ  совершенству  Отца  Небеснаго  и къ  единенію 
со  Христомъ.  Возбужденіе,  развитіе  и укрѣпленіе  этихъ  даро- 
ваній силою  и дѣйствіемъ  особо-поставленныхъ  на  это  служе- 
ніе лицъ  и опредѣленныхъ  для  этого  средствъ.  Высокіе  прин- 
ципы христіанской  личности  : истина,  свобода,  любовь  и жизнь 
вѣчная.  Смыслъ  и значеніе  христіанскаго  принципа-любви.  Под- 
ражаніе Христу.  Отношеніе  христіанскаго  общества  къ  злу. 
Понятіе  непротивленія  и всепрощенія.  Естественность  и воз 
можность  общественнаго  суда  надъ  непокорной  и злой  волей, 
по  ученію  Спасителя.  Отношеніе  христіанина  и христіанскаго 
общества  къ  властямъ  и государству.  Общее  стремленіе  всѣхъ 
людей  къ  царству  личности  (Царству  Божію)  и къ  безконечно- 
му совершенствованію  въ  вѣчной  жизни.  Универсальность  и 
вѣчность  Церкви  Христовой. 

30)  Христіанское  ученіе  о вѣчной  жизни  и будущихъ  судь- 
бахъ міра  и человѣка.  Ученіе  Спасителя  о безсмертіи  человѣ- 
ка, о воскресеніи  мертвыхъ  и о второмъ  Своемъ  пришествіи. 
Второе  пришествіе  Спасителя,  какъ  откровеніе  истинной  сущности 
бытія  и вѣчной  славы  Царствія  Божія. 

31)  Развитіе  христіанскаго  сознанія  въ  историческихъ 
Формахъ  вѣроисповѣданія.  Значеніе  этого  развитія  въ  отноше- 
ніи къ  вѣчнымъ  цѣлямъ  Царствія  Божія.  Народы  нехристіан- 
скаго сознанія  въ  Царствіи  Божіемъ.  Многія  обители  Отца  Не- 
беснаго. 


Пособія  къ  изученію  православно-христіанской  религіи. 


1)  Свящ.  Писаніе  Ветхаго  и Новаго  завѣта. 

Необходимо  личное  и подробное  знакомство  съ  текстомъ 

Священныхъ  книгъ. 

2)  Еп.  ‘Хрисанѳъ.  Религія  древняго  міра  въ  ихъ  отноше- 
ніи къ  христіанству.  Т.  I — JII.  Спб.  1873 — 1878  г.  639—625 — 
673  стр. 

3)  ПроФ.  Глаголевъ.  Очерки  по  исторіи  религій.  Часть  I 
(Ассиро-Вавилонская  рел.,  Египетск.  рел.,  религіи  хетеевъ, 
финикіянъ,  сирійцевъ  и арабовъ).  278  стр.  Тр.-Серг.  лавра 
1902  г.  Цѣна  1 р.  30  к. 

4)  ПроФ.  В.  Д.  Кудрявцевъ.  Религія,  ея  сущность  и про- 
исхожденіе. Полное  собраніе  сочиненій.  Сергіевъ  посадъ.  1892  г. 
(Томы  1 и 2.  Цѣна  3 р ). 

5)  Про®.  Т.  Буткевичъ.  Религія,  ея  сущность  и проис- 
хожденіе. Въ  2-хъ  книгахъ.  Харьковъ  1904  г. 

6)  ПроФ.  А.  Кудрявцевъ.  Краткій  курсъ  лекцій  по  Пра- 
вославному Богословію.  Въ  3-хъ  частяхъ.  Москва  1889  г. 
Цѣна  2 р. 

7)  ПроФ.  Н.  Рождественскій.  Христіанская  Апологетика. 
Спб.  1884  г.  Т.  1 — 435  стр.  Т.  ІІ-447-ХХХѴІ  стр. 

8)  ПроФ.  А.  И.  Введенскій.  Вѣра  въ  Бога,  ея  происхож- 
деніе и основанія.  Москва  1891  г. 

9)  ПроФ.  А.  И.  Введенскій.  Религіозное  сознаніе  языче- 
ства. Томъ  I — 752  стр.  Москва  1902  г.  Цѣна  2 р. 

10)  ПроФ.  Н.  Елеонскій.  Краткія  записки  по  Основному 
богословію  XI — 226  стр.  Москва  1900  г.  Цѣна  80  к. 

Л)  ПроФ.  В.  Рождественскій.  Основное  богословіе.  106  стр. 
Спб.  1897  г. 
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12)  Про®.  П.  Свѣтловъ.  Курсъ  апологетическаго  богосло- 
вія II — 413 — VI.  Кіевъ  1900  г.  Цѣна  2 р. 

13)  ИроФ.  Глаголевъ.  Сверхъестественное  откровеніе  и 
естественное  богопознаніе  внѣ  истинной  Церкви.  VI — 442 — 
XXII  стр.  Хорьковъ.  1900  г.  Цѣна  2 р. 

14)  ГІроФ.  Т,  Буткевичъ  Жизнь  Господа  нашего  Іисуса 
Христа.  Опытъ  историко  критическаго  изложенія  Евангельской 
исторіи.  Изд.  2-е.  Спб.  1887  г. 

15)  А.  Покровскій.  Библейское  ученіе  о первобытной  ре- 
лигіи. Св.-Тр. -Сергіева  лавра.  1901  г.  VIII— LX — 457. 

16)  Начало  и конецъ  нашего  земнаго  міра.  Въ  двухъ 
частяхъ.  Изд.  И Тузова.  Спб.  1900 — 1904  г.  VIII — 247 — 236 — 11. 

17)  Ф.  Вигуру  Руководство  къ  чтенію  и изученію  Библіи. 
Иерев.  съ  Франц.  В.  Воронцова.  Москва  1897.  Томъ  I.  ѴШ — 
583  стр.  Ц.  2 р.  75  к. 

18)  Про®.  Сергіевскій.  Объ  основныхъ  истинахъ  хри- 
стіанской вѣры.  Москва  1872  г. 

19)  Вл.  Соловьевъ.  Духовныя  основы  жизни.  Изд.  3-е. 
Спб.  1897  г.  VI— 177  стр  Ц.  1 р. 

20)  В.  Соловьевъ.  Оправданіе  добра.  Спб.  1897  г.  Ц.  4 р. 

21)  Ар.  Сабатье.  Безсмертіе  съ  точки  зрѣнія  эволюціон- 
наго натурализма.  Перев  съ  Франц.  Спб.  1897.  Ц.  60  к. 

22)  ПроФ.  А.  Гусевъ.  Разборъ  возраженіи  Сненсера  и его 
единомышленниковъ  противъ  ученія  о Богѣ,  какъ  личномъ  Су- 
ществѣ. Казань.  1896.  Ц.  40  к. 

23)  ГІроФ.  А.  Гусевъ.  Основныя  религіозныя  начала  гр. 
Л.  Толстого.  Апологетическое  сочиненіе.  Казань.  1893.  Ц.  2 р. 

24)  Козловъ  А.,  проФ.  Религія  гр.  Л.  Толстого,  его  уче- 
ніе о жизни  и любви.  2-е  испр.  и дополн.  изд.  Спб.  Ц-  1 р.  50  к. 

25)  Іоаннъ,  Еп.  Смолен.  Богословскія  академическія  чте- 
нія. Спб.  1897.  Ц.  1.  25  к. 

26)  Иванцовъ- Платоновъ  А.  М.,  проФ.  О западныхъ  вѣро- 
исповѣданіяхъ. Москва.  Изд.  3 е.  1894.  Ц.  70  к. 

27)  Лютардтъ.  Апологія  христіанства.  Спб.  1892.  Ц.  4 р. 

28)  Фр.  Паульсенъ,  проФ,  Введеніе  въ  фплософію.  2-е  изд. 
XVI — 448  стр.  Москва.  1899  г.  Ц.  3 р. 

29)  Платонъ,  Архим.  Древній  Востокъ  при  свѣтѣ  Боже- 
ственнаго Откровенія.  Кіевъ  1898  г. 
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30)  Орнатскій  Ѳ.  С.,  про®.  Буддизмъ  и христіанство, 
Перев.  съ  англ.  Изд  2-е.  Кіевъ.  1894  г Ц 1 р.  75  к съ  иер. 

31)  Гусевъ  Л.,  про®.  Нравственный  идеалъ  буддизма  въ 
отношеніи  къ  христіанству.  Казань  1875  г. 

32)  Ольденбергъ  Г.  Будда,  его  жизнь,  ученіе  и община. 
Перев.  съ  нѣмец.  Москва  1898  г. 

33)  Шантепи-де  ля  Соссей.  Иллюстрированная  исторія  ре- 
лигій. Москва  1898  г.  Ц.  5 р.  50  к. 

34)  Беттани  и Дугласъ.  Виликія  религіи  Востока.  Москва 
1899  г.  Въ  двухъ  частяхъ.  XVIII— 300— IV  - 180. 

35)  Бартъ  А.  Религіи  Индіи.  Москва  1897  г.  IX  — 337. 
Цѣна  1 р. 

36)  Мензисъ  А.  Исторія  религій.  Спб.  1899  г.  IV  —328 
Цѣна  1 р. 

37)  Рагозина  3.  Исторія  Халдеи.  2-е  изд.  XX  — 448. 
Цѣна  2 р.  50  к. 

38)  Рагозина  3.  Исторія  Мидіи.  XVI — 522.  Цѣна  2 р.  50  к. 

39)  Рагозина  3.  Исторія  Ассиріи.  XVI— 500.  Ц.  2 50  к. 

40)  Тимирязевъ  В.  А.  Религіозныя  вѣрованія  съ  древнѣй- 
шихъ временъ  до  нашихъ  дней.  Сборникъ  лекцій  и статей 
иностранныхъ  ученыхъ  и публицистовъ,  Перев.  съ  англ. 
V—  346.  Спб.  1900  г. 

41)  Покровскій  А.  Критическій  разборъ  эволюціонной 
теоріи  первобытной  религіи.  Серг.  Нос.  1900  г.  Цѣна  30  к. 

42)  Глаголевъ  С , про®.  Религія  и наука  въ  ихъ  взаимо- 
отношеніи къ  наступающему  XX  столѣтію.  Серг.  Пос.  1900  г. 
Цѣна  50  к. 

43)  Муретовъ  М.  Д.,  про®.  Очерки  изъ  новѣйшей  исторіи 
экзегеса  и критики  Новаго  Завѣта.  Выпускъ  первый : проте- 
станское  богословіе  до  появленія  Штраусовой  «Жизни  Іисуса». 
Цѣна  1р.  50  к.  Выпускъ  второй  Эрнестъ  Ренанъ  и его  «Жизнь 
Іисуса».  Цѣна  1 р,  50  к. 

44)  Керенскій  В.,  про®.  Школа  ричліанскаго  богословія 
въ  лютеранствѣ.  Изслѣдованіе  изъ  области  новѣйшей  лютеран- 
ской догматики.  Казань  1903  г.  Цѣна  4 р. 

45)  Про®.  Г.  ГеФФдингъ.  Философія  религіи.  Перев.  съ 
нѣмецк.  Спб.  1903  г.  Цѣна  1 р.  50  к 

46)  Про®  Г.  Челпановъ  Мозгъ  и душа.  Спб.  1900  г. 
ХІ-366.  Цѣна  1 р.  50  к. 
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47)  Соколовъ  В.,  проФ.  Парламентъ  религій  въ  Чикаго. 
Серг.  Нос.  1894  г.  Цѣна  1 р. 

48)  ПроФ.  М.  Красноженъ.  Происхожденіе  старокатоли- 
чества  и IV  интернаціональный  старокатолическій  конгрессъ 
въ  Вѣнѣ.  Юрьевъ,  1898  г.  Цѣна  50  к 

49)  Р.  Дози.  Очеркъ  исторіи  ислама.  Перев.  съ  Франц. 
В.  Каменскаго.  Съ  предисловіемъ  и примѣчаніями  проФ.  А. 
Крымскаго.  Спб.  1904  г.  Цѣна  1 р.  75  к. 

50)  А.  Лихтенберже,  проФ.  Философія  Нитцше.  Спб.  1901 
г.  Перев.  съ  Франц  Цѣна  1 р.  80  к. 

51)  Сабатье  А.,  про®.  Жизнь  и смерть  Перев.  съ  Франц. 
Спб.  1898  г.  Цѣна  75  к. 

52)  Гетте  Э.  Ренанъ  предъ  судомъ  науки,  Перев.  съ 
Франц.  Москва.  1889  г.  Цѣна  2 р. 

53)  Михаилъ  Архим.  О Евангеліяхъ  и Евангельской  исто- 
ріи. Москва.  1870  г.  Цѣна  1 р.  75  к.,  съ  перес.  2 р. 

54)  Соловьевъ  L,  прот.  Пособіе  къ  доброму  чтенію  свя- 
той Библіи.  Мзд.  2-е.  Спб.  1898  г.  548— XVII  стр.  Цѣна  2 р. 
50  к.  съ  пер. 

55)  Рыбинскій  В.,  про®.  Вавилонъ  и Библія.  Кіевъ  1903  г. 
II — 32  стр. 

56)  Григорьевъ  К.  Критическій  этюдъ  о лекціяхъ  про- 
фессора Берлинскаго  университета  А.  Гарнака  подъ  заглавіемъ: 
«Сущность  христіанства».  Харьковъ  1903  г.  140  стр. 

Кромѣ  этого,  противъ  сочиненія  проФ.  Гарнака  о сущ- 
ности христіанства  извѣстны  изслѣдованія  слѣдующихъ  рус- 
скихъ  авторовъ:  проФ.  А.  П.  Лебедева,  В.  А Керенскаго,  А. 
Павловича  и С.  Кулюкина. 

57)  Введенскій  А.  И.,  проФ.  Религіозное  обновленіе  на- 
шихъ дней.  Вын,  первый.  Москва.  1903  г.  Цѣна  50  к. 

58)  Райскій  В.,  А.  Л — нъ  и Е.  Веберъ.  Библія  и Вави- 
лонъ. Въ  двухъ  частяхъ.  Спб.  1904  г.  134  стр. 

59)  Линицкій  П.  И , проФ.  Пособіе  къ  апологетическому 
богословію.  (Философія  вѣры)  Кіевъ.  19(  4 г.  125  стр.  Ц.  80  к. 

60)  Друммондъ.  Естественный  законъ  въ  духовномъ  мірѣ. 
Перев,  Долгова.  Москва.  Цѣна  75  к. 

Сверхъ  того,  рекомендуются  для  знакомства  съ  современ- 
ными вопросами  богословія  журналы  Академическіе : Богослов- 
скій Вѣстникъ,  Православный  Собесѣдникъ,  Христіанское  Чте- 
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ніе  и Труды  Кіевской  Духовной  Академіи,  а также  журналы : 
«Вѣра  и Разумъ»,  «Вѣра  и Церковь»,  «Странникъ»,  «Мирный 
Трудъ»  и журналъ  «Вопросы  философіи  и психологіи». 

Само  собою  разумѣется,  что,  при  наличности  достаточнаго 
количества  другихъ  настоятельныхъ  занятій,  нѣтъ  возможности 
изучить  указанную  духовную  литературу,  которая  приведена 
здѣсь  только  въ  краткомъ  перечнѣ  (всего  60  Ж№).  Но  для  изу- 
ченія кв  повѣрочному  испытанію  студентамъ  и предлагается 
только  № 6-й  ( Кудряв . « Краткій  курсъ  лекцій »),  который,  при 
благородной  энергіи  и расположеніи  изучающаго,  дополняется 
ММ  3,  22,  ( брош .),  36,  55  ( брош .)  и 56. 

Что-же  касается  остального  круга  указанной  литературы, 
то  онъ  предлагается  вниманію  той  благородной  и отзывчивой 
образованности,  которая  не  замыкается  въ  рамкахъ  одного  по- 
собія и одного  времени,  не  застываетъ  и не  зами-раетъ  въ 
разъ  навсегда  отлившейся  Формѣ,  но  развивается  и расши- 
ряется въ  сложныхъ  запросахъ  духовнаго  міра  человѣческой 
жизни.  Въ  этихъ-же  цѣляхъ  рекомендуются  и нѣкоторыя  ино- 
странныя пособія. 

1)  Weber.  Kurzgefaszte  Einleitung  in  die  heiligen  Schriften 
Munchen.  1902.  VIII— 430. 

Это  пособіе  для  высшихъ  школъ  при  изученіи  Св.  Писа- 
нія. Оно  написано  въ  строго  выдержанномъ  тонѣ  научнаго  из- 
слѣдованія и въ  духѣ  богословской  апологетической  школы. 
Особенно  подробно  и основательно  авторъ  разбираетъ  возраже- 
нія Велльгаузена  противъ  подлинности  Пятокнижія  Моисеева 
(стр.  25 — 44). 

2)  Dr  Schell.  Apologie  des  Christentums.  Erster  Band.  Reli- 
gion und  Offenbarung.  Paderborn.  1902.  XXXVIII — 482. 

Это  одно  изъ  лучшихъ  въ  настоящее  время  пособій  по 
христіанской  апологетикѣ.  Написано  для  образованной  публики 
и стоитъ  въ  интересахъ  современныхъ  движеній  богословской 
науки.  Тонъ  автора  спокойный  и благородный,  особенно  въ 
области  критическаго  разбора  отрицательныхъ  мнѣній.  Съ 
убѣжденіемъ  и ясностію  научнаго  мышленія  изложены  вопросы 
о возможности,  очевидности,  доказательной  силѣ,  цѣлесообразно- 
сти и идеѣ  чуда.  Въ  концѣ  книги  Шелль  помѣстилъ  краткія 
замѣчанія  по  поводу  критики  христіанскаго  теизма  и Открове- 
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нія  Гартманомъ,  Древсомъ,  про®.  Ф.  Паульсеномъ,  Шпиккеромъ 
и Геккелемъ.  4 

3)  К.  Girgensohn.  Die  Religion,  ihre  psychischen  Formen 
und  ihre  Zentralidee.  Leipzig.  1903.  VI — 218.  P.  1.  90. 

He  смотря  на  спеціальность  вопроса,  книга  эта  читается 
легко  Анализъ  психическихъ  явленій  религіозной  области  дается 
основательный  и точный.  Разборъ  теорій  сдѣланъ  съ  глубокимъ 
зйаніемъ  дѣла.  Результатъ  всей  работы  выраженъ  въ  заключеніи 
слѣдующимъ  образомъ:  «религія  свой  характеристическій  приз- 
накъ имѣетъ  въ  идеѣ  Бога,  которая  и есть  центральная  идея 
всякой  религіи.  Религіозные  элементы  человѣческой  духовной 
жизни  тѣмъ  и отличаются  отъ  другихъ  элементовъ  человѣчес- 
каго fty ха';  что  они  такъ  или  иначе  основываются  на  идеѣ  Бога>. 
(стр.  213—214). 

4)  Prof.  R.  Seeberg.  Grundwahrheiten  der  christlichen  Reli- 
gion. Ein  academisches  Publikum  in  sechzehn  Vorlesungen  vor 
Studierenden  aller  Fakultaten  der  Universitat  Berlin.  Dr.  Aufl. 
Preis  3 Mrk.  80  Pf 

Книга  эта  составилась  изъ  чтеній  предъ  студентами  всѣхъ 
Факультетовъ  Берлинскаго  Университета  и назначена  для  обра- 
зованныхъ христіанъ  всѣхъ  круговъ.  Цѣль  книги  — показать, 
что  христіанство,  какъ  религія,  можетъ  и должна  удовлетворить 
запросы  образованныхъ  людей  нашего  времени.  Всякая  полеми- 
ческая тенденція  здѣсь  исключена-,  но  въ  сужденіяхъ  автора 
читатель  всегда  найдетъ  отвѣтъ  и на  вопросы  Ричліанской 
школы. 

5)  St.  Czobel.  Die  Genesis  unserer  Kultur.  Die  Entwicklung 
der  Religionsbegriffe  als  Grundlage  einer  progressiven  Religion. 
I — II  Band.  Leipzig.  1901. 

Это  сочиненіе  представляетъ  развитіе  религій  въ  ихъ  по- 
степенномъ, эволюціонномъ  движеніи  и даетъ  полное  понятіе 
о современной  постановкѣ  и разрѣшеніи  вопроса  о происхожде- 
ніи религій.  Авторъ  прилагаетъ  (гл.  24)  даже  карту  родослор- 
наго  древа  всѣхъ  религій  на  земномъ  шарѣ.  Авторъ — убѣжден- 
ный приверженецъ  эволюціонной  теоріи.  Но  настойчивость  въ 
своихъ  выводахъ  производитъ  естественную  реакцію.  Читатель 
выноситъ  впейатлѣніе,  что  хотя  Христосъ  по  человѣческимъ 
элементамъ  Своей  жизни  и былъ  Сыномъ  человѣческимъ  и хотя 
христіанство  имѣетъ  въ  себѣ  естественные  элементы  развитія 
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духа,  но  что  несомнѣнно  есть  и другая  сторона,  по  которой 
Христосъ  никакимъ  образомъ  не  можетъ  быть  названъ  продук- 
томъ эволюціи  и что  христіанство  содержитъ  въ  себѣ  элементы 
внѣ  обычнаго  роста  человѣческаго  сознанія.  ». 

6)  Prof.  А.  Harnack.  Das  Wesen  des  Christentimis.  Leipzig. 
— 1901.  Y- a 89. 

ПроФ.  Гарнакъ— одинъ  изъ  видныхъ  представителей  Рич- 
ліанской  школы  нѣмецкаго  богословія.  Поэтому  и книга  его 
знакомитъ  насъ  съ  направленіемъ  всей  школы  въ  такомъ  важ- 
номъ вопросѣ,  какъ  сущность  христіанства.  Съ  другой  стороны, 
читатель  получаетъ  ясное  понятіе  о той  Формѣ  упрощенія  хри- 
стіанства, при  которой  оно  совершенно  теряетъ  свое  истори- 
ческое положеніе,  какъ  ученіе  и дѣло  воплотившагося  для  спа- 
сенія людей  Сына  Божія. 

7)  Prof.  Fr.  Delitzsch . Zweiter  Yortrag  fiber  Babel  und  Bi- 
bel.  Stuttgart.  1904. 

Это  небольшое  по  объему  (всего  62  стр.)  сочиненіе  Бер- 
линскаго Профессора  рекомендуется  для  знакомства  съ  мнѣніями 
критики  объ  отношеніи  Библейскихъ  сказаній  къ  Вавилонскимъ 
миѳамъ.  Vortrag  Делича  замѣняетъ  собою  большіе  спеціальные 
труды  по  этому  вопросу  въ  нѣмецкой  богословской  литера- 
турѣ. 

8)  Ed.  Schrader.  Die  Keilinschrifen  und  das  Alte  Testament. 
3 Aufl.  И,  1 и 2. 

Здѣсь  содержится  разобранный  текстъ  клинообразныхъ 
надписей  и указывается  отношеніе  его  къ  библейскому  въ 
смыслѣ  теоріи  Делича. 

Ed.  Кдпід.  Die  Gottesfrage  und  der  Ursprung  des  Alt.  Tes- 

tam. 

Prof.  Oetfli.  Der  Kampf  urn  Bibel  und  Babel. 

H.  Grimme.  «Unbewiesenes».  A.  Ieremias.  Im  Kampfe  um 
Babel  und  Bibel— эти  и мн.  др.  брошюры  опровергаютъ  мнѣніе 
Делича  о зависимости  Библіи  отъ  Вавилонскихъ  миѳовъ 

Изъ  нѣмецкихъ  журналовъ,  разрабатывающихъ  богослов- 
скіе вопросы  въ  ихъ  научной  постановкѣ,  должно  указать  на 
два:  «Studien  und  Kritiken»  и «Zeitschrift  fur  wissenschaftliche 
Theologie»,a  изъ  Французскихъ — «Revue  internationale  de  Тііёо- 
logie»  и «Revue  de  m6taphisique  et  de  morale». 


ИМПЕРАТОРСКІЙ  ВАРШАВСКІЙ  УНИВЕРСИТЕТЪ. 


ТЕМА, 

предлагаемая  историко-филологическимъ  факультетомъ 

на  соисканіе  въ  1903 — 1905  годахъ  преміи  по  записи  Адама  Хойнацкаго 
за  популярное  народообразовательное  сочиненіе : 

ЗЕМЛЕДѢЛЬЧЕСКІЙ  ТРУДЪ, 

переносится  на  1905 — 1907  годы. 

Составить  очерки,  повѣсть  или  разсужденіе,  рисующія  въ  доступномъ 
для  народа  изложеніи  значеніе  земледѣльческаго  труда  въ  сравненіи 
съ  другими  видами  труда  простолюдина  (напр.,  Фабричнымъ,  гор- 
нымъ и др.). 

Въ  этой  работѣ  авторъ  долженъ  показать  по  этнографи- 
ческимъ даннымъ  то  предпочтеніе,  какое  простолюдинъ  оказы- 
ваетъ земледѣльческому  труду,  причемъ  матеріаломъ  могутъ 
служить  народныя  пѣсни,  сказки,  пословиды  и др.  Слѣдуетъ 
представить  также  поэтическую  сторону  земледѣльческаго  труда 
и отмѣтить,  какъ  много  вниманія  и вдумчиваго  отношенія  къ 
жизни  природы  проявляетъ  земледѣлецъ  (при  этомъ  авторъ 
можетъ  пользоваться  народными  примѣтами  о погодѣ,  урожаѣ, 
домашнихъ  животныхъ,  обратить  вниманіе  на  обычаи,  соединен- 
ные съ  земледѣльческимъ  трудомъ  и народными  праздниками). 
Надлежитъ  отмѣтить  вліяніе  земледѣлія  на  бытъ  крестьянина, 
указать,  какъ  слагаются  въ  земледѣльческомъ  быту  семейныя 
и общественныя  отношенія.  Необходимо,  наконецъ,  резъяснить 
вліяніе  земледѣлія  на  нравственную  сторону  жизни  народа. 

Отъ  автора  не  требуется  развитія  въ  одинаковой  пол- 
нотѣ всѣхъ  означенныхъ  частностей  даннаго  предмета,  но  тѣмъ 
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ббльшей  обстоятельностью  и убѣдительностью  должно  отличаться 
раскрытіе  главныхъ,  по  преимуществу  положительныхъ  его  сто- 
ронъ, въ  непремѣнныхъ  цѣляхъ,  согласно  волѣ  завѣщателя, 
«вліять  на  просвѣщеніе  народа  и тѣмъ  самымъ  на  исправленіе 
нравственности  и обычаевъ  онаго». 

Авторъ  не  стѣсненъ  въ  выборѣ  пріемовъ  развитія  насто- 
ящей темы ; если  сочиненіе  по  своему  содержанію  будетъ  имѣть 
поэтическій  характеръ,  допускается  перемѣна  заглавія. 

Премія  присуждается  въ  размѣрѣ  900  рублей  и выдается 
автору  сочиненія  или  законнымъ  его  наслѣдникамъ  по  предва- 
рительномъ представленіи  въ  университетъ  150  печатныхъ  эк- 
земпляровъ этого  сочиненія  и подъ  условіемъ  поступленія  его 
въ  продажу  по  цѣнѣ  доступной  для  читателей  изъ  среды  про- 
стого народа.  Сочиненіе  должно  быть  представлено  не  позже 
30  апрѣля  1907  года.  Оно  должно  быть  писано  на  русскомъ 
языкѣ  и русскимъ  подданнымъ,  напечатано  или  переписано  чисто 
и разборчиво.  Выборъ  между  русскимъ  и польскимъ  языкомъ 
при  печатаніи  увѣнчаннаго  сочиненія  предоставляется  усмотрѣ- 
нію  автора.  Если  къ  уплатѣ  присужденной  преміи  представлено 
будетъ  напечатанное  сочиненіе  въ  польскомъ  переводѣ  съ  раз- 
смотрѣннаго Факультетомъ  офиціальнаго  русскаго  подлинника,  то 
къ  сочиненію  этому  должно  быть  приложено  удостовѣреніе 
Историко-Филологическаго  Факультета  въ  полномъ  согласіи 
перевода  съ  означеннымъ  подлинникомъ. 
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